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RIVISTA DI MATEMATICA

Principii di Logica Matematica.
Nola di G. Peavo.

Gia Leibniz (*) cnuncid alcune analogie fra le operazioni dell’algebra
¢ quelle della logica. Ma solo in questo secolo, per opera di Boole,
Schrider, e altri molti (*), si studiarono queste relazioni, sicche la logica
deduttiva ¢ diventata, comc l’algebra ordinaria, la teoria dei quater-
nioni (%), ecc., una parte del calcolo delle operazioni.

Uno dei risultati pitt notevoli cui si ¢ giunto si & che, con an numero
limitatissimo (7) di segni, si possono esprimere tutte le relazioni logiche
immaginabili sicche aggiungendovi dei segni per rappresentare gli enti
dell’algebra, o della geometria, si possono esprimere tutte ie proposizioni
di queste scienze (4).

Nella presente Nota espongo sommariamente tali teorie, collo scopo
di invogliare il lettore a questo genere di studi interessanti, e di pre-
pararmi uno strumento quasi indispensabile in ricerche successive.

§ 1. — Deduzione e congiunzione.

In questo § le lettere a, b,... indicano delle proposizioni qualunque.
La scrittura @ 0 b significa « dalla a si deduce 1a b, » ¢ si pud leggere
«se ¢ vera laa, ¢ vera la b,» ovvero «se a, allora b,» ¢ anche sotto
altre forme (%).
La scrittura @ = b significa che le proposizioni ¢ ¢ b sono equiva-
lenti, ossia che dalla prima si deduce la seconda, e viceversa.
L’affermazione simultanca di piu proposizioni @, b, c,... si indichera
scrivendole 1'una dopo Y'altra abe... Questa affermazione simultanea chia-
masi congiunzione o moltiplicazione logica. Si ha:
1. ab~=ba;
2. (ab)e = a(bc) = abe.
Queste identita esprimono le proprietd commutativa e associativa della
moltiplicazione logica, analoghe a quelle della moltiplicazione algebrica.
3. aa = a.
Questa identitd non ha l’analoga in algebra (°).
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Per separare le varie proposizioni fra loro potremmo servirei delle
parentesx come in algebra. Si arriva allo stesso risultato con maggior
semplicitd, e senza produrre equivoci colle parentesi nclle formole al-
gebriche, con una conveniente puntegg giatura. I segni di punteggiatura
§0M0 . : .7 13 .. ece. Per levgere una formola divisa coi punti, prima
si uniranno tutti i segni non separati da aleun punto, poi quelli da 1,
poi quelli da 2, e cosi via ().

Si ha: ‘

4. a=b. =. b=a.
.« La proposizione @ =b equivale alla b=a. »
5. a=0. =t aopb boa.

« Due proposizioni a e b sono equivalenti quando dalla prima si
deduce la seconda e viceversa. » . o

Le formole seguenti rappresentano varie specie di sillogismi:

- 6. a0b. boc: 0. andc
7.a=>b. boein. aoc
8. apb. b=c: 0. adc
S a=b b=c:0 a=c
Tl sorite ha la forma
10. anb. bpec. cod: 0. add.
Si ha:
1. a0 b. 0. acobe.
12, a=1"b. 0. ac=1bec
13. aob. cod: 0. acobd.
14. a=b. c=d: 0. ac=1"bd. .

Queste formole dicono che ai due membri d’una deduzione o d’una

eguaglianza logica si pud congiungere una stessa proposizione; e che due

deduzioni o due eguaglianze si possono congiungere fra loro membro a
membro.

§ 2. — Proposzzzom smgolarz ; Classt.
I nom1 che adoperiamo rappresentano ora individui (nomi proprii)
'c'ome 1, 2, ‘:Z, V2 yey €d ora delle classi (nomi comuni od aggettivi)

.«come numero, poligono, equilatero, ecc.
La scrittura a = b, ove a ¢ b siano 1nd1vxdu1, mdlca 1a loro identita,
“.ovvero che a e b sono due nomi dati ad uno stesso individuo.Se a e b
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sono classi, quella scrittura indica che le due classi coincidono, ossia
che ogni a & b, e viceversa. Gia si & spiegato il significato di quella
scrittura se a e & sono proposizioni.

Per indicare la proposizione singolare < z & un 1nd1v1duo della

classe s » scriveremo (%)
xes,

¢ il segno ¢ si potra leggere ¢, o & un, 0 fu, 0 sard, a scconda delle
regole grammaticali; perd il suo significato & sempre quello spiegato.
Per brevita scriveremo w, y, z ¢ s per indicare che x, y, z sono
degli s, ossia
L, Y, 2 &S = LES. YES, ZES.

Per indicare la proposizione universale « ogni @ & b, » ossia « la
classe a ¢ contenuta nella b » scriveremo aob. Quindi il segno o si
leggera diversamente (st deduce, o é contenuto) secondoché sta fra due
proposizioni o fra due classi; perd le sue proprietd sono le stesse in
ambi i casi. )

Essendo @ e b duc classi, con ab indicheremo l’insieme degli enti
che sono ad un tempo @ e b, ciod la massima classe contenuta in a e

in . Analogamente per abc ecc. Perd, se havvi pericolo d’equivoco, si,

seriverd a~b e anb~c al posto di ab e di abe.
Sussistono tutte le formole del § precedente, quando a, b,... rappre-
sentano delle classi.

Per esercizio, si possono tra.sformare in linguaggio ordinario le pro-
posizioni:

5=2-+3; 5 ¢ (numero primo); 4 = (massimo comun divisore di
8¢ 12); 4 ¢ (divisore di 12); (triangolo) o (poligono); (trisngolo equian-
golo) = (triangolo equilatero); (multiplo di 6) = (multiplo di 2) ~ (mul-
tiplo di 3); ‘

e in simboli le proposizioni:

i multipli di 6 sono numeri pari; il cubo di 2 ¢ 8; i numeri pari sono
i multipli di 2; fra i numeri cubi & contenuto il 27.

§ 3. — Applicazioni.

I segni introdotti ¢, =, o permettono gia di esprimere un grande
numero di relazioni logiche. Quindi, introdotti dei simboli per indicare
gli individni, le classi, le operazioni e le relazioni d’una scienza, siamo
gia in grado di enunciarne completamente delle proposizioni. Prenderemo
ad esempio l’algebra, ove gia sonviisimboli 1, 2,... per rappresentarné
gli individui, -+, —, X, ecc. per le operazioni, >, <, ==,... per le
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relazioni, e introdurremo dei segni per rappresentare le classi che pilt
spesso si-presentano. Scriveremo:.

N al posto di « numero intero posmvo »

Il vantaggio di questi simboli non sta solo nella brevitd, ma anche
nel loro significato esatto, e nel poterli introdurre nelle formole. Si ha:

1.a,beq. 0. a+beq.
« Se a e U sono due quantith, anche a-~b & una quantita deter-
minata. »

2. a,beq. b= 0: 0. %—éq.

a
« Essendo a e b due quantitd, di cui la seconda non nulla, ~ -

presenta una quantitd determinata e finita. »
3.a,beq. 0. aXb=bXa.
« Indicando con a, b due numeri, si ha ecc. »
4. m, neN. acq: 0. am+n=qamar
« Chiamando m ed » due numeri interi e positivi, ed @ un numero
reale, si ha ecc.» . .
.5.m, neq. asQ: 0. an+n=qgmar .
« Essendo m ed n due numeri reall, ed a un numero positivo, si
ha ece. »
“In modo analogo si enunciano tutte le identitd 'dell’algebra.
"6.a,b, ceq.a<<bio a+cb+c '

1\m 1\»
7.m, neQ. m < n:o. (1+—m—) <(1+—ﬁ

Analogamente si enunciano le deduzioni da una relazione ad un’altra.
8.4, b 2 yeq 0 Yy =a. w—-—y-—b. =:2x=a-+0b
2y=a—5b
« Essendo a, b, , y dei numeri, il sistema di equazioni
. x+Yy=a e w-—y:b‘
¢ equivalente al sistema ’
2e=a-+b, 2y=a—>b.»

Qxyyeq. o0 B4+ =0. =: =0, y=
« Essendo @, y dei numefi (reali), 2®+y® & nullo quando e solo
quando si annullano ad un tempo x e y. »
In modo analogo si esprimono le relazioni fra equazioni e proposizioni.

. n > « numero intero »
: ‘R » < numero razionale positivo » )
i : ‘ § 4. — Segni -, v, A ().
31 r » < numero razionale »
Q i « numero reale po.smvo >0 quant;lta positiva » Essendo a una proposizione, con — a intendiamo la negazione della a.
q > « numero o quantitd reale, » che diremo numero Se @, b, ¢, rappresentano proposizioni, si ha:
senz’altro.

1. =(=a) = a « Due negazioni fanno una affermazione. »
2.6a=0. =. —a==b
3.a0b. =, ~bdo~a

« La proposizione: da a si deduce b, ¢ equivalente alla: da non b
si deduce non a. » .

Per comoditd di scrittura alcuna volta invece di scrivere il segno -
davanti a tutta la proposizione, lo scriveremo davanti al segno di rela-
zione &, =, ecc.: .

4, —(xes) =. x-¢8
5. -(x=1y). = x~= ¥

Essendo a, b proposmmm con a v b indicheremo 1’affermazione della
veritd di una almeno delle @ e b; ciod o & vera la a, o & vera la b.
L’ operazmne v ehiamasi anche addizione Zogzca. Si ha:

= (ab) = (-a)v (-1}

« I\egare che siano verc ad un tempo la @ e la b vale affermare
che o non & vera la @ 0 non & vera la b,» ossia «la negazione d’un
prodotto & la somma delle negazioni dei fattori. »

7. ~(awd) = (~a) (-D) _

« Negare che una almeno delle a ¢ b sia vera vale affermare che
la a e la b sono amendue false, » ossia « la negazione d’una somma
¢ il prodotto delle negazioni dei termini, »

Si ha:

8. avb=buvajav(bue)=(avb)vec=acdbuc;ava=a,
le quali formole esprimono le proprietd commutativa e associativa del-
’'addizione logica, analoghe a quelle viste al § 1.

9. albwc)=abvac,
che esprime la proprietd distributiva della moltiplicazione logica rispetto
all’addizione, analoga alla algebrica a(l -+ ¢) = ab + ac.

Esempi. Si ha: '

@, Yeq. 0. XYy =0, =: x=0, v, y=0




AR el A e

— 6 —

« Essendo x ed y due numeri, dire che il loro prodotto & nullo,

significa dire che si annulla uno dei fattori. » Prendendo le negative

d’ambo i membri dell’eguaglianza che sta alla tesi, secondo le regole 2
e 7, essa si pud pure scrivere:

z, yeq. 0. wYy==0. =: g==0, y~-=0
« Se il prodotto di due numeri non & nullo, essi sono amenduc di-

'versi da zero, e viceversa. »

Useremo infine il segno A per indicare l'assurdo. Quindi ab=a,
dice che le proposizioni @ e b sono contradditorie. Si ba:

10. a~a=Aj3arA=A;avAa=a
« Affermare e negare una stessa proposizione & un assurdo;» «se
in un sistema di equazioni alcune sono contradditorie, il sistema & as-
surdo... » Si noti ’analogia fra 1’a e lo 0, i quali sono i moduli delle
addizioni logiea e algebrica.
11, apbd. =, a=b=A
« Invece di dire che da a si deduce b, si pud dire che 1’asserzione
di a e la negazione di b & un assurdo. » Quindi in ogni deduzione a0 b
sl pud trasportare il secondo membro b nel primo, facendolo precedere
dal segno —, e scrivendo mnel secondo a; e viceversa. Cosl per esempio,
la proposizione 9 del § 1:
a=0b. b=ci0.a=c¢
si pud pure scrivere, trasportando 1’a = ¢ nel primo membro:
a=b. b=c¢c. a~-=ci=A
« il sistema delle proposizioni a & eguale a b, b & eguale a ¢, e a non
& eguale a ¢, & assurdo; > e trasportando la b= ¢ nel secondo membro,
essa si potrd ridurre alla forma:

=b, a==2¢:D,. b==¢. .

Risulta di qui che si potrebbe farc a meno del segno o, riducendo

- sempre il secondo membro all’a. Noi perd lo conserviamo per maggior

varietd, e per analogia colla forma comune di esprimere il pensiero.
Se a, b,... rappresentano c1a551, ai segni =, v, A attribuiremo i
significati seguenti:

-2 = «inonas
avb= « Vinsieme degli individui che sono o a 0 b. »
. A - = «<nulla, » Quirdi @b == 4 significa: <nessun @ &b.»

Quindi il segno A si leggera assurdo o nulla, secondoche si tratti

.-di proposizioni o di classi; ne1 duc casi esso ha le stessc proprieta,

come il §egmo o.

&
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Riguardo al segno di deduzione (o) fra due proposizioni, noteremo
ancora quanto segue. Quando a e b sono proposizioni contenenti delle
lettere variabili «, ¥,... con @0bd intendiamo che, « qualunque si siano
@, Yy... purch® soddisfino alla a, sard vera la b. » Cosi 1a

X, YeQ. x==y:0. x+y>2 Vay
significa che: « qualunque si siano le due quantita positive x e ¥,
purehe non eguali, sard ecc. » Ma alcune volte si vuol affermare la
deduzione solo rispetto una o alcune delle lettere variabili; per indicare

- questo, scriveremo come indice al segno o le letterc rispetto a cul si

fa la deduzione. Cosi, essendo a e b delle proposizioni contenenti la
lettera a, oltre ad altre lettere, la scrittura a 0, b significa « qualunque
si sia o, da a si deduce b. » Questa proposizione cessa allora di essere
una proposizione assoluta, ma & una condizione fra le lettere rimanenti.
Cost si ha:

a, b, ceq: ®EQ. 0. AP +br+c=0.. 0t a=0.b=0. c=0

Se a, b, ¢ sono tre numeri, e se qualunque si sia il numero z, si
ha ax? ... =0, i tre numeri dati sono nulii. »
Analogamente a = b indica che, qualunque si sia x, le proposizioni
a e b sono equivalenti, ossia che a2dzb. boxa.
= oA significa « qualunque si sia il valore di #, laaé as
surda » ossia « non esistono degli @ che soddisfino alla condizione a. »
@ - =gA significa « esistono degli # che soddisfano alla condi-
zione a. »

Conclusione.

I segni:

& (8), = (¢ eguale), o (si deduce, o & contenuto), ~ (¢, in generale
sottinteso), v (0), = (non), A (assurdo o nulla)
permettono di esprimere qualunque relazione logica.

Conviene dare un nome a quei segni, e si possono denominare come
si & scritto loro accanto emtro parentesi. Perd questi momi, presi dal
linguaggio comune, li rappresentano solo approssimativamente; poiche
i segni hanno sempre lo stesso significato, mentrech? le parole ne hanno
.parecchi, Per tradurre in simboli una proposizione ordinaria, occorre
analizzarla, vedere il significato che vi hanno le varie parole, e rap-
presentare questi significati coi simboli equivalenti; si errerebbe assai
se si sostituissero senz’altro i simboli &, ~, v,... al posto delle parole
e, e, 0,... B

Nelle pagine precedenti furono enunciate alcune proprietd di questi
simboli. Ma ne sussistono altre moltissime; & a motarsi il principio di

..
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dualita, per cui da ogni identitd logica si passa ad un’altra scambiando
isegni ~ ed v; e ricorderd ‘solo che gia il Boole riusci a risolvere
ogni sistema di equazioni contenenti una o piu classi incognite, legate
a classi note colle operazioni ~, v, -, ripetute un numero arbitrario
di volte. ‘ '

NOTE

) LEmBNIZ si occupd a pid riprese di questa questione. Ecco alcune frasi

- della Dissertatio de Arte combinatoria, Lipsiae, 1666, N. 90: « Verum con-
- stitutis tabulis vel praedicamentis artis nostrae complicatoriae majora

emergunt. Num termini primi, ex quorum complexu omnes alii consti-
tuuntur signentur notis, hae notae erunt quasi alphabetum..... Ea si recte

. constituta fuerint et ingeniose, scriptura haec universalis aeque erit facilis

quam communis, et quae possit sine omni lexico legi, simulque imbibetur

" omniura rerum fundamentalis cognitio. »

(2) L’opera principale del BooLE ha per titolo: An investigation of the
laws of thought, London 1854, p. 424. Questo libro, raro in ltalia, trovasi
nella biblioteca V. E. di Roma.

. L’ultimo lavoro dello SCHRODER & 1’Algebra der Logik, Leipzig 1890, di
cui comparve il 1° volume di 720 pagine. Io rimando a quest’opera per le
numerosissime citazioni, limitandomi, pel letéore italiano, a menzionare il mio

Calcolo geometrico, preceduto dalle operazion? della Logica dedut-
iiva, Torino 1888,
e la pregevole Memoria:

Naey, Fondamenti del Calcolo Logico, Giorn. di Matemat., t. XXVIIL.

(3) L’analogia’fra il calcolo della 'logica. e quello dei quaternioni sta in

questo che i simboli dell’una e dell’altra .scienza soddisfano a leggi spe-

ciali, analoghe, benché non identiche, a quelle dell’algebra ordinaria.

Credo opportuno riferire le parole del Tarr (Qualernious, 1, traduit par
Plarr, Paris 1882, p. 81):

« Les propriétés des symboles qui se rapportent- aux quaternions nous
rappellent les symboles électifs de la logique, tels qu’ils sont donnés dans
le Traité admirable de Boole: On the laws of thought. La similitude frap-
pante de ces deux systémes de symboles, types de procédés qui sont an

- fond les mémes, nous suggére la remarque qu’aprés tout il n’y a qu’une
- -science unique dans I’Analyse mathématique, ayant ‘diverses branches, mais

employant dans chacune d’elles les mémes procédés. Par l'une de ses
branches, cette science nous dévoile les mystéres de la Géométrie de po-

" gition, hors de la portée du raisonnement géométrique ordinaire; par

P’auntre, elle permet au logicien d’arriver & des vérités de déduction aux-

-quelles il n’aurait jamais pu atteindre sans le secours de l’mstrumeut des

formules »

('5) Pervenni a questo risultato nel mio opuscolo:
Arithmetices principia, nova methodo exposzla, Terino 1889.

— 9 —

Continuai I'applicazione di questi metodi nelle Note:
I principéii di Geomelria, logicamente esposti, Torino 1889.
Les propositions du cinquiéme livre d’Euclide, réduites en formules
(Mathesis, t. X).
Démonstration de Vintégrabilité des équations différentielles ordi-
naires (Mathematische Annalen, t. XXXVII).

Risulta cos! che la questione proposta da Leibniz é completamente,
se non ancora perfettamente, risolta; o per servirmi delle parole dello
Schroder (70., p. 710): « Es ist hochst frappant... eine riesige Menge von
geometrischen Sitzen mitsamt deren Beweisen... lediglich in der Zeichen-
sprache dargestellt zu erblicken... Es erhellt aus ihren Anblick, duss das...
1deal der Pasigraphie fiir die Zweche der Wissenschaft bereits in ganz er-
heblichem Umfange verwirklicht ist. »

(3) Per indicare che la proposizione & & conseguenza della a si potrebbe
scrivere « bca, » ove il segno ¢ é I'iniziale della parola conseguenza. E
si pud poi convenire di indicare la stessa reluzione scambiando i due
membri, e invertendo il segno c, analogamenfte a quanto si fa dei segni
> e <C; sicche la stessa proposizione si potra scrivere « 206 » che si-
gnifica sempre « & & conseguenza di @ » ossia « @ ha per conseguenza b, »
ovvero « da @ si deduce b, »

Al segno di deduzione si diedero forme diversissime.

Molti Autori inglesi scrivono .-

C. S. PrIRCE (On the Algebra of Logie, American Journal of Mathe-
matics, 11, p. 15) scrive —<C.

ScHRODER (Op. cit.) adopera un segno derivato dai due = e <.

Mc CoLL (The Calculus of Equivalent Statements, Proceedings of the
London mathematical Society, vol. X, p. 16) scrive a: 6.

FRrEGE (Begriffsschrift, Halle a. S. 1879) invece di a0 & scrive !

L
Alcuni Autori non introdussero alcun segno per la deduzione, potendosi
essa anche esprimere coi segni successivi.

(6) La legge rappresentata da questa formola fu dal Jevons (The prin-
ciples of science, London 1883) chiamata the law of simplicity.

(7) Cosi gih si scrive d.uv e du.v al posto di d(uv) e (dujv. Questa pun-
teggiatura presenta gqualche analogia colle notazioni proposte da Leibniz
(Math. Schriften, 1ll, p. 276, e VII, p. 55).

(8) 11 segno ¢ & Viniziale di o7,

(%) 1 segno di negazione =, nella forma qui usata, e in sostanza dovuta
a Boole.

Invece di =a, lo Schrdder (¢b.) scrive a,; Jevons (zb.) serive Aj McColl
(@) a'. -

Invece di @& si scrisse da Leibniz a u 6 (ove % & I’iniziale di wel), da
Jevons a.|.b, e dal maggior numero di Autori a—+ 6.

1l DepERIND (Was sind und was sollen die Zahlen, 1888) invece di
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anb e avb scrive G(a, b) e M(a, b), notazionil poco differenti da quelle
gia usate dal CanTOR nei suoi studii sulle Mannichfalligkeiten (Math. Ann.

" t. XV e seguenti).

Si potrebbe usare il segno v, iniziale di vero, per indicare una propo-
sizione identicamente vera, e, trattandosi di classi, per indicare la classe
" tutfo. Questo segno fu usato dal Peirce (é0.); esso & il modulo delia molti-
plicazione logica. Per indicare ’assurdo, o il nulla, useremo il segno 4,
cioé la lettera precedente rovesciata. Non introdiurremo il segno v, che
corrisponde per dualith a A, perché non ne abbiamo bisogno.

Invece dei segni A e v, la maggior parte degli Autori scrivono 0 e 1,
o segni derivati. Perd & cosa utile ben distingiere i moduli delle opera-
zioni algebriche da quelli delle operazioni logiche.

i

Sommario dei Libri VIl VIl e IX di Euclide.

I Yibri degli Elementi d’Euclide che trattano di geometria furono
tradotti ad uso scolastico. Sono invece meno noti i libri VII, VIII e IX
che si riferiscono all’aritmetica, e il libro X che tratta degli irrazio-
nali. E siccome la lettura di questi libri presenta qualche difficolta,
parmi utile il tradurre i principali risultati ivi contenuti in linguaggio

- algebrico, in guisa che chiunque si possa fare facilmente un’idea esatta
dello stato della scienza in quei tempi.

Libro VII.
In quanto segue a, b,... €, f rappresentano dei numeri interi posi-
- tivi (N). : .

Scriveremo med al posto di « massimo comun divisore. »

a <b. 0. med (a, b) =med (a, b—a). “{Prop. 1 e 2}
" Scriveremo a X N al posto di « multiplo di a. »

beaXX N. o. med (a, b)) =a
B, cea X N. 0. med (b, c)ea X N. { Coroll. Prop. 2} -
med (a, b, ¢) =med [a, med (3, c)] { Prop. 3}

Scriveremo ajb per indicare il quoziente o rapporto dei due numeri.
‘a = cd. =. ajb=(a+c)b-+~d) {Prop.5,6,78,11,12}
“ap = ¢jd. =. aje =Dbjd { Prop. 9,10,13,15} -

JAProp. 1e 2}

afb = dje. ble =e|f: 0. aje=d|f {Prop. 14}
aXb=bXa { Prop. 16}
(ac)i(be) = ab S {Prop. 17 e 18}

ajb = c/d. - ad = bc {Prop. 19}

AP
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Scriveremo a# b invece di <« a & primo con b. »
ab—=c/d. anb: 0. ceaX N {Prop. 20 e 21}
a, beN..x, yeN. o=y, < @:=2,yAl:0. and

{ Prop. 22}
abmec. =:anc. bac { Prop. 23, 24}
anb. 0. a*nb {Prop. 25}
anc. and. bre. brd: 0. abned { Prop.-26}
anb, =. a’nb? { Prop. 27}
arb. =. a+bxb { Prop. 28}

Scriveremo Np al posto di « numero primo. »

aeNp. b—eaX N:0. anb { Prop. 29

aeNp. beea X N:o:bea XN, v.cea XN {Prop. 30;
aeN. o xeNp. aeax X Nim= A { Prop. 31 e 32}
ajd = ble = c|f. med (a, b, ¢)=1:0. dea X N {Prop. 33}
Scriveremo mem al posto di « mihimo comune multipio. »
mem (@, b) = (a X b) | med (@, b) {Prop. 34}
asb X N. accXN:o. ae[mem (b, ¢)] X N { Prop. 35}
mem (a, b, ¢) = mem [a, mem (3, ¢) | { Prop. 36, 37}

Libri VIII e IX.

In questi libri si trattano le proprieta delle progressioni geometriche.
Trasformate ili simboli algebrici, esse si riducono alle propiety delle
potenze:

(qb)m= ambm
(a[b)"‘ = am|bm
(am)n = gmn

am+n — ghgn

{ Libro VIII, prop. 11, 12; IX, prop. 4}

| VIIL, 11, 12; IX, 5}

{VIII, 13; IX, 3 e 9}

{IX, 11}

Sono ancora a notarsi le proposizioni seguenti:
anb. 0. arwb*

brear X N. 0. bsaX N

o {vi, 2, 8)
{VILI, 6, 7, 14-17, 22-25}

aeNp. breaX N:io. beaX N {IX, 12}
Secrivendo a™ invece di « potenza di a » si ha: )
a&eNp. aneb X N: o. beaN {IX, 13}

a,b,¢,deNp. bedea X N: p:a=b. v. a=c. v.a=d
{IX, 14)

.
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anb. 07 a®+ab n b @+ 7 ab
- Jl numero dei numeri primi & infinito.

11X, 15}
{IX, 20}
La prop. 35 del libro IX da la somma dei termini d’una progres-
sione geometrica.
Chiamando 7éAewos (perfetto) un numero quando eguaglia la somma
dei suoi divisori, 1’'unitd compresa ed esso eccettuato, si ha:
2n+1—1¢Np. 0. 27 (27 +1 — 1) & (éhesos). {IX, 36}

®.)

Sulla definizione della velocita di un punto.
Nota del Prof. E. NovaRgse della R. Accademia Militare.

' Tutti, o quasi, i trattati di Meccanica definiscono dapprima la ve-
locitd di un punto (geometrico) in movimento come un numero: il

as . s . Bs :
numero - se il moto & equabile, il numero lim 7~ 58 il moto & vario,

& essendo il numero che misura lo spazio corrispondente al tempo ¢ (¥).

In seguito, alcuni Autori convengono di rappresentare la velocitd
con un segmento (Strecke, vettore). Per es.:

Resan (Cinématique pure, p. 10): « Nous représenterons graphi-
quement la vitesse d’un point mobile par une longueur proportionnelle
a cette vitesse portée dans le sens du mouvement sur la tangente & la
trajectoire. »

SoMorr (Kinematik, p. 5): « Wir werden die Geschwindigkeit durch
die Strecke MT darstellen, die auf der Tangente der Bahn im Punkte M
. aufgetragen wird ecc. »

Questo linguaggio laseia supporre che, per tali Autori, 11 segmento
rappresentativo accennato non sia gia la velocitd, ma un altro ente che
indica insieme e la velocitd e la direzione e il verso del moto. (In

] (;) A dir vero, molti libri presentano questa definizione sotto un aspetto
alquanto diverso: quando il moto & equabile, chiamano velocita o spazio

- deseritto nell’unita di tempo; quando il moto é vario, chiamano velocita
...in un determinato istante lo spazio che il mobile descriverebbe nell’'unitd

. di tempo qualora il moto, a far capo da quell’istante, diventasse equabile.

Ma crediamo che con tale linguaggio si voglia dire ¢ numero che misura

. .lo spazio descritio nellunita di tempo: se si dovesse intendere letteralmente
. ¢id che suonano le parole, la definizione ci parrebbe addirittura da respin-

_~'gere (almeno 'pel moto curvilineo), poiché la velocith cosi definita sarebbe
_un arco di linea della quale sarebbe individuata la sola lunghezza.
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quella guisa appunto che, se si rappresenta il numero velocitd angolare

di un moto rotatorio mediante un segmento sull’asse della rotazione,

questo segmento indica insieme e la velocitd angolare e I'asse e il verso a

della rotazione).

Altri Autori invece allargano il significato anteriormente attribuito
al vocabolo wvelocitd, considerando questa come un segmento del quale
prima hanno definito soltanto il valore. Per es.:

Tarr e STEELE (Dynamics of a particle, 5* ed., pp. 3-4): « So far
as we have yet spoken of it, velocity has been regarded merely as
speed... In fact velocity is properly a directed magnitude (or wvector,
as it is now called) involving at once the direction and the speed of
the motion. »

E lo ScreLL (Theorie der Beweg. w. der Krifte, 2% ed., p. 191 del
vol. I), forse meno nettamente: <« Bisher war nur von der Grisse der
Geschwindigkeit die Rede; man spricht aber auch von ihrer Richtung »;
e, definita questa dirczione, parla pitt innanzi « von den beiden die
Geschwindigkeit bestimmenden Merkmalen, Grosse und Richtung. »

Il prof. PADELLETTI nella sua pregevole Memoria Sulle relazioni
tra Cinematica e Meccanica (Giorn. di Matem., vol. XIV), dopo aver
denominato velocitd del moto uniforme il coefficiente di ¢ nell’espres-
sione dello spazio, definisce la velocita di un moto qualunque come una
derivata geometrica.

Altri serittori infine, dopo aver definito la velocitd come un numero,
parlano senz’altro della direzione o del verso di essa, mentre la loro
definizione (se non si aggiungono dichiarazioni ulteriori) esclude che
Pente velocitd abbia una direzione od un verso. Cosi ad es. il GILBERT,
nel suo Cours de Mécan. analyt. meritamente pregiato, chiama velocita
arco MM'

At
moto rettilineo, « la direction du mouvement du point & un instant
quelconque est bien déterminée, » dice: « Mais dans le mouvement
curviligne, il faut définir la direction de la vitesse » (2= ed,, pp. 7 e 9).
11 qual linguaggio implica, mi pare, 1° che la velocitd sia un ente
fornito di direzione; 2° che questa direzione sia la stessa cosa che la
direzione del moto.

Similmente il RAUSE\BERGER (Lehrbuch der Analyt. Meclwmzk

il limite del rapporto ; e poi, dopo aver osservato che, nel

ds
Leipzig 1888, I Bd., p. 4), posto per definizione velocith = —, dice:

dat ?
« Der Geschwindigkeit kommt in jedem Punkte der Bahn eine be-

stimmte Richtung zu, nimlich die der Tangente der Bahnkurve in

dem fraglichen Punkte, ecc. »
Le osservazioni che siam venuti esponendo nguardano esclusiva-
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mente la Cinematica: non mancano nuove incertezze se il punto mobile
si considera come materiale. Ci contentiamo a questo riguardo di recare
un passo del Traité de Mécanique del Porssox. L’A., dopo aver detto
che 10 spazio costante descritto nell’unitd di tempo, in un moto uniforme
& cid che si chiama la velocitd del mobile, scrive: , ’

"« Mais, pour parler exactement, cet espace n’est que la mesure de
la vitesse, et non pas la vitesse elle-méme. La vitesse d’un point ma-
tériel en mouvement est une chose qui réside dans ce point, dont il
est animé, qui le distingue actuellement d’un point matériel en repos
et n’est pas susceptible' d’une autre définition » (2° ed., tomo I, p. 207).
~ Concludendo, domandiamo: La velocitd di un punto mobile ¢ un
numero od & un segmento? O, a dir meglio, & preferibile, in Cine-
matica, definirla come un numero o come un segmento? E, in Mec-
canica, & dessa da considerarsi n piit né meno che in Cinematica,
ovvero come qualche cosa di connesso colle proprietd che si attribui-
scono al punto materiale? (¥)

- RECENSIONI

Dott. GIU?EPPE Testi. — Elementi di Geometria. — 4d uso degli
alunni delle scuole secondarie inferiori. — (Livorno 1889, Raffaele
Giusti editore).

Credo opportuno riportare alcuni periodi della prefazione agli Elementi

. di Geometria dél sig. TEsrI

« L’esperienza mia e il fatto che molti libri di geometiia per le seuole
tecniche, red@tti col metodo cosi detto intuitivo, o hanno avuto corta vita
0 ben poca fortuna, per quanto alcuni di essi sieno i)er molti aspetti pre-
gevolissimi, mi hanno consigliato di tornare all’antico e di abbandonare
addirittura i piccoli artifizi dei cartoncini intagliati e dei biglietti da visita
sovrapposti.

«'Questo trattatello ha veste piu seria, ma non credo che per questo
voglia riuscire ai giovani di maggior difficolth, completato che sia conve-
?ientemente dalla lezione orale..... » ‘
:,;,, 'Aggiunge poi chie molite volte gli & aceaduto (nel suo insegnamento, non
el hpro) di ricorrere a paragoni proprii della geometria intuitiva « ma al

: (") La Rivista di Matematica accogliera con piacere le comunicazioni

’ "cl}e si.:ggrfrauno inviarle in risposta a questi quesiti. -
SR . o N. della R.

.
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solo scopo di rendere accessibile ai giovani la dimostrazione non per so-
stituirla. »

« 1 concetti goometrici, si parli pure a ragazzi, dal momento che loro
s'insegna la geometria, non devono essere travisati, e il libro si deve sfor-
zare di riassumerli nella loro purezza. » }

Dopo aver fatto osservare che i postulati ammessi non sono tutti quelli
necessari e sufficienti per porre le basi della geometria, aggiunge che ha
creduto bene di limitarsi ai principali per non rendere il libro troppo dif-
ficile ai giovinetti delle scuole secondurie inferiori. Poi: « Cio che & inte-
teressante di fissare & il metodo, tenuto conto specialmehte del fatto che

1 metd e pitt dei giovani che frequentano il corso di geometria é destinata
a passare a studi superiori. »

"Queste le ottime basi pedagogiche del libro del sig. Testi, che dalle altre
geometrie clementari per le scuole secondarie inferiori, si allontana pia di
quello che I’A., troppo cortesemente, dica. La Geometria intuitiva propria-
mente detta bisogna bene insegnarla, servendosi di modelli, nelle scuole
elementari, e non pud recar danno all’insegnamento se le definizioni e i
pochi concetti geometrici che & necessario introdurre sono date rigorosa-
mente: nelle scuole secondarie inferiori non & pil adatta la zeometria in-
tuitiva propriamente detta, ma i libri che si adoperano ordinariamente non
sono fatti col metodo intuitivo; troppo superbi per presentarsi in veste di
empirici (quali sono realmente nel significato pid brutto della parola) si
camuffano da scienziati dando dimostrazioni (?!) intuitive che, il pid delle
-volte, fanno a pugni non solo colla scienza, ma anche col senso comune.
Rimarrebbe a sapersi se gli autori di questi libercoli serivono cosi per
principl pedagogici sbagliati o per deficienza di coltura matematica.

Qualunque sia la risposta alla domanda, sta il fatto che il libro del
sig. Testi & buono, molto buono, 1’unico ché io conosca, veramente adatto
per le scuole secondarie inferiori. Con esso non vi & pericolo di dare ai
giovani cognizioni inesatte, le quali, coloro che continuano gli studii,
sradicano poi con difficolta dalla loro mente; di pid la disposizione delle
parti del libro & tale da permettere all’insegnante di trattare sin da prin-

cipio quelle cose che sono maggiormente utili nella pratica, cosa a cui sit

deve sempre por mente nelle scuole secondarie inferiori, che, per quanto
male ordinate, sono fine a loro stesse.

Non mancano qua e la alcune piccole inesattezze; ma quale é Popera
umana che sia perfetta? E del resto Ja maggior parte di queste inesattezze
riguardano pilt la forma che la parte scientifica e in una prima edizione
sono inevitabili. '

Avendo indicato in generale i pregi del lavoro e Popportunith di esso
nell'inseguamento, e indicato esistere alcune mende, voglio ora parlare
particolarmente di queste e di quelli,

Nelle nozioni preliminari, dopo aver dato le definizioni di corpo, super- -

. ficie, linea e punto, aggiunge, poco opportunamente, il concetto di dimen-~
gione. Dico poco opportunamente. Difutti le denominazioni di lunghesza,
larghesza, altezza, che si usano nel linguaggio cormune, perdono il loro

T —
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ST sxgmﬁcato quando si appllcano a - solidi diversi dal parallelepipedo; i

. - concetto di dimensione nel senso della geometria superiore & impossibile
darlo negli elementi-e del resto non ha il medesimo significato che ha nel

_ linguaggio comune. L>A. poi per introdurre il concetto di estensione osserva
che una linea, una superficie, un solido ha due la¢: rispetto ad un punto;

~ una ‘linea, una superficie ad esse appartenenti, e che quindi la linea ha
una dimensione, la superficie due, il solido tre. Perché ¢

Sempre nelle nozioni preliminari da i postulati relativi ai movimenti
delle figure, postulati che i trattatelli ordinari non pensano mai di mettere
come se le dimostrazioni fondamentali (¢ vero che non le danno!) non

. Tossero basate su tali movimenti. La retta ed il piano sono pure dati per
mezzo di postulati.

"Nel N° 15 (pag. 9, nozioni preliminari) enumerando alcuni assiomi re-
lativi alle: grandezze (geometriche) parla di prodotto e quoziente di una
grandezza per un’altra. La parola prodotfo, presa nel senso che ad essa
si da in aritmetica, non ha valore portata nelle grandezze (geometriche o
no), e I’A. stesso mostra di esser convinto di cid quando (pag. 87) dundo
la regola per trovare I’area del rettangolo aggiunge che: « Essa (regola)
di solito si enuncia dicendo, con frase poco felice, che area del rettangolo
st otliene moltiplicando la base per Valtezza. »

Date nel Cap. II le principali proprieta del circolo, alcune delle quali
dice esser dimostrabili, ma che non dimostra per non far precedere parti
meno utili nella pratica, passa alla risoluzione grafica dei principali pro-
blemi elementari, dando la dimostrazione di ogni costruzione. Questo, che

sia dal fatto che nelle scuole secondurie P’insegnamento pratico del disegno
precede quello pratico-razionale della geometria e che molte volte & dalle
scuole di disegno che gli alunni apprendono le definizioni le pitt barocche.
A proposito delle dimostrazioni delle costruzioni elementari, trovo che si
. potrebbero fare quasi tutte pil rapidamente, e quindi in modo pid chiaro,
 introducendo il luogo geometrico de1 punti del plano equldxstante da due
- . punti dati.
. ~. - Date. nel Cap. IV le regole (dlmostrate per i numeri commensurabili) per
. xtrova,rq le aree delle prineipali figure piane, passa all’equivalenza dei po-~

g inferlore, senza lasciare lacune sensibili.

‘ che 8l foccano sulla circonferenza e della medesima denominazione si serve
nell’enunclato del teorema che da la proprieta dell’angolo formata da una

tatto. :l‘ale denommazxone é ev:dentemente impropma.

(Continua). o

per un trattato scientifico sarebbe un inconveniente, per un trattato pra-
tico-razionale é un pregio grandissimo, sia dal punto di vista didattico,

.- ligoni, chiamando equivalenti due poligoni che hanno la medesima area. -
= In questo modo semplifica la trattazione teorica dell’equivalenza che non
. Barebbe possibile sviluppare direttamenti in un corso d1 scuola secondaria

‘Nel Cap. VI, a pag. 126, chiama éscritio l’angolo formato da due corde_"\.. e

.tangente alla circonferenza e dalla corda che passa per il puuto di con- i

e
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Nel medesimo Cap., al § 3¢, Segmmenti proporzionali nel céircolo, mi pare
si potrebbe pitt opportunamente sostituire il teorema generale che da la
proprietd dei rettangoli formati con le coppie di segmenti determinati da
un circolo fisso nelle rette che escono da un punto, pure fisso, interno od
esterno al circolo, e dedurre da questo la proprieta della tangente, dell’al-
tezza e cateto di un triangolo rettangolo, proprieta che servono per la
costruzione della media proporzionale tra due segmenti. Dico pili opportu~
namente perché il concetto di proporzionalith diretta o inversa & sempre
un po’ difficile per i giovinetti e perché in questo modo da un sol teorema
st possono dedurre tanti teoremi utili nella pratica.

Nella seconda parte (Geomelria solida) ho da osservare con piacere che
manca il solito teorema, sempre presente in tutti quei libercoletti dei guali
ho gia parlato, due retle parallele individuano un piano! B vero che a
molti questo pud parere un teorema, perché definendo le rette parallele,
dimenticano la condizione che appartengano al medesimo piano! 1 teoremi
dati in questa seconda parte sono quelli soltanto indispensabili a definire
i principali solidi e le loro proprietd, e tutto disposto in ordine logico e
in modo che P’alunno li apprende facilmente.

Riepilogando : le mende sono poche e poco significanti, i pregi molti e
il libro del sig. Testi puo essere consigliato a tutti i professori delle scuole
secondarie che amano lasciare ai loro autori i libri empirici. Non si creda
che io disprezzi cosi in massa tutfe le geometrie per le scuole secoudarie;
parlo di alecune (troppe disgraziatamente!) che non sono neanche degne
della critica, sia per quelio che conteugono, sia perché chi scrive un libro
di testo deve fare qualche cosa che non esista ancora e di cui si senta il
bisogno, e quei tali libercoletti si somigliano tutti nella forma, negli spro-
positi e nello scopo. Il sig. Testi ha invece fatto un libro diverso dagli
altri, vi ha messo un concetto pedagogico esatto, e ha tenuto conto dei
lavori veramente scientifici futti per altri rami di studi, e ha dotato 1’in-
segnamento secondario inferiore di un libro di cui il bisogno era sentito
dai buoni insegnanti, di un libro che spero vedere pI'lVO delle poche e

piccole mende in future edizioni.
C. BURALL

E. W. Bype — The direclional Calculus, based wpon lhe methods
of II. Grassmann. — Boston, Ginn & Comp. 1890.

Quest’opera, che rappresenta il lavoro di otto o nove anni di studio e
di esperienza dell’A. nell’insegnamento all’Universita (di Cincinnati), é
destinata come libro di testo per spiegare nei Collegi e nelle Universita
« the wonderful and comprehensive system » di H. GRASSMANN.

Nei primi due capitoli I’A. sviluppa le notazioni e le teorie di Grassmann.

Il cap. 1° (di 13 pag.) tratta delle somme di punti e dei vettori. L’A.
oltre alle notazioni di Grassmann (+, —, =) introduce pure quelle di

Rivsta di Blatemaltica. 2




—_ 18 —

Hamilton Ta e Uy per indicare la grandezza del vettore g, e il vettore
- unith diretto secondo 4. ’

-11 cap. 2°, assai pil lungo, tratta delle varie specie di moltiplicazioni

fra punti e vettori; definisce le proprietd generali dei prodotti, e poi ne

" spiegu il significato nei singoli casi. Dupprima tratta dei prodotti progres-
sivi, cioé quello di due puati che echiama point-vector o line (linea); di due
vettori, detto plane-vecior (bivettore), e che, come & noto, corrisponde alla,
coppia della Meccanica; di tre punti, che chiama point-plane-vector (area
triangolare); di tre vettori (trivettore), e di quattro punti (tetraedro).

E qui credo a proposito una osservazione. La nomenclatura proposta da
Grassmann pei varii enti considerati nell’Ausdehnungslehre & assai inco-
moda; quella adottata dal sig. Hyde & evidentemente migliore, ma pur
tuttavia & ancora lunga, ed usa termini presi dal linguaggio comune in un
significato particolare; lo stesso difetto trovasi pure nella nomenclatura
da me adottata in un lavoro consimile. Invece la teoria dei quaternioni
usci completa dalla vasta mente di Hamilton, anche in queste parti acces-
sorie, avendo questi fabbricato dei nomi nuovi (vettore, tensore, scalare,...)
per indicare gli enti che gli oceorsero. Forse si potrebbe ovviare a questo
inconveniente usando dei segni particolari per indicare le varie classi di
enti che si considerano. Cosi si potrebbe scrivere:

- b, P%, p3, ph invece delle parole punto, prodotio di 2 punti, id. di 3,
id. di 4, e

v, v2, v3 invece di vetfore, prodotto di 2 vettori, e prodofto di 3 vet-
tori, e intine

Fy, Fy, F3 e Fy per indicare le formazioni delle 4 specie, (raiimlichen
Grissen I, IT, 1IT und IV Stufe). Questi segni si possono poi leggere ad
arbitrio, anche adoperando in senso particolare nomi del linguaggio co-
mune, senza ulteriore pericolo di confusione. .

In seguito (cap. 2°) I’A. applica alla geometria piana il concetto di
complemento, finora solo usato pei vettori nello spazio, col nome, in Mec-
canica, di asse-momento; e poi tratta dei prodotti regressivi nel piano
¢ pello spazio. [’A. da, seguendo il BavL, il nome di screws alle F,. In
queste puagine trovansi le principali formole di Geometria analitica sulle
coordinate di punti, rette, piani, e complessi lineari.

I cap. 3° e 4°, Geometria piana, trattano dei Inoghi geometrici e con-
tengono la teoria generale delle sezioni coniche, sia dal lato metrico che
proiettivo. Notero il solo teorema di Pascal, il quale, ove e ep e3 65 e5 € p
siano 6 punti d’una coniea, assume la forma

(per - e3e4) (e €2 . ej e5) (€2 €3 €5 p) =0.

" T ecap. 5° e 6°, Geometria solida, contengono, fra le altre cose, la teoria
delle superficie di second’ordine. It a notarsi, in questi capitoli, ’uso delle
funzioni lineari @, ¥,..... gia introdotte da Hamilton, e che, col nome di
matrici, diedero luogo a tanti studii, specialmente dei Geometri inglesi.

Nel cap. 7°, Applicazioni alla statica, I’A. dia'le condizioni d’equilibrio
d’un punto Iibero, o ritenuto da una linea o da una superficie; la ridu-
zione delle forze applicate ad un corpo rigido, e i téoremi relativi.
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L’esposizione chiara e semplice, i moltissimi esercizi che accompagnano
le singole teorie e le numerose loro applicazioni, ¢i permettono di affer-
mare che il libro risponde completamente allo scopo pretisso, cioé di trattare
con forma elementare quei soli casi particolari dei metodi di Grassmann,
che occorrono nelle immediate applicazioni, metodi che a causa della loro
somma generalith durarono tanta fatica a diffondersi. P.)

FraxceEsco D’Arcats — Corso di Calcolo infinilesimale — Vol. I,
Padova 1891, pag. 622.

Negli ultimi decennii gli studii di illustri Matematici arrivarono a ri-
sultati che hanno scosso, per poi riedificare immediatamente su basi pia
solide, i principii fondamentali dell’Analisi; sicché questa scienza al giorno
d’oggi eccelle in rigore fra le altre parti della matematica. A questo rigore
vanno 1nformandosi i recenti trattati di Calcolo, anche, qualche volta, a
scapito della semplicita e brevith delle dimostrazioni. L’opera Jdel professore
D’Arcais, che, come dice I’A.; ha indole didattica ed elementare, raggiunge
completamente il suo scopo, coll’assoluto rigore e con notevole semplicith;
sicche non dubitiamo di affermare che essa sara una utiie guida per gli
studenti, e reca un vero servigio all’insegnamento.

Daremo anzitutto un sommario dell’opera. Nella parte I, gih ammessa
la genesi delle varie specie di numeri, si definisce il limite d’una funzione
© si danno pareechi esempi in cui il limite o ¢ finito, o & infinito, 0 manca;
si dimostrano i teoremi sui limiti, e il principio generale di convergenza; e
inflne si tratta della continuitdh o discontinuita delle funzioni.

La parte 1I, Infinitesimi, contiene, fra altro, i due noti principii fon-
damentali sui rapporti e sulle somme di infinitesimi, che trovausiin pres-
soché tutti i trattati. Ma a questo proposito mi sia permesso di osservare
che il primo, quello rifcrentesi al rapporto di infinitesimi, & di applicazione
cost ovvia, che parmi non necessario venga espressamente menzionato; il
secondo poi, riguardo ai limiti di somme, ¢ dulla massima parte dei trattati
enunciato sotto forma inesatta. L’A.; seguendo il Dini, introduce la conver-
genza in ugual grado, ottenendo cosl I’assoluto rigore; ma il principio di-
venta pin complicato; d’altronde si pud benissimo fare a meno anche di
questo secondo principio. '

Le parti Il ¢ IV contengono le regole di derivazione, i teoremi sulle
funzioni continue e le relazioni fra funzione e derivata, i teoremi sulle de-
rivate parziali, la teoria delle funzioni implicite, ecc.

" La parte V, Serie, contiene i comuni eriterii di convergenza, la regola
di derivazione delle serie, le formule di Taylor e Mae-Laurin, e gli ordi-
nari sviluppi in serie. '

La parte Vi, Applicazioni analitiche del Calcolo differenziale, tratta
delle forme indeterminate, e dei massimi e minimi delle funzioni d’uda o
pid variabili.
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La parte. VII, infine, contiene le pit semplici e fondamentali applicaziont
geometriche del calcolo differenziale.

Qualche punto dell’opera si presta ad osservazioni; e per quanto queste
siano in questa occasione minute, ritengo cosa utile nelle recensioni il non
limitarsi ad una descrizione sommaria dell’opera, ma anche l’additare quet

punti, ove, si creda di poter recare qualche perfezionamento.

Alcune proposizioni dell’A. contengono condizioni restrittive sovrab-
bondanti.

Cosi nel teorema del N. 92, supposta la continuita di f(x, ¥), si pud
sopprimere la condizione dell’esistenza di %; )

nel teorema del N. 93 si possono sopprimere le parole « se si suppone
inoltre che la gg sia continua nel punto (z,, y,) »;

nel teorema del N. 113 si puo sopprimere la condizione « una delle
Cou .. . . 2

quali 8%—0 sia in ¢ continua rispetto alla variabile ¥, (oppure %’f continua
cy

rispetto alla x) », essendo essa gih contenuta nelle rimanenti ;

nel teorema del N. 152 si possono sopprimere le parole « e sono con-
tinue in un intorno del punto ., insieme a quelle loro derivate successive
che occorrera considerare, l'ultima delle quuli basta sia solo continua nel
punto x, »;

nel teorema del N. 158 le pavole: « Si supponga esistere un intorno
di a, ..... e f»(x) sia anche continua nel punto a »;

nei due teoremi del N. 174 si puo sopprimere la continuitd di %, ece.

Queste condizioni sovrabbondanti trovansi pure nella maggior parte dei
trattati, p. e. nelle lezioni litografate del prof. Dini. Naturalmente ogni
Autore, senza mancare punto al rigore, pu¢ introdurre quelle condizioni
superfiue che pil gli aggradano; ma é chiaro che se esse si possono abo-
lire senza rendere piti complicata la dimostrazione, rendendo iuvece pia
semplice Penunciato del teorema, convenga sopprimerle. Per sopprimere
alcune di quelle condizioni restrittive & perd necessario modificare alquanto
la dimostrazione. .

Al N. 182 P’A. definisce come la maggior parte dei trattati (Serret,...)
la lunghezza d’un arco; e aggiunge « riservandoci di dimostrare altrove,
ed ammettendo ora, che questo limite esiste... ». Si pué ovviare immedia-

. tamente a questa difficolta ove, per lunghezza dell’arco, si definisca il limite

superiore dei perimetri delle linee poligonali inscritte; e allora non si ha
pit a dimostrare il teorema.

“Naturalmente le proposizioni dell’A. sono vere sempre, cioé senza ecce
zioni; non soddisfano pero a questa condizione quelle dei N. 194 e 195, Ben
& vero che 1’A. aggiunse le parole in generale, e trattdo lungamente dei
casi di eccezione; pure, a mio modo di vedere, queste proposizioni stonano-
colla precisione generale del libro.

Ci arresteremo infine un istante sulla definizione del piano tangente ad
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una superficie in un suo punto M. La definizione comune (Serret, ecc.) « il
piano tangente & il piano che contiene le tangenti a tutte le curve che si
possono tracciare, per questo punto, sulla superficie data », come & noto,
luscia a desiderare. Invero, data questa definizione, dall’affermazione che il
piano tangente in M ad una data superficie (p. e. ad una sfera) sia un dato
plano, risulta che, tracciata sulla superficie una curva qualungue passante
per M, essa di necessita ha in quel punto tangente, e questa & contenuta
nel piano dato. E questa conseguenza legittima della definizione é in con-
traddizione col concetto comune di piano tangente, potendosi sulla super-
ticie condurre una curva non avente tangente, come la lossodromia in un
suo polo. L’A., nel N. 207, non da una vera definizione del piano tangente;
ma conclude solo che esso « & cost il luogo geometrico delle tangenti alle
infinite curve, dotate di tangente, che passano per M e sono situate sulla
superficie. » Questa espressione, ove si consideri come una detinizione,
lascin a desiderare. Invero da essa deriva immediatamente solo che « se
due superficie si incontrano secondo una linea, di cui un punto sia M, se
esse hanno in questo punto piani tangenti distinti, e se la curva inter-
sezione ha tangente in M, questa & ’intersezione dei due piani tangenti»;
mentreché sussiste la proposizione, anche sopprimendo la condizione sot-
tolineata, ed & di uso comune. '

La minuzia di queste osservazioni conferma la grande precisione del-
Popera, alla quale, pel bene dell’insegnamento, auguriamo vita prospera e
lung:, e che presto sia seguita dal secondo volume. ®.)

S e

SOFIA KOWALEVSKI.

I giornali recano la dolorosa notizia che & morta la signora Sorra
KowaLrvskr, nata Corvix-Krtrowski, dell’Universitd di Stockholm,
dove professava analisi superiore. B morta a poco pilt di 37 anni (era
nata a Mosca nel dicembre 1853), nella pienezza della sua vigoria in-
tellettnale, quando cid che gia aveva dato alla scienza era arra sicura
del molto che le avrebbe dato in avvenire. Con Soria KowALEVsKT gli
Acta Mathematica perdono un valente collaboratore, ’alta scienza un
cultore insigne, i1 mondo ‘intellettuale fernminile una delle personalitd
pilt illustri. Dire di Lei degnamente non consentono, per tacer d’altro,
1a brevity del tempo e l'indole del giornale; ma la Rivista crederebbe
di lasciare inadempiuto un dovere se queste pagine non recassero un
cenno di ricordo, una parola di ammirazione e di rimpianto. Questo
solamente diremno che, allieva di Weierstrass, fu la KowALEVSKI una
valorosa analista; e l’analisi seppe con singolare felicith adoprare nello

" studio di importanti problemi di meccanica e di fisica matematica.

Resteranno celebri le Sue ricerche sulla rotazione di un corpo rigido
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pesante ritenute da un punto fisso, ricerche che La condussero alla
scoperta di un nuovo caso d’integrabilitda delle equazioni differenziali
del moto. Nella Memoria, in cui la KowaLEvsky espose gli studi fatti
s quest’argomento, < Vauteur ne s’est pas contenté, ha seritto il Dar-
boux (1), d’ajouter ainsi un résultat du plus haut intérét a ceux qui
nous ont éé transmis sur ce sujet par Euler et par Lagrange: il a fait
de la découverte que nous lui devons une étude approfondie dans la-
quelle sont employées toutes les ressources de la théorie moderne des
fonctions. » La Memoria ottenne dall’ Accademia delle Scienze di Parigi
il premio Bordin per ’anno 1888 e 1l'inserzione ne’ Mémoires des Sa-
vants étrangers. '

Il Presidente dell’Accademia Janssen, annunciando, nell’adunanza
solenne del 24 dicembre 1888, che il premio Bordin era conferito alla
KowaLEvskl, diceva: < Parmi les couronnes que nous allons donner,
il en est une des plus belles et des plus difficiles & obtenir qui sera
posée sur un front féminin. » Ora quella fronte femminea & stata tocca
dall’ala della Morte, ma l’alloro che 1’ha cinta & scmpre verde; ¢ 'opera
e il nome di Sorra KowALEVSKI vivono nella _stdria della scienza.

Torino, 21 febbraio 1891.
E. NOVARESE.

(1) Relazione della Commissione aggiudicatrice del « prix Bordin » di
cui si parla pih innanzi.

‘Dimostrazione di un teorema sulla trasformazione
delle curve algebriche.

Nota di E. BERTINI.

In molti lavori geometriei si applica, come noto, il seguente teoremas
— Qualungue curva piana (semplice o composta) si pud, con una
trasformazione birazionale, trasformare in uw’altra fornita di soli
punti doppi: — ma non vi & fatto alcun cenno, per quanto mi consta,
di una esplicita dimostrazione del teorema stesso. Forse si ritiene facile
stabilirlo o con considerazione analoga a quella accolta da NOETHER
per la riduzione di una superficie ad un’altra dotata soltanto di curva
doppia e di punti tripli (*), ovvero riferendo la curva piana univoca-

(1) NoeTHER, Anzahl der Moduln einer Classe algebraischer Flichen
(Sitzungsberichte der k. Ak. der WViss. zu Berlin, 1888) § I. Cfr. anche
CLEBSCH-LINDEMANN, Vorlesungen, pug. 664-65.
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mente ad una curva di un iperspazio e poi proiettando quest’ultima da
uno spazio arbitrario sul piano.

Comungue, espongo qui una dimostrazione del teorema, che mi pare
semplice e rigorosa, ottenuta coll’aiuto d’una trasformazione piana doppia.

La data curva piana si trasformi dapprima {con una trasformazione
cremoniana del suo piano) in un’altra I' con soli puntli multipli ordi-
nari A, A;, A,,... Ar. Si consideri uno A di tali punti e una rete di
cubiche per A e per altri sei punti del piano B,, B,,.. B, indipen-
denti fra loro e dalla curva I'. In particolare occorre che, fissati cinque
di essi B,, B,,.. B;, il sesto By sia scelto esternamente a certi quattro
luoghi A, A,, A;, A,. Uno A, di questi luoghi & quello del nono
punto base di un fascio di cubiche, di cui. gli altri otto punti buase
sono A, B, B,,.. B; e due punti di I', uno C fisso (preso arbitraria-
mente), I'altro C, variabile. Un altro luogo A, & quello del nono punto
base di un fascio di cubiche che passano per A, B,, B,,.. B; e toc-
cano I' in un punto variabile. Un terzo luogo A, & costituito di » cu-
biche, ciascuna dellc quali & pure descritta dal nono punts base di un
fascio di cubiche per A, B,, B,,... B; e tangenti in A; (=1, 2,... #)
ad una retta variabile intorno a questo punto. E infine il quarto luogo A,
& composto di » curve, ciascuna generata dal nono puato di un fascio
di cubiche per A, B,, B,,... By, A; e per un punto variabile di T'.

Nella trasformazione piana doppia, a cui da origine la rete di ca-
biche per A, B,, B,,.. B, (!} la curva I' (del piano semplice) si tra-
sforma in una curva I', (del piano doppio) univocamente, perché B, &
esterno a A, {onde C non pud avere per punto congiunto alecun punto
C, di T'). Inoltre, per essere B, esterno a A,, la trasformata ', non
avra regressi. La curva I'; possederd invece un certo numero di punti
doppi provenienti dai fasci della detta rete, di cui i due rimanenti punti
base sono sopra I'. Possedera altresl singolaritd corrispondenti ai punti
A, A,,... A, le quali saranno della stessa natura di queste e quindi
singolaritd ordinarie, perché B; & esterno a A,, cioé i punti A; non
giacciono sulla curva doppia del piano semplice, e percheé B, & esterno
a Ay, ciot A; non & congiunto ad alecun punto di I' (¥). Ed & chiaro

(1) Cfr., ad es., DE PaoLis, Le trasformazioni piane doppie (Memorie
della R. Accad. dei Lincei, serie 3%, vol. 1°) n. 28.

(2) Nell’enunciato del teorema a pag. 6638 delle citate Vorlesungen di
CLEBSCH-LINDEMANN non si ha riguardo alla possibiltd di questi due casi.
Per mantenere in quell’enunciato lu locuzione «in derselben Weise », oc=
corre escludere non soltanto i punti multipli che sono nei punti base della
rete delle @, ma anche quelli’ che sono sulla jacobiana della rete (cioé sulle
curve fondumentuli e sulla curva doppia) e quelli che sono congiunti a

-punti della curva nella involuzione del piano semplice.




che T, non ha altre singolaritd, ricordando che ad A corrisponde una
retta e perd alle direzioni di I' uscenti da A, punti distinti di questa
retta, e di pitt che nel piano semplice non esistono curve fondamentali.

Si perviene al teorema eliminando nello stesso modo successivamente
le singolaritay di I'; corrispondenti ad A;, A,,.. A;.

Pavia, 21 febbraio 1891.

Formole di Logica Matematica.
Nota di G. Praxo.

~ Nelle tavole che seguono (§§ 1-4) sono raccolte futfe le identitd di
Logica, riferentesi alle proposizioni, ciod tutte le forme di ragiona-
mento che trovansi nei varil seritti menzionati in una Nota precedente.
Il § 5 contiene le definizioni sulle classi. Premetteremo alcuni schiari-
menti sul metodo seguito in questa raccolta.

Sulle definizioni.

Le idee che compaiono in una scienza si distinguono in primitive
e derivate, secondoché non si possono o si possono definire. Per defini-
zione d’'un nome 2 si intende la convenzione di attribuire questo nome
ad un gruppo di segni a, avente gid significato ben noto (*). Questa
convenzione si indica qui colla scrittura

r=a [Def.]

(1) Le definizioni, intese in questo senso, sono puramente noméinali; esse
esprimono sempre la convenzione di dare un nome breve ad una espres-
sione pit lunga che si presenta spesso in un genere di ricerche. Se si
esaminano le definizioni che trovansi in matematica, si vede che sono de-
‘finizioni puramente nominali tutte quelle che si riferiscono a parole che
non trovansi nel linguaggio volgare. Cosi:

(triangolo isoscele) = (triangolo avente due lati eguali),

(numero primo) = (numero divisibile solo per se stesso e per 1'unita),
come pure «i numeri a¢ e b sono primi fra loro » ovvero « sono congrueuti
rispetto ad un dato modulo » ece., sono espressioni che si conviene di so-
“gtitaire ad altre precedentemente note, ma pit complicate.

Appartengono alla stessa categoria le definizioni di nomi che trovansi
pilt 0 meno comuni nel linguaggio ordinario, e che sono presi in un signi-
ficato ben preciso e determinato, come cerchio, sfera, ecc.

+ Non soddisfano evidentemente alle condizioni precedenti le definizioni
che si danno ordinariamente di numero, unitd, punto, retta, ¢ cosi via;

el A e e e it s+ -
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La questione « Un dato ente si pud definire? » non ammette Ti-
sposta assoluta. Si pud solo rispondere quando la domanda sia enunciata
sotto la forma « Dati gli enti a, b... si pud definire ’ente ? ».

Le idee, le ecui proprietd si studiano in questa Nota, sono quelle
espresse dai segni 0, ~, =, =, v, A. Fra queste assumeremo come
primitive le 0, ~, -, A; e saranno definite le — e « *).

Sulle dimostrazioni.

Le proposizioni che compajono in una scienza si distinguono alla
loro volta in primitive (assiomi e postulati), e derivate (teoremi, corol-
larii, ecc.), secondoch® non si possomo o si possono dimostrare. Dimo-~
strare una proposizione significa ottenerla eombinando convenientemente
le proposizioni gia ammesse. Alla domanda <« Una data proposizione si
pud dimostrare? » si pud solo rispondere quando si sia, esplicitamente
o implicitamente, detto di quali proposizioni ci possiamo servire.

In questa Nota si assumono come proposizioni primitive le prime 8
ela12del §1,1e 1, 3 e 21 del §3,elaldel§4; esse sono indicate

siffatte proposizioni sono a considerarsi a preferenza come schiarimenti.
Per vedere p. e. se si possa definire unitd e il numero (intero), occorre
fissare di quali idee pit semplici ¢i possiamo servire. Quindi le proposi-
zioni di Euclide (Libro VII):

Q

Movég Zorey, %0 By b Buaorov Thy Syvray ¥y Aéyetas,
*ApiSuds B¢ 16 éx wovddoy ovyxelusyoy mARIOS,

« Unith & cid, secondo cui ogni cosa & chiamata una, »
« Numero & la moltitudine composta di unita, »

sarebbero definizioni se i termini seguenti le parole unitd e numero espri-
messero idee pit semplici di queste. Ora mnella prima il eircolo vizioso fra
le purole wovés e &, meno evidente in greco, diventa chiaro fra le parole
unita e uno delle altre lingue; nella seconda c¢’é ragione a dubitare che
sia pitt semplice P’idea di numero piuttostoché quelle di moltitudine com-
posta. Si noti perd che le proposizioni precedenti di Euclide solo in alcuni
testi sono chiamate definizioni. Nell’edizione princeps, Basileae, 1533, esse
non sono precedute da aleun titolo.

(1) La distinzione delle idee d’una scienza in primitive e derivate pre-
genta alcune volte dell’arbitrario. Cosi, se mediante a e & si pud definire ¢,
o mediante a e ¢ si pud definire b, resta in nostro arbitrio la scelta, come
ente derivato, fra b e c. Cosi nel nostro caso avremmo potuto fare altre
scelte: solo ragioni di semplicity ¢i fanno propendere-alla fatta.

PP Sl A Bama b odt ten
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coll’abbreviazione [Pp]. Delle rimanenti si da, entro [ ], la dimostra-
zione (*).
Notazioni.

Si suppone noto 1’uso della punteggiatura. .
Se p & una proposizione, o-formola, contenente le lettere x, ¥,.....

con (;) P si intende cid che diventa p, quando al posto di @ si

a, b
T, Y
posto di @ e y si legga a e b; e cosi via. Di questa notazione faremo
uso nelle sole dimostrazioni.

Nelle citazioni, la lettera P seguita da un numero indica la propo-
sizione del § cosl numerata; per citare la proposizione d’un altro §, si
fard seguire il segno.del § da quello della proposizione. Le proposizioni
perd che non hanno importanza per se stesse, ma sono lemmi per le
proposizioni successive, sono indicate colle lettere («), (8),...

Per brevitd scriveremo Hp e Ts al posto delle parole ipotesi e tesi;
con questi termini intendiamo, nella deduzione a dimostrarsi, il primo
e il secondo membro. '

Con queste sole notazioni il lettore &, a rigore, in grado di intendere
le formole seguenti. Perd, per facilitare il cdmpito, le formole sono ac-
compagnate da note esplicative.

Quanto segue & in sostanza una tavola di formole, destinata ad
essere consultata piuttostoché letra. Non ci dissimuliamo i difetti che
essa presenta; ma pubblichiamo questo lavoro, che si pud counsiderare

legga a; e con ( ) p si intende cid che diventa p, quando al

-come il primo in questo genere, colla speranza che altri lo possa com-

pletare e perfezionare.

§ 1.

Le lettere a, b,... stanno per indicare proposizioni qualunque.

La scrittura a0 b significa «da a si deduce b. »

L’affermazione simultanea delle proposizioni a, b, c,... si indica
con abe...

l.ana [Pp.]
2. advaa _ [Pp.]

(1) La distinzione delle proposizioni in primitive e derivate presenta
pure dell’arbitrarietd; non ¢’ un criterio per riconoscere immediatamente
a quale categoria appartenga una data proposizione; solo dal paragone di
essa colle altre risulta se essa esprima nel modo piu semplice una data
verith, e quindi in quale categoria convenga si classifichi.

3. aboa [Pp.}
4. aboba [Pp.]
5, abe o ach ) [Pp.]
6. anb.o.acobe {Pp.]
7. a.a0b:0.b [Pp.]
8. aob.boc:o.aonc [Pp.]
b, b
9. abe o bac [P4. (“a: b“) P6 . P7:0. P9}
: " :
10. abod [P4.(a”b)P3.P8:o.PIO]
(@) apb.boc.cod:o:anc.cod [P8.T6:0. («)]
11. a0b.boc.cod:o.a0d [(e) . P8:0.P13]
12. bo.apab [Pp.]
(#) c.o.aoac [(S)Pm.o.(a)]
(8) c.acobc:n:avac.acobe . , [(@).P6:0.(B)]
(y) c.acobc:0.a0be [B)o (1]
() aob.c:0:acolec.c , [P6.0.()]
(¢) aob.c:nic.acnbe [(3).P4:0. ()]
13. anb.c:0.a0bc [(&) (7). 0.P13]

14. adb.n.canch
[Hp.P6 .P4:0:acobc.canac.beoch:o.Ts.]

15. aob.0.aoab [Hp.(Z)P14.P2:o.Ts.]
16. apb.cod:p.acobd
[Hp.0:acobe.cod:ozacobe.becodbd:o. Ts]
17. aob.anc:0.a0be [Hp. P16:0:aa0bc.P2:0.Ts.]
18. aobc.o:anb.aoc [P3.P10.P17:0.P21]
19. en.loc:n.aboc [Hp.o::abo:boc.b...P7::0.Ts.]

20. aboc.0:ad.boc [Hp. P12:0::a0.boab:aboc..

Pi13::0::a0:boab.aboc. . P8::0.Ts.]

21. ¥0c.0:anb.0.ao0c [P8.P20:0.P21]

22, adb.p:boc.o.anc [P8.P20:0.P22]
Note al § 1.

« Si passa da un sistema, di proposizioni ad un altro che ne & conse-
guenza, ripetendo (1) le proposizioni gia enuaciate, (2) anche piu volte, (3)
sopprimendo qualcuna delle proposizioni congiunte, (4) o invertendo 1’or~
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dine di due proposizioni, (5) o, nel sistema di tre proposizioni, le due ul-
time. (6) Al due membri d’una deduzione si pud congiungere una stessa
proposizione. (7) Se a é vera, e se da a si deduce b, allora & & vera.
(8) Sillogismo. Tutte queste proposizioni sono primitive; esse non si pos-
sono cioé dedurre da altre pit semplici, »

(9) « Nell’affermazione simultanea di fre proposizioni si pud invertire
Yordine delle due prime. Infatti la prop. 4 dice che ab o ba; congiungendo
ai due membri la ¢, cosa permessa in virtd della prop. 6, si ha la prop. a
dimostrarsi, usando }a forma di sillogismo indicata nella prop. 7. » Ana-
logamente si dimostra che & permesso di permutare comunque I’ordine di
pil proposizioni simultanee.

(12) « Se & vera la b, allora da a si pud dedurre la ab, » ossia « ad
una proposizione « si pud congiungere una proposizione vera b. Questa
prop. non si sa dimostrare. »

(13) « Se da a si deduce b, e se & vera la ¢, allora da a si deduce b¢, »
ossia « alla tesi d’una deduzione si pud congiungere una proposizione vera. »
La dimostrazione & contenuta nelle prop. (a) ... (¢) precedenti, Esse dicono:
« Leggendo ¢ al posto di & nella 12 si ha la (a); congiungendo ai due
membri della () la acobe, cosa lecita in virtd di P6, si ha la (8); da
questa, con un sillogismo che non & pit indieato, si ha la (). Unendo ai
due membri della P6 la ¢, i ha la (8); da questa, permutando i due futtori
del secondo membro, la (¢); 1a (¢) e la () sono le premesse d’un sillo-
gismo, la cui.conseguenza é la P13 a dimostrarsi. »

Esaminando questa dimostrazione risulta chiaro che la P13 si ottiene
combinando puramente le forme di ragionamento enunciate precedente-
mente ; quest’analisi, agsai faticosa, é utile sia fatta una volta; in seguito
le forme di ragionamento piti semplici, come il permutare le proposizioni,
i sillogismi, ecc., non sono piu esplicitamente enunciate.

(19) « Se da a si deduce che da & si deduce ¢, allora da ab si deduce e.
Tofutti (congiungendo ai due membri dell’ipotesi la proposizione &), dall’Hp.
81 deduce che: da ab si deduce che da b si deduce ¢, e che & vera la &.
Quindi per la P7 si ha la tesi. » Questa forma di ragionamento che per-
mette di passare da una relazione contenente due .segni o ad un’altra che
ne contiene uno solo, & in pratica spesso usata.

§2 .
l.a=b.=:adb.boa _ [Def.]
2 a=a [§1P1.o.P2]
3. a=aa [§1P2.(Z)§1P3:0.P3]
4. ab—=1a [§1P4.(2’Z)§1P4:0.P4]

b
5. abc = acb [§1P5.0.P5]
6. a=b.0.a0b [P1.§1P3:0.P6]

A

[P1.§1P10:0.P7]
[P1.§1P1:0.P8]
[P1.§1P4:0.P9]

b, a .
[P9.(a’, b)PQ.:.PlO]

7. a=b.0.b0a
8. apb.boa:n.a=1db
9. a=b.0.b=a

"10. a=b.=.b=a

" 11, a=Db.boc:n.adc [Hp. 0:aob.boc:o.anc]
12. aob.b=c:0.adc [Idem]
13, a=0b.b=c:0.a=¢

[Hp. o:aob.boc.cob.boaio:aoc.coa:0.Ts]
U . a=b.b=c.c=d:0.a=4d.
[Hp. P13:0:a=c.c=d:0.Ts]
13. a=b.0.ac=1"bc

[Hp. 0:aob.boa.o:acobe.benac:n.Ts]
16. a=b.c=d:p.ac="bd [Hp. o:ac=0bc.bc="0bd:0.Ts.]
(@) aob.0.a=ab -[Hp.§1Pl5.§1P3:o.Ts.]
(8) a=ab.0.a0b [Hp. §1F10:0.Ts.}

17. adb.=.a=abd
18, apbc.=:a0b.aoc
19. an.boc:=.aboc

[(«) (8) =P17]
[§1P17.§1P18: — . P18]
[§1P19.§1P20:=.P19]

Note al § 2.

(1) « Per definizione, dire che due proposizioni sono equivalenti, a =0,
significa che dalla prima si deduce la seconda, e viceversa. » Quindi la
equivalenza di due proposizioni & definita mediante la deduzione.

(4) « ... Infatti, per la prop. 4 del § 1 si ha abo ba; scambiando in
questa a con b, si ha baoab; I'insieme di queste due esprime la prop. &
dimostrarsi. »

La prop. 17 esprime la deduzione mediante una eguaglianza.

§ 3.
La scrittura —a indica la negazione della proposizione a.
1. aob.0.=bo-a [Pp.]
2. a=b.0.-a=~-b [Pl.(ZjZ)_Pl:o.I&]
3. =(~a) =a (Pp.]

4, apb.=.-bo-a [Pl.("Z’, 'l;a)PI:o.Pzil
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5. 0=b,=.=q===p [P20 P5) 7. G0A.—.d=4A [P3 0o PT7]
) 6. aud =~[(-a) ()] ' [Def.] (@) aob.o.a=b=a
7 =(avd)=(-a)(-b) [P6 0 PT7] ] [Hp. 0:a-b00-b.Pl:0:a-b24.P7:0.Ts/]
8. = (ab) = (-a)v(~b) [( "’_b)P6=P8] ' : (B)a—b=A 0.aob [Hp. PG:ota—ab.§2P17:0.Ts.]
— _ ' 8 aob.—.a-b=a (2) (B) =P8
9. avb=bva [avb=-[-a)(-b)]==-[(b)(-a)] —buq] 9. aub—a.—ia—a.b=A [P7 §§p)1. o pgi
10. ava=a [aua='[('a)(—a)]==—(—a)=a] . =1 . .
11. adb.0.avecoboc §5 Sulle classt
. — Sulle classz.
[Hp. 0.~bo~a.0.~b-co=a=-c.0.Ts]
12.a=b.0.avc=buc - [P11 o P12] Essendo a, b,... degli individui, con a =1> si indica l'identitd di «
13. aob.cod:0.avcobod [Pl110 P13] e b. L’identitd soddisfa alle tre condizioni fondamentali:
H.a=b.c=d:p.avc=>bud [P12 0 P14] lLa=a
15. aoavh [§1P30.~a=bo-a.0.Ts] 2. a=b.0.b—a
. 16. aob.=.b=qgu b [§2P170P16] 3.a=b.b=c:0.a=c.
17 a0c.boci=.avboc [§ 2 P18 0 P17] Scriveremo K invece della parola classe. .
18. avab=a [§1P30:aboa.P16:0.avab = al Essendo s una classe, scriveremo x ¢ s per indicare che « & un in-
19. alavd)=a [P15.§2 P17 :0. P19] dividno della classe s.
20. acwbeo (avb)e [P15.01aco (avble.beo (@vb)e. P17:0.Ts.] 4. 0, 0¢K.0..a0b.=:2ca.0,.2eb. [Def.]
21. (a-bjeoacvwbe [Pp.] 5. »  0.s.a=b.=:a0b.boa [Def.]
22, (@avb)e = acw be P22 = : P20. w e
23. (ave) (boc) = abue [(awe) (buc) = ab [ b 0. P21] i Essendo p una proposizione contenente una lettera x, con x<cp si
) =abvacvbeve=abuc] intende la classe degli individul « che soddisfano alla condizione p.
Note al § 3. 6. a,beK.0.cnb=xc(xea.xeh) [Def.]
La P22, esprimente la proprieta distributiva della moltiplicazione logica, 6.! > .o.ab=a ’i’_
equivale all’insieme della 20, che si pud dimostrare, e della 21, che ¢ una 7. > .o.avb=xe(rea.v.xel) [Def. ]
proposizione primitiva. La P23 esprime la propriets dxstrxbutxva delbaddi- 8. a:K.o.—a=we(r-¢ca) [Def.]
zione logica rispetto alla moltiplicazione. 9. acK.o & [Detl]
i .a DS A=A.=1TEAd.=gA of.
§4
Il segno A sta per indicare V'assurdo. ' . . . . g ALe . :
v La risoluzione dei problemi di Aritmetica

[PP-] _ NELLE SCUOLE SECONDARIE INFERIORI.
» QA=A [aA:aa_aza_a=A] . B : .

i . ot . s e o
.ADa [aDa-ana] Perche si insegna l'aritmetica nelle scuole secondarie inferiori? In

1

2

3

4. avA=a [P3.§3 P16:0.P4] : , dipendentemente dallo scopo a cui ogni insegnamento deve tendere —
5. au(b-b)=a [P1.P4 oA r5] - . lo sviluppo delle facolta intellettuali — I'aritmetica si insegna per porre
6. ab -b——. ' cTE-9. 00 _ in grado i giovani di risolvere quei problemi che sx presentano conti-
P@vanb=a . [P5 0 P6] : o nuamente nella vita pratica.
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I problemi di aritmetica elementare che si presentano nella vita
pratica, hanno per dati grandezze o numeri? Evidentemente i dati sono
grandczze misurate e numeri (*). I problemi, pratiei, di carattere pu-
ramente numerico, sono pochi e riduttabili facilmente a problemi sulle
grandezze. )

Ho detto trovarsi nei dati dei problemi dei numeri; questi servono
ad esprimere concetti semplici che 'uomo intuisce imparando a parlare,
e precisamente 1 concetti di 2, 3, 4 ..... volte piu grande o pit piccolo,
e il conecetto di frazione che dai primi due. pud facilmente dedursi. —
Sembra opportuno — ammesso che in una scuola secondaria inferiore
non si possa neanche pensare di dimostrare scientificamente le verita
a cui si ricorre - valersi di questi concettl che sono in natura, per
risolvere i problemi pratici. §i fa questo negli ordinari trattati di arit-
metica? Non mi pare. Non si definisce, difatti, in modo esatto la mol-
tiplicazione; delle operazioni dévisione ve ne sono due, ad una delle
quali si da almeno tre significati, e in tutto non si ricorre mai ai con-
cetti naturali sopra indicati e cid potrebbe, in parte, servire a spiegare
il fatto che giovanetti, che presentano prima di entrare nelle scuole
elementari attitudine a risolvere facili quistioni numeriche, perdono poi
completamente tale attitudine dopo un anno o due che frequentano la
scuola.

*
* &

Senza eercare di definire — come si fa sempre — la grandezza, basta
dire che sono grandezze le lunghezze, le aree, i volumi, i pesi, i
tempi, ecc., — e il concetto di grandezza si formerd da sé nella mente
dell’alunno abbastanza chiaro. Questo coneetto di grandezza & indispen-
sabile introdurlo fin da prinecipio perché & condizione dell’efficacia del-
insegnamento elementare di procedere dal concreto all’astratto. Le
lunghezze, le collezioni di oggetti eguali, si prestano facilmente come
esempi pratici per aiutare il lavoro della mente nell’intuire il concetto
di numero, di ordine di somma e di 2, 3, 4, ..... volte pill grande o
pid piccolo, a condizione che Vinsegnante non presenti l'esempio come
una definizione — che definizione nel senso scientifico della parola non
sard mal. —

- Le grandezze che si presentano nei problemi elementari della pra-
tica, sono grandezze continue o discontinue. B carattere comune delle
due specie di grandezze di poter essere sommate e di ammettere i mul-
tipli secondo qualunque numero, B carattere delle prime (continue) di

(1) Si veda la nota a pag. 39.

N
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ammettere anche i summultipli secondo qualunque numero, mentre le
seconde ammettono solo dei summultipli secondo certi numeri e senipre

in numero finito.

Considerando grandezze continue, la frase A ¢ wna grandezza m
volte pit grande di B, o A & multipla di B secondo m, & propria del
linguaggio comune, come pure & propria del linguaggio comune quella
che da essa si deduce, B 2 m wolfe pits piccola di A, 0 Bé summultipla

1
di A secondo m, 0 B & pong (un emmesimo) di A. Per definizione si puod

dire che A & gli 1% (n emmesimi) di B quando & = volte pitt grande

della grandezza m volte pilt piccola di B.

Le grandezze discontinue e in special modo le collezioni di oggetti
eguali, danno il concetto di decomposizione in parti eguali, e quindi,
al concetto di m volte piit grande o piu piccolo & associato — tanto
che Yuno vale laltro — il concetto di decomposizione in parti eguali.
Cosi dirc che A & m volte pit grande di B, equivale a dire che A
pud decomporsi, o immaginarsi decomposta , in m parti eguali a B.

n .
Analogamente quando si dice che A ¢ gli poog di B si dice che decom-
1
posta A in » parti eguali, una di queste parti & eguale ad - di B, e
. 1 ..
che in conseguenza occorrono s parti eguali ad n di A per formare B:

quindi se A & gli % di B, B & g’li% di A.

o
Le denominazioni ora introdotte permettono, non di definire ma di
aiutare Vintuizione a concepire il concetto di misura. Prendendo come
esempio le grandezze geometriche, e in special modo i segmenti, sup-
posto che B sia un segmento di lunghezza data invariabilmente (il

metro p. e.), dicendosi che il segmento A & gli P di B, si ddil modo

di costruirc graficamente il segmento A, poiche si sa che basta decom-
porre B in m parti eguali e di queste sommarne % per ottenerne A.

Senza per questo definire il numero, si pud dire che - & il numero che

misura A mediante B. L’intuizione non tarda ad estendere alle altre
grandezze questo concetto di misura e tanto basta per I'insegnamento
elementare.

Rwisra di Malematica.



— 34 —

*
&

L’algebra mostra chiaramente come non sia necessario sapere ese-
guire meccanicamente le operazioni sui numeri per risolvere un pro-
blema. I quindi naturale pensare che 1’aritmetica deve essere (didat-
ticamente parlando) divisa in due parti distinte, una contenente le
Tegole meccaniche per eseguire le operazioni, l'altra contenente gli
enunciati dei problemi fondamentali (ai quali ciot tutti gli altri si ri-
ducono) nelle grandezze e le regole per eseguire le operazioni rela-
tive sui numeri che misurano le grandezze dati dei problemi. Anzi,
visto che le operazioni sui numeri fratti si riducono, per la parte mee-
canica, ad operazioni — corrispondenti 0 no — sui numeri interi, &
naturale limitare la prima parte alle operazioni sui numeri interi, come
esprimenti la misura di quantitd discontinue o come enti astratti, senza,
introdurre il concetto di numero frazionario; e mnella seconda le opera-
zioni sui numeri frazionari non in quanto questi sono numeri astratti,
mna come numeri esprimenti misure di grandezze continue.

ok .

Le operazioni fondamentali sui numeri interi sono quattro, ma esse
sono derivate da una sola, la somma, che ¢ molto meglio cercare di
non definire e considerarla, quale & effottivamente, come concetto proprio
dell’intuizione,

I termini della somma sono parti di questa; quindi il concetto di
maggiore ¢ minore viene introdotto naturalmente dicendo che a >b
se a contiene, insieme ad altre, -delle parti eguali rispettivamente a
tutte le parti di b.

Dati due numeri disuguali si pud cercare il numero (differenza) che
sommato col minore di essi d per somma il maggiore, e la parte mee-
canica dell’operazione sotfrazione vien dedotta dall’operazione somma,
introducendo il solo teorema (a ) — b+1r)=a—>.

Possiamo concepire m numeri (interi) eguali ad o e sommarli. La
Somma @ ~+ & 4+ a ~+ ...+« si indica col simbolo a.m e si chiama il
prodotto di'a per m. Essa non @ altro che il numero m volte pit grande
di a. La parte meccanica dell’operazione moltiplicazione vien dedotta
dalla somma per m < 10; per m > 10 bisogma ricorrere alle due regole
a.Mm=m.a; (@+db+c+.). m=a.m4+b.m~c.m—+...

Dati due numeri disuguali possiamo togliere dal maggiore il minore;
dalla differenza togliere ancora il minore se & possibile, e cosi di seguito
fino a che l1a sottrazione pud farsi, Il numero infero che esprime quante
volte b si pud togliere da a (@>b) & la parte intera del quoziente

o
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della divisione di a per b: cid che rimane di a dopo aver tf)lto b ta{nte
volte quante & possibile & il resto che & eYidentemeI}te minore di b.
Supposto che m sia la ‘parte intera del quoziente e r il resto, &, per le
definizioni precedenti, evidente la relazione a =b.m -+r. Per quest.a
operazione divisione non pud adoperarsi il segno : ﬁ.no a che non sia
introdotto il concetto di frazione con le proprietd di queste, e m no.n
potra chiamarsi guosiente (meno che per r = o) fino a che le due di-
stinte operazioni divisione si chiameranno col medes.lmo nome.. Dalla
eguaglianza a =b.m —+» si deduce che @ consta di due parti, una
m volte pitt grande di b, Valtra r minore di b. Se r =0 allora a &

P .
m volte pit grande di b e quindi & & oy di @, 0, essendo b.m =m.b

1 . . L
i i i ¢ intero
per b intero, m & T di q, il che d3 il mezzo di riconoscere se

il summultiplo di a secondo U, 0 se una grandezza discontinua (misu-
rata) ammette o no il summultiplo secondo b.

W

Noterd poi esplicitamente che quanto ho detto.sopra si rife?isce
puramente alla parte didattica dell’insegnamento pratlcfv del meccanismo
numerico. La questione sotto il punto di vista scientlﬁc?‘é risoluta, a
me parc completamente (), ma se essa pud servire. nell msegnamento
elementare per ridurre al minimo le proprietd che si devc.)no dimandare
all’intuizione e quelle, dimostrabili, che si devono enunciare come vere
per giustificare la parte pratica delle operazioni, non pub' esservi ap-
plicata integralmente. Noto, difatti, che x'nentre i bam.bn_:u, dai 7 o
8 mesi in su, danno prova di imparare rapidamente a distinguere un
oggetto da un altro e in seguito dimostrano, con le poche parole che
hanno imparato a pronunziare, che nella 1(‘)1'o.m<?nte .ha luogo un vero
e proprio lavoro di deduzione logica, nei giovinetti che escono dalle
scuole elementari si trova inettitudine ad intuire e a dedurre. Perchf?:?
I una naturale evoluzione, dipendente dalla trasformazione, probz.zb.lle
in quell’ety, delle cellule cerebrali o piuttosto il' fatto accennato‘ ci in-
dica che I’insegnamento elementare non seconda il naturale.svolglmento
delle facolta intellettuali? Non pretende risolvere la questlo?e,‘ la Pm—
sento; solo osservo che durante i tre anni di scuola sec?ndarla mf:erxore
si nota un graduale rinforzamento delle facoltd deduttlvez e a spiegare
¢id si prestano, scparatamente e in egual grado, le due ipotesi prece-

(1) G. PEANo, Arz'thmeticeé principia, nova methodo exposita (Torino,
Bocea, 1889). . .

-




denti. Se, come mi risulta dall’esperienza, & utile fare in geometria le-
dimostrazioni, senza perd esigere che si ripetano, perché in tal modo
© sl abituano i giovinetti a comprendere, per forza di abitudine, che si
Ppossono dimostrare le verita che si enunciano, ¢id non ¢ pia applicabile
per Yaritmetica — si intende per cid che riguarda i prineipii astratti
fondamentali che non appartengono al campo dell’intuizione — ove non
abbiamo, come in geometria, una figura che in certo modo dimostra
praticamente la veritd enunciata. ’

i

Introdotto, come & gid stato indicato, il concetto di frazione si pud
definire Ja frazione ordinaria deeimale come il nwmero ehe ha 107 per
denominatore e fare la convenzione della sua serittura wedianie la
virgola.

Alla risoluzione dei problemi fondamentali nelle grandezze misurate
€ necessario far precedere, per cid che riguarda la parte meccaniea
delle operazioni, le cosl dette trasformazioni delle frazioni e la ridu-
zione dclle varie specie di numeri ad wn tipo unico. La prima parte.
ha carattere pratico, la seconda didattico, e quest’ultima trac la sua
importanza dal fatto che sci o sette regole bastano per le operazioni sui
fratti ordinari e decimali.

Riguardo alla prima parte occorre osservare che & neecessario saper
risolvere i due problemi — i cui enuneiati riunisco per ora in un solo —
< Dato un numero trovarne il maultiplo o il swnmultiplo secondo m. »
La risoluzione del problema dipende dalle due regole che con le nota-

P . a ok
zioni algebriche — essendo T il numero dato — possono enunciarsi

a a.m

. . a a
COSl: ——.M =——, 0, 8¢ D:M & un numero intero, — .m = M

b o7 ) b:m’
a; ad 0, se m & un numero intero id a:m d
—t M = — a: u m n —im = uando
o T hom ® " p 7

1 segni . e : si leggano, rispettivamente, reso ... volte pit grande o
multiplo secondo ..., reso ... wolte piw piccolo o summultiplo secondo...
B conveniente dimostrare queste regole nelle scuole secondarie inferiori?
Non lo credo; bastera darle come vere e limitarsi a far osservare che

. a . . :
esse sono verificate quando 3 esprime la misura di un segmento., —

Dalle due regole ora indicate e osservando che 1 & il denominatore di
tutti i numeri interi si deduce p. e. che il numero 7 volte piu piceolo
di 3 & ?;, veritd che I'analfabeta pud intuire, ma che gli alunni delle
scuole elementari non sanno mai dire.
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Riguardo alla seconda parte — intendendo, come si & sottinteso nelle
<ose precedenti, che ci limitiamo ai numeri commensurabili — bisogna
far osservarc che dei tre tipi di numeri, interi, fratti decimali, fratti
ordinari, sc ne pud formare uno solo, il fratto ordinario. P. e. i numeri 4;
3,65 %, si scrivono sotto la forma 4,3 3%, 5, mettendosi cosi in
ognuno in cvidenza il denominatore. Questa regola generale semplicis-
sima risparmia per ogni operazione tutti i easi e sottocasi che ordina-
riamente si congiderano, indebolendo inutilmente le facoltd ritentive
delV’alunno, mentre & provato che tali facolta diminuiscono col crescere
dell’etd ¢ crescono invece quelle deduttive.

*
% %

Esaniniamo ora i problemi foudamentali sulle grandezze, quelli ciod
al quali turtt gli altri possono esser ridotti. Tali problemi sono eviden-
temente cinque :

1° Dale due o piu grandezze, della medesima specie, :rovarne la
somma. '

2° Date due granieszze diseguali, della medesima specie, trovarne la
differenza.

3° Data una grandezza trovare le grandezze di essa mulliple se-
condo 2, 3, 4,...

4° Data una grandezza Irovarne — se esislono — le grandesze di
essa summaultiple secondo 2, 3, 4,...

5" Date due grandeszze diseguali, della wmedesima specie, trovare
quanle volte la minore pud logliersi dalla maggiore e quanto
avansa.

E da notarsi che risultato dei primi quattro problemi & sempre una
grandezza della medesima specie delle grandezzq'date, mentre per il
quinto ¢ un namero intero (sempre intero), ¢ una grandezza della me-
desima specie delle due date. I1 risultato numerico del 5° problemna sara
in generale il numero ehe misura una grandezza di specie diversa dalle
due date: cosi p. e. « In quante ore una cannella che versa litri 18
all’ora pud empire una vasea della capacitd di litri 5272 » il risultato
numerico rappresenta ore, la grandezza rimdnente sono i litri che si
debbono ancora versare (in meno di un’ora) per empire la vasea. Nel-
Pesempio ora considerato il tempo ¢ una grandezza continua e allora
il problema pud esser risoluto mediante il 3° e 4° fondamentale dicendo:
sc 18 lilri sono versati dalla cannella in un’ora, un litro sard versato
in Y, di ora ¢ 527 litri in °¥/,; di ora = 23h 43’ 20", Quest’altro pro-
blema « Quanti poveri si potranno beneficare con L. 250 dando a cia-
scuno L. 77 » non & possibile risolvérlo col 4° fondamentale, ma sola-
mente col 5° perché la grandezza uomo & discontinua.

\
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. Ai cinque problemi fondamentali pud aggiungersene un sesto, utile
nella pratica, ma non pill fondamentale, poiche esso dipende dal 3° e 4°:

. n
Data una grandezza trovarne gli m’
.

Anche il risultato di questo ¢, come & naturale, una grandezza.

In ultima analisi i problemi fondamentali per le grandezze continue
sono cinque (1°, 2°, 3¢, 4°, 5°); per le grandezze discontinue sono quattro
(10, 2°, 3°, B9); il 6° vale per le grandezze continue, non vale — in
generale — come in generale non vale il 4°, per le grandezze discontinue.

E3
* ¥

- Sia che partendo dal concetto di numero astratto si passi al concetto
di misura delle grandezze, ponendo in tal caso convenienti postulati
per le grandezze; sia che partendo dal concetto di grandezza si passi
al concetto di numero come misura di quelle, ponendo in tal caso con-
venienti postulati per le grandezze e per i numeri, si pud stabilire
sempre una relazione univoca (non reversibile) tra le grandezze ¢ i
numeri in un dato modulo (unitd di misura) e, indicando con a, b, c,...
i numeri che misurano le grandezze A, B, C,... mediante una data
unitd di misura U, dimostrare i seguenti teoremi:

1°S¢e A=B+C+D—+...¢a=b+c+d—+...

o Se AS =
2 Se AzBeazd

38 A=B—Cea=b—c

4° Se A & multipla di B secondo m & a =0b.m

5° Se A & summultipla di B secondo m ¢ a==0b:m

6° Se A si compone di due parti una multipla di B secondo m
e laltra R<Beé&a=0b.m~r con r<b

L’alunno della scuola secondaria inferiore infuisce queste proprietd,
che non & conveniente dimostrargli in nessuno dei due modi sopra in-
dicati.

Per conseguenza i problemi fondamentali sui numeri, eonsiderando
questi come elementi per la risoluzione di problemi i cui dati sono
. grandezze misurate, sono i seguenti, che corrispondono a quelli sulle
grandezze :

1° Dati due o piu numeri, trovarne la somma.

2* Dati due numeri diseguali, trovarne la differenza.

3° Dato un numero, (rovarne ¢ multipli secondo 2, 3, 4,...

4" Dato un numero, trovarne i summultipli secondo 2, 3, 4,...

5" Dati due numeri diseguali, trovare quante volte il piu piccolo si
pud togliere dal piu grande e quanto avanza.

e
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Date le regole generali per risolvere coi numeri ordinari (frazioni)
i problemi ora indicati, si possono dedurre le regole per risolvere i
medesimi problemi, quando i dati sono frazioni decimali.

&
& K

Occupiamoci ora del 6° problema (moltiplicazione in generale).
Abbiamo gid veduto che prendere gli % di una grandezza A si-

gnifica, nel linguaggio comune, determinare la grandezza = volie piu
grande della grandezza m volte pil piccola di A. Definendo allora

prodotto di a per % il numero che & gli % di & (*) e indicando 1'ope-

(1) 11 sig. A. M. BUSTELLI in un suo pregevolissimo lavoro (L'insegna-
mento dell’aritmetica e della geomelria, Lapi, Citta di Castello), notando
come negli ordinari trattati si definisca male, o non si definisca affatto, il
significato dell’operazione moltiplicazione per i numeri frazionari, dedica
a questa parte dell’aritmetica un lungo capitolo (IV, pag. 95), non risol-
vendo perd, secondo me, ancora la questione nel modo pitt semplice pos-
sibile. Egli difatti, pur valendosi del econcetto di frazione dedotto dai con-
cetti di 2, 3, 4... volte pitt grande o pilt piccolo, fa dipendere la regola
generale da almeno cinque casi distinti (apparentemente), perché lascia il
moltiplicatore una grandezza, mentre il moltiplicatore non pud esser con-
siderato che come numero. Esaminismo p. e. questo problema: « Se un
metro di una certa stoffa costa 4/3 di lira, quante lire costanom. 73,8?»
Ponendo 7 3/g=="59/g il ragionamento & semplice: Se 1 m. costa %/3 di lira,
59/ di metro costeranno i 59/g di quello che costa 1 m. cioe E. &/5 < 59/g =
L. 5,90. — Vediamo linverso: « Se m. 7 8/g di una certa stoffa costano
L. 5,90 quanto costera un metro? » Posto al solito 7 8 g=>59/g il ragio-
namento pud farsi cosl: Se quella stoffa & i 59/g di un metro, un metro &
gli 8/59 della lunghezza della stoffa, e poiché questa costa L. 5,90, 8/59 di
essa (un metro) costeranno gli 8/59 di L. 5,90, ciod L. 5,90 XX 8/59 =L. &/5.
11 sig. Bustelli risolverebbe assai diversamente i due problemi, e cio perché
non considererebbe il numero 7 3/g, ma sempre la grandezza m73/g, e
¢id, notiamo bene, non effettivamente, perché nelle varie parti del ragio-
namento verrebbe a sostituire, implicitamente, alla grandezza il numero
(astratto) che la misura. I due problemi ora risoluti servono a provare
quello che dico a pag. 41, relativamente alla divisione, che cioé essa pud
servire come elemento per dedurre regole generali, ma non appartiene ai
concetti naturali che possono essere presi convenientemente come basi dei
ragionamenti.

Anche un’altra considerazione pud trovar posto in questa nota. Ho detto
clie nei dati dei problemi (pratici) compariscono delle grandezze misurate
e doi numeri: solo raramente i dati sono numeri astratti, ma come tali
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razione col segno ordinario )< si ha per definizione a X - (a:m).n
m

e il problema di cui ora c¢i occupiamo & la combinazione del 3° e 4°
fondamentale.” Si pud osservarc che non & assurdo chiamare moltipli-
cazione l’operazione necessaria per rendere un numero 7z volte pilt
grande, poiché essa ¢ un caso particolarc dell’operazione generale che
ora abbiamo definita.

L’operazione generale divisione & ’'inversa della moltiplicazione (non
V'operazione fondamentale 5*) e si pud definire il quoziente dicendo che
¢ il numero che moltiplicato per il divisore di per prodotto il divi-
dendo. Indicando I'operazione col solito segno : & noto che

a:

oo

[
_aX—b—

Osservando che
a

b.n

Slb—l

L
=

SRS

X

(essendo 7 intero) si deduce che si pud adoperare il segno : anche per
il problema 4° poiche 1’operazione che lo risolve & un caso particolarc
della divisione.

Dalla definizione di divisione e dalla regola per risolvere il pro-
blema 3° si deduce che ogni numero & il quoziente della divisione del
suo numeratore per il suo denominatore; e si deduce ancora che se

- - a
a="0.m-+r, essendo a, b, m, numeri interi e » <70, —b—:m—+—1
b

il che giuostifica ’ordinario metodo di riduzione di un numero in de-
cimali.

vengono ad esser considerati parte dei numeri che'misurano le grandezze
dati del problema, dipendentemente dal fatto che essi esprimono sempre;
una relazione tra due grandezze, una delle quali ¢, o pud esser considerata,
unita di misura. Cid & provato chiaramente dai ragionamenti dei due pro:
blemi precedenti. — Ordinariamente si considera il prodotto di due gran-
dezze, senza pensare che la parola prodotfo, nel senso che ha in aritmetica,
non significa nulla portata nelle grandezze, ed é quindi naturale che in
quasi tutti i trabtati di aritmetica si trovino quelle regole empiriche sulla
specie del prodotto o del quoziente rispetto al moltiplicando e al moltipli-
catore o rispetto al dividendo e al divisore, regole empiriche non giustifi-
cabili scientificamente sotto nessun aspetto (a meno di fare convenzioni

Aimproprie), regole empiriche infine che spaturando il concetto dell’arit-

metic:a. rgudono a poco per volta inabili i giovanetti a fare dei ragiona-
menti nei quali entri, sia pure timidamente, la logica.

W
Quando si vogliano fare i ragionamenti ai problemi elementari, ser-
vendosi delle locuzioni pilt volte citate appartencnti al linguaggio
comune — il che mi pare assai conveniente — ’operazione moltipli-
cazione ha importanza e significato perché permette di risolverc un
problema che dipende da due fondamentali; 1’operazione divisione non
ha perd alcun significato per i eoncetti comuni. Cle cid debba avvenire

2 naturale pensando che se A & gli % di B, Be gl % di A, e quindi

col ragionamento si riporta alla moltiplicazione il problema della divi-
sione precisamente come si fa anche con la regola. Quando perd si
introducono le proporzioni allora 1’operazione divisione acquista la sua
importanza, anzi diviene necessaria sia per definire la proporzione
{numerica), sia per enunciare brevemente certe regole gencrali. Di pitt
Voperazione divisione pud esser utile per dare una regola pratica me-
diante la quale si pud risolvere un problema con dati frazionari, quando
si sappia risolvere il corrispondente problema con dati interi: difatti
si puiy dire che quando nel problema a dati interi si deve rendere @
n volte pilt grande o pit piceolo, nel corrispondente problema, a dati
frazionari, si deve moltiplicare o dividere il corrispondente di a per il
corrispondente di m. Anche questa forma di ragionamento basata su di
una regola, che pud essere scientificamente dimostrata, & applicabile, ma
mi pare preferibile altra che si basa sul significato di locuzioni del
linguaggio comune, che sono quindi semplicemente intuite.

Non & neanche necessario che io osservi come nello stabilire i pro-
plemi fondamentali non abbia tenuto alcun conto delle proporzioni come
mezzo di risoluzione di certi problemi. Cio ho fatto perebe ho notato
riuscire assai difficile ai giovanetti intendere l’intimo concetto di pro-
porzione (*). Abituandoli prima ad un ragionamento, che posso chia-
mare naturale, si svilupperanno le loro facolta intellettuali e in seguito
potranno cssere introdotte, e con pilt frutto, le proporzioni, per le quali
come ho gid indicato si applicano le due operazioni generali moltipli-

cazione e divisione.
) C. Burari-ForTI.

(%) Anche a questo riguardo non divido le idee del sig. Bustelli (l. ¢.),
e considero come una stonatura didattica — mi si passi la frase — I’in-
trodurre le proporzioni nelle scuole elementari. .
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C. SEGRE

Su alcum indirizzi nelle investigazioni geometriche.
Osservazioni direfte ai miei studenti M.

L

Par(I)_iZ:CHASLEs alla fine del suo dpergu historique scriveva le seguenti
ven;s]?{;:is la d(j}‘reor_netme. anc'ienne les vérités étaient isolées; de nou-
’ ent. fficiles & imaginer, & eréer; et ne devenait pas géome
Inventeur qui voulait. gromete
. "
conc;usu,‘]zc:]ll;i ;1111 t;chlacun peut se présent.er, prendre ume vérité quel-
bond mue, et la afoumettre aux divers principes généraux de
ans ormation; il en retirera d’autres vérités, différentes ou plus gé-
nux"ales; et celles-ci seront susceptibles de pareilles opérations; de so%te
qu’on p(‘)un"a multiplier, presque & l’infini, le nombre des vé,rités no
velles'dedu'xtes de la premidre: toutes, il est vrai, ne mériteront :;
df vmf le jour, mais un certain nombre d’entre elles pourront oﬁ"rirpd
lmt/érlf)et et conduirfa méme & quelque chose de trds-géndéral. °
lise; e:;eut <éionc qui ttoudra,. dans D’état actuel de la science, généra-
: créer en Géométrie; le génie n’est plus indispensable
ajouter une pierre & 1’édifice. » o
I.OMez‘z? §ecolo é tl;ascorso, ed 'in questo periodo la geometria ha fatto
progressi immensi (%). Allo studio projettivo delle curve e superficie

on(ii Adgrer}do. alle gentili insistenze del Direttore di questu Rivisia es~
fa m‘gmtguxébx;}lmfe e con alcuqe aggi‘unt.:e, delle considerazioni che, stacca-
wamert y i gia o'ccaswne d.l fare in iscuola a giovani laureandi in mate-
e lxic e, de c!le mirano specxglmgqte a mettere in guardia coloro i quali
b cgu rzzzteazzld :llll: i‘lce.rche §cxe3t1nche da certi difetti od errori in cui
: giovani, ed in particolare i gi i i i
c'onsxderazioni. non sembrano inopportupne ora acllia Iingl(l’::ﬁ?z: gie:i]:)?ar;hi T;llh
.;,1 occupano di geometria sono assai numerosi. Ma per la loro na.turale cpe(;
do;c; [s;:oggl :s;zrnoz pto.ssono p'rese‘nlare z‘n_leresse 0 novitd che per gli esor~
®) Por i u% ’jflsel DuUO riuscire non zrlzu/z‘l‘e il presente scritio.
che si son fatte in qlljs,t: [;::r?osci);o ?lp PI'i%SVS;matIVa, e miearele
ne ¢
sguardo alla Monografia storica éel L%RIA: 1l ;ngaliz ec 12? piiseﬁ?dle}?lg

principali teorie geometriche (Memorie dells ) . .
di Torino, serie II, t. 38). ( ella R. Accademia delle Scienze
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algebriche dei primi ordini & seguita la teoria generale delle curve e
superficie di qualunque ordine; collestensione del concetto di elemento
geometrico si & fatta quella delle varieta algebriche e degli spazt in
cui queste si considerano. Nuove gpecie di problemi si sono presentate.
E le trasformazioni projettive a cui principalmente alludeva lo CHASLES
si sono generalizzate con la nozione infinitamente pilt vasta delle tra-
sformazioni algebriche.

Cresciute cosi a dismisura le ricerche geometriche e con esse i mezzi
di trasformazione, crebbe in conseguenza proporzionalmente la facilith
di cui parlava il grande geometra francese di moltiplicare senza fine
le proposizioni nuove, di generalizzare e creare in geometria. E questa
facilita, che, almeno in apparenza, & maggiore in questa scienza che
non nell’analisi, nella fisica matematica, ecc., induce molti giovani, spe-
cialmente in Italia, a dare alla geometria la preferenza sugli altri rami
delle matematiche, alcuni dei quali sono veramente negletti (ed ¢ un
gran male) dalla gioventi nostra.

Ma la facilith & una cattiva consigliera; e spesso i lavori a cui essa
guida i giovani, se possono servire come esercizi, come preparazioni a
ricerche originali, non meriterebbero perd di veder la luce. Nella in-
numerevole copia di pubblicazioni scientifiche mon sono rari i lavori
geometricl in cui si cerca invano un’idea un po’ nuova, un risultato

che tosto o tardi possa servire, qualche cosa insomma che sia destinato .

2 rimanere mella scienza; e si trovano invece trattate delle questioncelle
o studiati degli enti speciali che non hanno alcuna utilitd, alcuna im-
portanza, che la loro origine derivano non dalla scienza stessa ma dal
puro capriceio dell’autore; ovvero si trovano applicazioni gia fatte mi-
gliaia di volte di noti metodi; o generalizzazioni di cose note cosi facili
a farsi che basta la conoscenza di queste per darle subito; ecc., ecc.
Ora siffatti lavori non solo riescono inutili per la scienza, ma le sono
a dirittura dannosi, poich® producono in essa un Vero ingombro, un
disturbo pei ricercatori pil seri; e sciupano qualche volta degli argo-
menti che pur potevano meritare di essere studiatl. Meglio, molto meglio,
che il giovane, anzi che produrre rapidamente una lunga serie di seritti
di tal natura, si affatichi per molto tempo nella risoluzione anche di
un sol problema, purché questo sia importante: meglio un risultato atto

_ a rimanere nella scienza che mille destinati a morire appena nati! (*).

[

(1) A giovani che aspirano alla laurea in matematiche si puo ben dire
schiettamente che la scienza non va considerata come una professione in
cui tutti possano riescire: ché se & vero che per dare ad essa risultati utili
non ¢ pid necessario il genio, pure un certo ingegno adatto alla sua natura
ci vuole; e chi sa di non averlo deve, anche per quella venerazione e per
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Ma quand’é che una questione & importante e merita di formare
oggetto di studio?
Non si puo dare una risposta precisa a questa domanda. L’importanza,
di un argomento & molto relativa; & gindicata in vario modo dai vari
uomini, e muta coi tempi e colle circostanze. L accaduto spesso di at-
tribuire molta importanza ad un problema solo per le difficolta che esso
ha presentato; ed in fatti quando per ottenerne la soluzione si son do-
vati escogitare nuovi mezzi, notevoli artifizi, ecc., la scienza avra gua-
dagnato, forse pitt con questi che eol risultato finale. In generale si pud
dire che sono importanti tutte le ricerche relative ad enti che abbiano
essi stessi importanza; quelle che hanno un gran caratterc di generalita,
o che riuniscono molte cose apparentemente distinte sotto un sol punto
"di vista, semplificando od illuminando; quelle che conducono a risultati
da cui si prevede che scaturiranno numerose conseguenze; ecc., ecc.
Lo studio dei grandi scienziati & forse il miglior suggerimento che
si possa dare al giovane che vuol imparare a giudicare dell’importanza,
degli argomenti. Poiche appunto nella scelta di questi i grandi ingegni
son sempre stati maestri; ed anche quando si sono occupati di questioni
molto particolari hanno mostrato bene in qual modo queste possano pure
riuscire importanti. E qui anche a conferma di cose dette precedente-
mente, riporterd ancora le parole del BELTRAMI (*): « Imparino i gio-
vani ad educarsi di buon’ora sui capolavori dei grandi macstri, anziche
isterilire Vingegno in perpetue esereitazioni da scuola che a nulla ap-
prodano, fuorché a creare una nuova Arcadia, ove 1'indolenza ¢ velata
sotto le forme dell’operosita... Coi forti studi sui grandi modelli si son
fatti in ogni tempo i valenti; e con essi dee farsi la nostra nuova ge-
nerazione scientifica, se vuol esser degna dei tempi a cui nacque e
delle lotte a cui & destinata ».
In tali studi si deve tener presente questo altro criterio: di allargare
quanto st pud la propria coltura. Chi non si occupa di altri lavori che
di quelli relativi al campicello che egli coltiva finisce eol dare troppo

quell’abnegazione che appunto la scienza esige, rinunziare alle ricerche -

scientifiche. Perché un giovane, che potrebbe forse insegnare ottimamente
le matematiche elementari e studiare a fondo le numerose ed importanti
questioni didattiche che in quell’insegnamento si presentano, dovra tra-
scurare tali studi, per fare invece delle ricerche di matematiche superiori
che non sono adatte al suo ingegno?

+ (1) Giornale di matematiche, t. XI, p. 153.
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peso a questioni che non montano affatto a chi, avendo maggiqri Fo—
gnizioni, considera le cose pilt dall’alto. Acquistare un .punto di vista
elevato rispetto a tutta la scienza: questo deve fare il giovane con un
largo studio dei migliori lavori di ogni ramo di questa.

II1.

In una lettera di Jacosr a LEGENDRE (2 luglio 1830) a proposito di
un rapporto di Porssox sui Fundamenta nova ¢ detto:

«.. M. Porssox n’aurait pas di reproduire dans son rapport une
phrase peu adroite de feu M. FoURIER, ol ce dernie1: nous ﬁut des
reproches, & ABEL et A moi, de ne pas nous étre occupés de .prcicx:ex}ce
du mouvement de la chaleur. Il est vrai que M. FOURIER avait I'opinion
que le but principal des mathématiques était 1’utilité publique.et l’e:.(-
plication des phénomenes naturels; mais un philosophe come Jui )aura‘lt
dd savoir que le but unique de la science, c’es_t Thonneur de l’esprit
humain, et que sous ce titre, une question de nombres vaut autant
qu’'une question du systtme du monde... » .

Nessun dubbio si deve avere intorno a questo concetto di J. ACOB.I:
alla scienza convien lasciare assolutamente la massima liberta; e in
particolare non si pud punto imporle 1’obbligo di tener sempre di mira
le applicazioni pratiche. ) _

Perd nelle condizioni attuali delle ricerche matematiche in Italia,
ora che fra i giovani matematici son pochissimi quelli che si occupano
di meccanica, di fisica matematica, ecc., & opportuno rioord.are le se-
guenti parole, pure giustissime, che appunto il ForRrErR scriveva otto
anni prima nel Discorso preliminare della Théorie analytique de la
chaleur:

« L’¢tude approfondie de la nature est la source la plus féconde des
découvertes mathématiques. Non seulement cette étude, en offrant aux
recherchés un but déterming, a avantage d’exclure les questions vagues
et les calculs sans issue: elle est encore un moyen assuré de former
V' Analyse elle-méme, et d’en déeouvrir les éléments qu’ il nous importe
le plus de connaitre, et que cette science doit toujours conserver: ces
¢léments fondamentaux sont ceux qui se reproduisent dans tous les
effets naturels ».

I forse necessario citare esempi a conferma di cid? ricordare come
la maggior parte delle questioni matematiche, dalle p?fl 'semplici alle
pil elevate, abbiano tratta la loro origine dalle applicazioni alla natura?
come la teoria delle equazioni differenziali ordinarie, quella delle equa-:
zioni alle derivate parziali, le serie trigonometriche, varie nuove cla‘s§1
di funzioni che poi dovevano rinscire importantissime per I Analisi,




— A5 —

tutte sian sorte od abbiano ricevuto continui eccitamenti dalla Fisica
matematica o dalla Meccanica celeste? come la teoria del potenziale (e
quindi ’elettrodinamica ecc.) si sia collegata in modo meraviglioso,
specialmente per opera di Rremaxs (11 degno successore di Gavuss edi
DiricHLET!) e dei suoi continuatori, alla teoria delle funzioni di una
variabile complessa, ed in particolare delle funzioni algebriche e dei
loro integrali, sl che uno di quelli, il Krerx (*), pot¢ ricorrere ad espe-
rienze elettriche per mostrare l'esistenza dei vari ivtegrali abeliani? O
si deve ricordare quante volte allo studio delle coniche e delle quadriche
si fu condotti da quello dei fenomeni naturali; o come il sistema nullo,
ed il complesso e la congruenza lineare di rette ecc., si sian presentati
nella meccanica dei corpi solidi, la quale poi dalla geometria della retta
doveva ricevere in cambijo (grazie specialmente a PLiicKER, KLEIN e
BaLL (%)) aiuti straordinari? Dare un’idea, ancorch pallida, dei modi
svariatissimi con cui i problemi della natura hanno spinto le matema-
tiche a progredire, sarebbe impossibile : come impossibile sarebbe 1’enu-
merare tutti quei grandi (e ve ne sono tuttora sulla breccia) che han
saputo collegare fra loro le pil.elevate ricerche di matematica pura
colle applicazioni di questa alla fisica, all’astronomia, all’ingegneria, ecc.

I giovani che vogliono darsi alle ricerche scientifiche devono tener
presenti quei fatti e questi esempi, e studiare le pure teorie in pari
tempo colle loro applicazioni. E fra i tanti vantaggi che essi ne trar-
ranno, vi sard pur questo, che quando a loro mancasse ogni altro cri-
terio per giudicare dell’importanza di un problema teorico da trattare,
sempre rimarra quello che & fornito dalle possibili applicazioni del pro-
‘blema stesso (le quali se, come gid dicemmo, non son necessarie, certo
perd son sufficienti per giustificare una ricerca scientifica).

1v.

Cid che s’2 detto intorno alle relazioni fra le matematiche pure ¢
quelle applicate va ripetuto in grado molto pili elevato per le due prin-
cipali suddivisioni delle matematiche pure: V’analisi e la geometria. I
metodo delle coordinate serve a passare dall’una all’altra e le collega
intimamente, anzi le fonde insieme per modo che si pud dire che ogni

(1) Ueber RIEMANN’s Theorie.der algebraischen Functionen und shrer
“Integrale. (Leipzig 1882).

(2) The Theory of Screws (Dublin 1876). V. anche la receate opera del
GRAVELIUS: Theoretische Mechanik starrer Systeme, auf Grund der Me~
Lthoden und Arbeiten BarL’s (Berlin 1889).
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progresso dell’una produce un progresso dell'altra, e viceversa. Tutta
ia geometria differenziale sta a prova di eid, ed in particolare le mol-
teplici relazioni che essa stabilisce fra le equazioni differenziali e le
curve, le superficie, i connesst introdotti dal CLEBsCH ('), ece. E la teoria
dei gruppi infiniti e continui di trasformazioni svolta in questi ultimi
tempi dal Lie non ha solo prestato grandi servizi alla dottrina delle
equazioni differenziali, ma ha altresi risolto notevoli problemi geome-
trici, illuminando ad esempio di nuova luce quello dei fondamenti della

‘geometria (%), La geometria degli enti algebrici coincide, come mostra

la stessa denominazione e la definizione di questi enti (?), coll’analisi
delle fanzioni algebriche e delle funzioni trascendenti affini a queste:
cosi la geometria projettiva equivale alla moderna algebra delle tra-
sformazioni lineari (delle forme invariative), ece. E la teoria delle equa-

zioni algebriche e dei gruppi di sostituzioni illumina vari importanti

problemi di geometria e me trae essa stessa utili rappresentazioni e
suggerimenti (*). Ece., ece. (°).

Questa multiplicita di legami fra l'analisi e la geometria e la ne-
cessity che ne consegue di studiarle entrambe e di non limitarsi ad uno
solo dei due indirizzi, analitico e sintetico, & sempre stata riconosciuta
dai grandi matematici. Su essa ad esempio insistevano in pari tempo
LAGRANGE e MoxGe nelle loro lezioni analitiche e geometriche alla
Scuola normale (1795); e quest’ultimo nella sua Géométrie descriptive
scriveva le seguenti parole, che evidentemente si possono applicare a
tutta quanta la geometria:

(1) A proposito delle ricerche di questo grande geometra su quegli enti
i suoi biografi osservano (Math. Ann. VII, p. 50): « Er hat mit ihnen dem
Grundzuge seiner mathematischen Denkweise noch einmal Ausdruck ge-
geben, welche die Mathematik nicht als eine Reihe geschiedener, einander
fremder Disciplinen, sondern als einen lebendigen Organismus erfassen
wollte. » )

(2) V. PoINcARE, Sur les hypothéses fondamentales de la géomélirie
(Bull. Soc. math. de France, t. XV, 1887); e specialmente L1, Ueber die
Grundlagen der Geometrie (Berichte der k. sachs. Ges. d. W. Leipzig, 1890).

(3) Una varieta si dice algebrica quando i suoi elementi sono tutti quelli
aventi le coordinate espresse da fupzioni algebriche date di uno o piu pa-
rametri variabili indipendenti. Sotto questa definizione si pud far rientrare
anche la nozione di corrispondenze algebriche.

(%) V. ad esempio il Cap.® sulle applicazioni geometriche nel Traité des
substitutions et des équations algébriques del JORDAN.

(5) Si confronti anche il Programma del KLrIN: Vergleichende Betrach-

" tungen uber neuere geometrische Forschungen (Erlangen 1872) (tradotto in

italiano dal sig. Faxo nel vol. XVII, serie 2, degli Annali di matematica).
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€ o ?e n'est pas sans objet que nous comparons ici la Géométrie
d'escrlpnve & PAlgebre; ces deux sciences ont les rapports les plus in-
tm.xes. IAI 1’y a aucune construction de Géométrie descriptive qui ne
puisse étre traduite en Analyse; et lorsque les questions ne comportent
pas plus de trois inconnues (*), chaque opération analytique peut étre
regardée comme .l’écriture d’un spectacle en Géométrie.

< ’II serait a desirer que ces deux sciences fussent cultivées ensemble:
la. Géométrie descriptive porterait dans les opérations analytiques les
plus compliquées, ’évidence qui est son caractére; et, & son tour, I’A-
nalyse. porterait dans la Géométrie la généralité qui lui est prop’re ’,
) Ed in tempi molto pitt prossimi a noi il CLesscH intorno a quei due
indirizzi scriveva (%): :

« Beide zusammen umfassen erst in Verein und Erginzung das
Ganze mathematischer Forschung, und es vermag keine von beiden
auf die Dauer ohne schwere Schidigung ihres eigensten Wesens die
Begleitu.ng und den Einfluss der andern zu entbehren ».

E gh stessi concetti propugna nelle sue lezioni ed illustra col proprio
e.sempxo uno dei piu valenti maestri che ora vanti la Germania, il KLEIx;
si che tutta la scuola che da lui deriva dimostra nel miglior modo di7
posseder.e in pari tempo le cognizioni e gli strumenti analitici e quelli
geometrici.

In Italia pur troppo la cosa & ben diversa: la separazione delle ma-
tematiche pure in Analisi e Geometria & fatta dai giovani in modo cosi
netto (°) che di ben pochi fra essi si pud dire che vadano studiando e
‘coltivando 1'una e Valtra. Vi sono dei giovani analisti e dei giovani
geometri; ma dei giovani che considerino la matematica tutta come il
loro campo, seguendo i grandi esempi che noi pure abbiamo, ve ne
son poch%ssimi. Ond’¢ che nel rivolgermi ai miei studenti di Geometria
1:) senf;o' il dover di raccomandar loro col massimo calore lo studio del-
YAnalisi. Un giovane che voglia oggidi coltivare la Geometria staccan-
dola nettamente dall’Analisi, non tenendo conto dei progressi che questa

, (1) Questa restrizione pud esser tolta mediante I’uso di varietd » volte
estese. Su queste ritornero nel seguito.

i (2.) Zum Geddchtniss an Julius Plicker (Abhandl. der k. Ges. d. W. zu
Gottingen, Bd. 16, 1871); tradotto in italiano dal Prof. BELTRAMI nel Vo~
lure XI del Giornale di matematiche. — Si confronti questo brano con
quello d'ella, biografia di CLEBscH citato in una nota precedente.

(3) Bisogna confessare che essi la vedono gia fatta in tal modo nell’elenco
delle mater.ie che s’insegnano nelle Universita: son messe in opposizione
lo. geometria projettiva e la geometria analitica! Vanalisi superiore e
la geometria superiorel ‘
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ha fatto e va facendo, quel giovane, dico, per quanto grande abbia
Yingegno, non sard mai un geometra completo (*). Egli non possiederd
quei potenti strumeuti di ricerca che alla moderna geometria fornisce
Panalisi moderna. Egli ignorera vari risultati geometrici che si trovano,
magari implicitamente, negli seritti degli analisti. E non solo non potra
valersene - nelle sue proprie ricerchie; ma gli aceadri di faticarc per
ritrovarli egli stesso, e, caso molto frequente, di presentarli poi come
nuovi quando sia riuscito a ritrovarli.

Dopo le citazioni gia fatte sembra inutile Yaddurre nuovi esempi
in appoggio di questi concetti. Ma uno ve n’¢ ancora che mi piace
citare, perehe istruttivo in sommo grado: la geometria su una curva
algebrica. 11 concetto di questa geometria, cio di proprietd dell’ente
algebrico invariabili per trasformazioni razionali dell’ente stesxo, si trova
per la prima volta in un lavoro analitico: nella grande memoria di
aEmany sulla Teoria delle funzioni Abeliane. B qui che viene usata
1a prima volta la nozione del genere (contenuta golo implicitamente nella
Memoria capitale di Aper sulle sue trascendenti) e dimostrata l'inva-
riabilith di esso per tali trasformazioni. E qui che si trova quella rap-
presentazione di una funzione algebrica come sommna d’integrali abeliani
di 2* specie, che (grazie anche al Rocu clhie completd il caleolo di
Ryemaxy) ha dato uno dei pilt importanti e fecondi teoremi alla geo-
metria moderna. I qui infine che si trovano tante propnsizioni notevoli,
alcune delle quali, messe sotto veste geometrica, POssOno ancora sembrar
nuove ai giovani geometri elie non abbiano ben meditato su quel pro-
fondo immiortale lavoro. B nuovi risultati per la geometriasulla curva
si son trovati neclle Lezioni di WEiersTRAss sulle funzioni abeliane. I
per tutta quanta la geometria delle curve algebriche le ricerche ana-
litiche sulle funzioni algebriche e sui loro integrali hanno avuto ap-
plicazioni importantissime: basti ricordare in proposito il teorema di
ABEL (< il ponte naturale, come fu chiamato, fra il lato algebrico e
quello trascendente della detta teoria ») ed il problema d’inversione
che ad esso si collega, e le applicazioni geometriche che il CLEBscCu
insegnd a fare di entrambi. N& Vinfluenza di Riemaxy sulle applicazioni
dell’analisi alla geometria s’¢ limitata a cio. 1 da essa che in grado di-
verso si possono considerare come derivate varic nuove classi di trascen-
denti che ora si vanno costruendo e studiando accanto a quelle abeliane.
12 cosi il Porscark diede le espressioni di certe funzioni analitiche
uniformi di una variabile, che egli chiamd funzioni Fuchsiane, me-
diante le quali mostrd ad esprimere le coordinate dei punti di una

(%) Si pensi- ehe « geomelra » nel senso pit largo della parola & siuo-
nimo di « malematico »!

Rivista di Malematica.
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curva algebrica qualunque. E di questa rappresentazione si son gia
fatte applicazioni allo studio della curva (*); ma converrebbe ricercare
Se non se ne possano fare ancora delle altre. Quelle funzioni rientrano
nel concetto generale delle funzioni limearmente automorfe, come le
chiama il KrE1, ciod delle funzioni di una variabile che non mutano
valore per un gruppo infinito discontinuo di trasformazioni lineari di
questa (*). Varrebbe la pena che i giovani geometri penectrassero nel
vasto campo che queste, ed altre funzioni, si di una che di piu va-
riabili, che ogni giorno si vanno introducendo, aprono agli studi: poiche
& certo che, quando pure essi volessero sempre limitarsi a scopi geo-
metrici, le cognizioni analitiche che cosi acquisterebbero verrebbero ad
essere per loro della massima utilitd, e forse a dar la chiave per la
risoluzione di problemi geometrici difficilissimi.

V.

Qui & opportuno mettere a riscontro delle ultime considerazioni
quelle che si posson fare intorno all’uso del metodo sintetico puro nelle
ricerche geometriche. .

Nel progresso di un ente qual si sia, di un organismo vivente, come
di una societa, o di una scienza, si notano fra le altre due tendenze:
P'una a formarsi differenze sempre pia spiccate nella struttura e nelle
funzioni delle varie parti, I’altra ad una connessione o dipendenza
sempre maggiore fra queste (°). Ne segue che il progredire delle
scienze, mentre da un lato le moltiplica di numero, facendo di teorie
che prima si confordevano in una sola scienza, tante scienze distinte,
da un altro lato auments continuamente i legami fra queste ed i mutui
aiuti che esse possono recarsi ().

(%) V. ad esempio: HuMseRT, Application de la théorie des fonctions
fuchsiennes a4 Uétude des courbes algébriques (Journal de mathém., 1886).

(2) V., accanto ai lavori speciali del PoiNcaRrE (riei primi volumi degli
Acta mathematica), i Newe Beitrdge zur Riemann’schen Functionentheorie
del KLEIN (nel vol. XXI dei Math. Annalen).

(3) 0, come dice lo SPENCER nella sua formola generale dell’evoluzione
(Primi principii), questa fa passare ’ente da una omogeneith indefinita,
incoerente, ad una eterogeneita definita, coerente.

(}) Di qui deriva la difficolta piti grave forse che incontri oggidi lo

. studioso: quella di conciliare la divisione del lavoro, resasi inevitabile pel
grande sviluppo preso dalle scienze, con la necessita di seguire i progressi
di parecchie fra queste, che tutte si collegano intimamente fra loro. Sven-
turatamente son pochi coloro a cui Pingegno e le condizioni fisiche con-
sentano di far ¢id in modo pienamente soddisfacente, Chi & giovane adeperi
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 cosi che fra i grandi progressi fatti dalle matematiche in questo
secolo, accanto alle nuove e rilevanti relazioni ed applicazioni stabilitesi
fra esse ed in particolare fra l’analisi e la geometria, va segnalata la
purificazione, per cosi dire, di queste scienze, ciod la formazione di una
analisi che tutta si basa sulla sola nozione di numero, senza pill esigere
considerazioni geometriche (0 meccaniche), e quella di una geometria
projettiva che non si vale di coordinate ed anzi evita completamente
i nuweri nelle proprieta di posizione.

Questi indirizzi puri sono veramente della massima importanza. 1
in fatti fuor di dubbio che il matematico non pud esser pienamente
soddisfatto della conoscenza di una veritd se non quando & riuscito a
dedurla colla massima semplicita e naturalezza dal minor numero pos-
sibile di proposizioni note, di postulati indipendenti, evitando ogni ipo-
tesi, ogni mezzo di dimostrazione che non appaia necessario per lo
scopo. Cosl facendo si raggiungono spesso coi vantaggi scientifici anche
vantaggi didattici, in quanto che dallo studioso si esigerd minor copia
di cognizioni preliminari. Oltre a ¢id va notato come un fatto generale,
che quando nelle ricerche si adopera un solo strumento, vietandosi
espressantente 'uso di ogni altro, si & spesso condotti ad affinare ed a
perfezionare quello usato, rendendolo cosi sempre piit adatto a nuove
scoperte. E fu per tal modo che il metodo sintetico, perfezionatosi nei
grandi lavori con cui si formd la geometria moderna, riportd trionfi
notevolissimi ehe dimostrarono appunto i vantaggi che spesso si hanno
dall’uso prolungato di esso.

Ma in quest’ordine d’idee il giovane deve guardarsi bene dall’esa-
gerazione. I1 periodo, dird cosi, eroico della geometria sintetica, nel
quale non si trattava solo di dare alla scienza nuovi risultati, ma, da
PONCELET a STEINER, da CHASLES a STAGDT, tutti dovevano combattere
per dimostrare l’utilitd del metodo geometrico agli analisti che non
volevano riconoscerla, quel periodo ¢ passato (*); ed oggidi la lotta non
¢ pitt necessaria. Che uno si occupi di stabilire per via sintetica dei
risultati a cui gid altri giunsero analiticamente & spesso una cosa uti-
lissima, per le ragioni accennate or ora: ma il giovane deve scegliere

tutte le sue forze per avvicinarsi quanto & pessibile alla coltura, scientifica
di cui io parlo: sono gli studi fatti da giovane quelli che lasciano un’im-
pressione pit profonda nella mente! ’

(*) E sembra giunto il momento opportuno per scriverne la storia! —
Dallo studio dei grandi geometri qualche giovane dovrebbe sentirsi spinto
a ricercare ed a narrare in qual modo e per opera di chi si siano ottenuti i
pil importanti progressi della geometria moderna. Una storia particolareg-
giata di questi progressi costituirebbe un lavoro sommamente interessante !
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per far cid argomenti che presentino un’importanza particolare e note-

voli difficoltd; e deve pol sempre, a paritd di queste condizioni, dar

la preferenza alla ricerca di veritd completamente nuove, e non diven-
tare un semplice traduttore di seritti analitici in sintetici. E nel fare
una ricerca originale non si creda sempre obbligato di attenersi al
metodo puramente geometrico: poiché infine alla seienza quel che piu
importa sono i risultati (ove non si tratti di creare metodi nuovi), e
sarebbe follia l’evitare certe questioni geometriche solo perche¢ nello
stato attuale della scienza esse non si sanno trattare senza strumenti
analitici, Crearsi artificialmente delle difficolta, se giova ad aguzzare
V’ingegno e pud quindi esser qualche volta utile, non & perd un pro-
cedimento da seguirsi in generale da chi ha per mira principale il
progresso della scienza ('), Per ogni ricerca si scelga liberamente il

metodo che sembra pilt opportuno; spesso converrd alternare fra loro.

il metodo sintetico che appare pill penetrante, pilt luminoso, e quello
analitico che in molti casi & pil potentc, pilt generale, o pitt rigoroso;
e parecchie volte accadra pure che uno stesso argomento non sard bene
illuminato sotto ogni aspetto se non sard trattato con ambo i metodi ().
Certamente anche qui le tendenze individuali si faranno sentire ¢ uno
stesso tema parrd pil adatto alla trattazione sintetica agli uni, a quella
analitica agli altri: cosi STEINER e CREMONA giungevano sinteticamente
a certi risultati nello stesso tempo che SyLvESTER e CLEBscH Vi giun-
gevano analiticamente! Ma quel che jimporta sovratutto ¢ che il giovane
non sia schiavo del metodo e che si metta in grado di valersi di qua-
lunque strumento per giungere ad un risultato importante.

(1) Ad esempio, dopo che lo StaupT c¢i ha dato una teoria geometrica
completa degli elementi imaginari, dimostrando come per essi valgano
tutte le proprieta fondamentali della geometria projettiva, non vi ¢ piu
ragione di volere, nelle ricerche scientifiche (non parlo di quelle essenzial-
mente didattiche) su questo campo, escludere l'uso degli elementi imagi-
nari, e neppure di volerli introdurre solo a coppée (di elementi imaginuri
coniugati). — S’intende che qui, come sempre, parlo in massima generale,
ammettendo le debite eccezioni.

(2) E percid che, nello stato attuale della scienza, mi sembrano in ge-
nerale preferibili quei trattati (o quei corsi) in cui un argomento & svolto
con varieth di metodi a quelli in cui si adopera un metodo unico: cosi le
curve, superficie, ecc., algebriche mi pare opportuno siano spiegate ai
giovani tanto analiticamente quanto sinteticamente, alternando in generale
i due metodi a seconda delle questioni.
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VI.

Allo stesso modo come, allorquando si tratta solo di scoprire una
veritd, la purezza del metodo passa in seconda linea, cosi acc'ade Spesso
che in una prima ricerca si debba sacrificare (sacrifizio molto piu grave,
trattandosi di matematica!) il rigore (*). Soventi volte la verith scien-
tifica appare come collocata su una vetta eccelsa e per raggiungerla
pon si hanmo dapprima che sentieri malagevoli su chine pericolose, st
che vi & gran facilita di preeipitare mnegli abissi in cui sta l’errore:
soltanto dopo che alla vetta si & giunti per siffatt] sentieri, si riesce a
tracciare delle strade sicure che conducano ad essa senza pericoli. Cosi
& avvenuto frequentemente che il primo modo di giungere ad una ve-
rita non sia stato pienanientc soddisfacente, e ehe solo dopola scienza
sia riuscita a completarne la dimostrazione. Certamente anche qui il
matematico non potra essere veramente contento quando ad un nuovo
risultato sia giunto con procedimenti poeo rigorosi: egli non si conside-
rera come sicuro di quello finché non 'avra rigorosamente dimostrato.
Ma non rigettera senz’altro quei procedimenti incompleti nelle rice'rche
difficili in cui non possa sostituirli meglio: poicht la storia della scienza
lo ammacstra appunto sull’utilita che tali metodi hammo sempre avuto.

Ad esempio lintroduzione degli elemcnti imaginari e di quelli al-
Yintinito in Geometria riuscl utilissima anehe prima che essa tosse giu-
stificata con una logica perfetta. E PoxceLrT, che insegno a valersi con
grande vantaggio del prineipio di continuita per le proprietd delle fi-
gure geometriche, non riusel certo a stabilirlo in modo rigoroso, ma:l-
grado le molte pagine che scrisse per questo scopo (%). Similmente }n
varie ricerche, specialiente sintotiche, sulle curve e le superficie, si &

(1) Non =i confonda la. deficienza di rigore nei procedime):n.ti con l’crrorer
nei ragionamenti o nei risultati. Pur troppo anche 'errore 8'incontra .ass:u
spesso oggidi nel lavori scientifici ed & causato generalmetnte. dull.u, {retta
con cui questi son fatti: sicché convien raccomandare ai giovani di non
avere soverchia fretta di pubblicare le loro cose! Ma la questione del ri-
gore, i cui sopra discorro, & ben diversa. . '

(2) V. specialmente le Considérations philosophiques et techniques sur
le principe de continuité dans les lois glométriques _n.el’ 2° volume (%?ll’e
Applications d'Analyse et de Géométrie; ed il Traité des pr.opmcw.s
projectives des figures. — Dall’ Introduzione d.i guesto truttato riporto il
geguente brano che si collega a quanto sopra dlcmmo:.

« N’est-il pas, pour le moins, aussi nécessaire d’ense{gner les ressources
employées, & diverses époques, par les hommes de gén'le, pour parvenir a
la vérité, que les efforts pénibles qu'ils ont éié ensuite obligés de faire
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approﬁttfmtf) molto di considerazioni su punti infinitamente vieini 0
Zo?;e(;}:mw, sulle tangentl,. sul puanti »~pli come intersezioni di r r;mi
¢ » €cC., ecc., le quali erano ben lungi dall’essere rigorose, almeno
in genef'ale e nel modo com’erano presentate. Lo stesso si u(‘; dire di
palxieeehl pr?cedi.rnenti della geometria numerativa *) (ai qualii si plor:sori
gznzgzr:t ag;:i u}:l;m e.zs?mln citati), come'il principio dell’enumcrazione
Cep costant , € pecm mente quello dell’invariabilita del numero, nelle

.pp Zlonl sl ammette spesso, senza una dimostrazione completa
cl.xer il .n}lme%'o cercato dipenda solo da certi altri, e perd non muti ,
ilvsntl mﬁmto) se questi non mutano: metodi ch,e hanno condottolv.(s:
. I;e; dsic:leimzfxram, come 11. Ji PNQUII:ERES (2?, lo ScEUBERT ed altri, a risultati
p};ebbe » fra cul molti ai qu.ah la scienza attualmente ancora non sa-
prebhe guénge;zinﬁer una via pilt r%gom?a (®). Infine ricorderd che
bl ge avuto nf:orso a disegni o modelli di figure geome-

per weaere certe proprietd (specialmente di forma o di realta) ch
col solo ragionamento deduttivo non si sapevano ottenere (%) e
. dg;': cnlil: far‘e uso di simili n'lezzi d'investigazione il giovane deve
qui, come nelle salite difficili su erte pericolose, per n

cadere nell’abisso o nell’errore ¢i vuaol destrezza, prudenza ’eppratic(;n

pour les démontrer selon le godt des espri imi
S
Qo 50 metire & Tour sovtie s prits ou timides ou peu capables
vér: gng)r:;c;pi‘el n{a:’pourrait-il en résulter, surtout si 1'on se montrait sé
ure, 81 ’on ne se payait jamais de demi i “ad-
mettait jamais 1’analogie et V’induct: i oot arerene
: AR ton, qui sont souvent trompeuses..
Go (E:r); ej’..]’c()ﬁe?a 1m;;ortant1ssxma dello ScHUBERT: Kalkil der all;)*dhlen;ii;;
rie (Leipzig 1879), in eui questi i i iuniti
porath sistemati 1879 , questi procedimenti sono riuniti ed ado-
(®) V. per esempio la determinazi
@ i a zione del numero dei gruppi, di u
ziz;exngtz;;;gé‘ gmziplt)x di punti di una curva, i quali hanno de}i)pp;xxti cgg
a: determinazione contenuta in sostanza ‘mai
) nel Mémaoir "
g,;s; .conit;cts Z’wllzples des courbes de degré r, qui satisfont :‘z d;; 6021:
ions domnées, avec une courbe NQUIE s
Toumma (1,8 05, fixe etc., del DE JonQuiirs, Crelle’s
cos‘f i‘alz-l;?llﬁ?ndon;; a {,;ltovam, mi piace citare fra i pitt importanti risultati
1 quello ottenuto recentemente da un gi ioé i
delle sevie lineari di dati indici S tate. gonene usro
. sopra una curva di dato genere (v. d
Itlot(i)dgl C.AS'I‘ELNUOVO‘ nei Bgndiconti della R. Acc. dei Lincei, e's.f.até 1.885?)6
' vi sono altri casi in cui a risultati spettanti alla matematica s;
giunse ;algnd'om della fisica. Anche ci¢ é permesso: s’intende in questo
iix;s?;ae ;irx;sultza;to cots1 conseguito, pur essendo ancora scientifico (fisico)
malematico, non avra che un valore relati ie
mato ; ‘ma preparera la via al risult i 106 8 quelle b
0 3 ato matematico, ciod ;
stabilito con una completa deduzione matematica. ’ ® auello che sard

AR T A L AR T

g
(IS ERSEF

PPN

— 55 —

"E dopo essersi valso colla massima cautela di quei mezzi per le sue

scoperte deve cercare se non gli riesce di sostituirli con dimostrazioni
sicure. Ma, come gia dissi, io non credo che egli debba rinunziare ad
occuparsi di una ricerca o ad esporre un suo risultato, pereid solo che
egli non pud procedere con metodi perfettamente rigorosi. La massima
prudenza, ripeto ancora, il massimo numero di controlli, ecc., ecc., ci
vogliono per non cadere nell’errore; anche in ¢id giovera ’esempio degli
scienziati di valore, per insegnare quando & che nel risultato ottenuto
si pud aver fiducia: ma allora sard opportuno farlo conoscere. Solo
bisognera alla prudenza congiungere T'onesta, ciod avvertire espressa-
mente come la via tenuta non sia scevra di dubbi, affinché nessuno
sia indotto a fidarsi ciecamente del risultato, ma anzi vi sia un invito
a cercarne una pilt completa dimostrazione (*).

VIL

Abbiamo accennato fin dal principio di queste considerazioni, va-
lendoei anche delle parole di CHASLES, si all’estensione 2d all’impor-
tanza capitale che nella geometria delle varietd algebriche hanno le
corrispondenze o trasformazioni algebriche, st ancora aila facilita con
cui mediante queste si ottengono dei nuovi enti e delle nuove propo-
sizioni.

Quanto all’importanza, la si pud considerare specialmente sotto tre
diversi aspetti, corrispoundentemente ai tre seguenti uffici delle corri-
spondenze stesse: 1° quello di caratterizzare certi indirizzi geometriei (*):
cosi si ha una geometria projettiva, in cui il gruppo di trasformazioni
posto a base & quello costituito dalle projettivitd ; una geometria dclle
trasformazioni birazionali od univoche, ciot la geometria delle trasfor-

(%) Fra le trascuranze che spesso si devon fare in una prima scoperta
di nuovi fatti va rilevata ancora quella dei casi d’eccezione. Accade fre-
quentemente di dire che una proposizione & vera in generale, senza spiegare
che cosa s’intenda con cié, quali siano le ecceziont. Naturalmente anche qui
viene a mancare quella esattezza che é il pii gran pregio della matematica.
Nella geometria degli enti algebrici si pud dare un significato abbustanza
preciso alla locuzione « in generale »: s’intende allora che le eccesioni
hanno luogo solo per quegli enti le cui coordinate (o parametri da cui essi
dipendono algebricamente) soddisfano a certe equazioni algebriche non iden-
tiche. Se si possono assegnare precisamente queste equazioni, cio¢ le con-
dizioni che caratterizzano i casi eccezionali, si sard raggiunto completa-
mente le scopo del matematico. Ma sovente avviene di doversi accontentare
di quell’affermazione generica.

" () V. il Programua gia citato del KLEIN.
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mazioni birazionali del piano o dello spazio ecc., la geometria sulia
curva (che mediante considerazioni funzionali si rispecchia nella geo-
metria delle trasformazioni conformi delle superficie), la geometria sulla
superficie, ecc. 2° trasformare enti di cui son note le proprieta in enti
di cui si vengono cosl ad avere nuove proprietd. 3¢ generare nuove
varietd, valendosi di corrispondenze algebriche fra date forme, come
luoghi degli elementi uniti, ovvero luoghi delle intersezioni o delle con-
giungenti di elementi omologhi, ecc. , ecc.

I 2° di questi scopi & suggerito dal 19, allorquando volendo studiare
le proprietd di un ente secondo un certo indirizzo, ciot le proprieti che
non mutano per una certa elasse di trasformazioni geometriche, si ap-
plicano queste a semplificare Vente si da renderne pilt facile Jo studio.
Cid si fa, a mo’ d’esempio, nel metodo della projezione centrale usato
in geometria projettiva; o quando per studiare la geometria su una curva
si adoperano certe curve normali; o quando le propricta dei sistemi
lincari di curve di un piano (nella geometria delle trasformazioni bi-
razionali del piano) si deducono da quelle dei sistemi lincari d’ordine
minimo. Perd se si confronta il Traité des proprictés projectices des
figures del PONXCELET coi trattati posteriori, ad esempio colla Gevmetrie
der Lage dello StaupT (%), si vede come Uimportanza di quel metodo
di dimostrazione nella Geometria projettiva sia diminuita, ¢ come si
sia preferito di studiare direttamente l'ente anzi che studiarne prima
un caso particolare per poi dedurne guello generale con trasformazioni
projettive. E qualche cosa d’analogo si pud gid notare anche per certe
questioni di geometria delle trasformazioni univoche, ecc.

Cio non significa punto che le trasformazioni perdano in qualche
guisa importanza: lungi da cio! T solo il modo di applicarle che muta.
Certo che, per esempio, lo studio di particolari curve e superficie ra-
zionali mediante la rappresentazione parametrica, ossia la rappresen-
tazione sulla retta o sul piano, e cosl pure lo studio di particolari
corrispondenze univoche fra duc piani o due spazi, non hanno piu at-
tualmente quell’interesse che avevano una ventina d’anni fa. Allora essi
conducevano a considerare nuovi enti e nuovi problemi interessantissimi,
ed i migliori geometri vi si rivolgevano con frutro. Oggidi il moltipli-
care le applicazioni dei metodi che-allora furono escogitati ha in ge-
nerale un’importanza secondaria, a meno che si tratti di casi eccezio-

_nali presentanti nuove difficolta. Dato il sistema lineare di curve piane
rappresentativo di una superficie, o dato il sistema omaloidico di curve
o superficie che definisce una trasformazione birazionale del piano o
dello spazio, ecc., non & pitt in molti casi che un semplice esercizio da

(1) Tradotta in italiano dal Piert (Torino, Bocca, 1889).

t
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seuola il dedurnc le propriety della superficic o della trasformaziomf
birazionale, ecc. E cosi in generale, com’s facile immaginare dei nuovi
Tuoghi e delle nuove trasformazioni geometriche, altrettanto ¢ fucile Jn-
ventare delle applicazioni delle corrispondenze per ottenere nuove vcm%“
Si prende un punto A, lo si congiunge con B, si prende la polare ri-
spetto a C, s’interscea con D, si determina 1'omologo rispetto ad E,
ecc., ecc., ed infine da A si sard ottenuto un punto (od altro elemento).
A’: ai tali clementi corrisponderanno cosi i-tali altri, e sc A od A’ si
muove nel tal modo, A’ od A si muoverd pure, eec., ecc. In questa guisa
un dato ente, o una data proprietd, si trasformerd in un altroz che ne __
dara un terzo. e cosi viaj e tutto cid senz’aleuna difficolts, quasi mecea- o
nicamente, colla regolaritiy con cui un pendolo fia le sue oscillnzion'l *)- :
Ora, anche rimanendo nel campo delle corrispondenze algebriche,
non & di questa specie di ricerche che conviene principalmente OCCI:I-
parsi oggidi. Ben altre questioni vi sono di maggior momento! La tcon:):
delle trasformazioni birazionali dello spazio aspetta che qualcuno affronti
certi problemi gencrali e d’importanza eapitale, i cui analoghi pel p?ano
faron gia risolti. Essa aspetta di essere applicata alla grave questione E
della riduzione delle singolarita superiori delle curve syhembe e du!l‘e N
superficie, non che allo studio dei sistemi lincari di superticie, ecc..E
ancora da farsi la teoria delle corrispondenze multiple ira due piani o
fra due spazi. Lo studio delle corrispondenze algcbriche fra curve (d?— .
stinte o sovrapposte) & lungi dall’essere completo. B quello delle corri- .
spondenze fra due superticie si pud dire (malgrado un receute lavoro
di un valente matematico francese) che ¢ ancora da cominciare. In
tutti questi campi si trovano delle questioni vitalissime alle quali deve
rivolgersi il giovane molto pilt che alle esercitazioni dianzi citate.
Anche nell’applicazione delle corrispondenze algebrichie alla genera?—
zione di luoghi geometrici si son trovati e si posson ancora trovare 1:1—
sultati importanti. Ma bisogna che quelle corrispondenze siano seelte in
‘modo da condurre a luoghi interessanti o per la loro generalitd o per:
circostanze speciali. Si badi inoltre che spesso la determinazione dei
vari caratteri (ordine, classe, punti multipli, ecc.) degli enti cosl gene-
rati non presenta novitd o difficolth alcuna, poiché si otticne con pro-
cedimenti enumerativi notissimi. La ricerca non deve dunque ridursi
solo a tale determinazione; ma deve comprendere lesame di tutte le
particolaritd dei luoghi ottenuti, fino a risolvere la questione inversa, _
ciod a stabilire quali sono tutti gli enti generabili a quel modo.
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(1) Onde un mio maestro (dal quale io stesso ho ricevuto parccchi dei
consigli che ora rivolgo ai miei studenti) soleva caratterizzare scherzosu-
mente questo genere di ricerche col nome di tic-tac-geomelria.
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VIIIL.

Accanto all’estensione che alla Geometria moderna fu data dall’uso
delle trasformazioni abbiamo gid collocata quella che derivd dall’allar-
garsi del suo campo col considerare classi sempre pitl vaste di enti. A
cid si pud connettere la comparsa della geometria degl’iperspazi, grazie
a cui si sono allontanati indefinitamente i confini della scienza geome-
trica. Di questo campo & opportuno dire qui qualche cosa, sia perchd
nell’ultimo decennio, specialmente dopo la Memoria, ormai celebre, del
VEROXNESE (%), si son rivolti ad esso con molti lavori parecchi geometri
italiani (%) e con preferenza i pitt giovani, sia perché, malgrado cio,
accade tuttora, anche in Italia, che non si sappia collocare la geometria
ad n dimensioni al suo giusto posto (3).

(1) Behandlung der proj. Verhdlinisse u. s. w. (Math. Ann. XIX).

(2) Se ne pud contire almeno una ventina !

(3) Per completare quanto dird in proposito ed appoggiarlo con una voce
autorevole, riporto qui testualmente la 4* Nota (Ueber Mannigfaltigkeiten
von beliebig vielen Dimensionen) del citato Programma di KLEIN.

« Dass der Raum, als Ort fiir Puncte aufgefasst, nur drei Dimensionen
hat, braucht vom mathematischen Standpuncte aus nicht discutirt zu
werden; ebenso wenig kann man aber vom mathematischen Standpuncte
aus Jemanden bindern, zu behaupten, der Raum habe sigentlich vier, oder
unbegrénzt viele Dimensionen, wir seien aber nur im Stande, drei wuhr-
zunehmen. Die Theorie der mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten,
wie sie je linger je mehr in den Vordergrund neuerer mathematischer
Forschung tritt, ist, ihrem Wesen nach, von einer solchen Behauptung
vollkommen unabhéngig. Es hat sich in ihr aber eine Redeweise einge-
biirgert, die allerdings dieser Vorstellung entflossen ist. Man spricht, statt
von den Individuen einer Mannigfaltigkeit, von den Puncten eines hoheren
Raumes etc. An und fir sich hat diese Redeweise manches Gute, insofern
sie durch Erinnern an die geometrischen Anschauungen das Verstindniss
erleichtert. Sie hat aber die nachtheilige Folge gehabt, dass in ausge-
dehnten Kreisen die Untersuchungen iiber Mannigfaltigkeiten mit beliebig
vielen Dimensionen als solidaorisch erachtet werden mit der erwalinten
Vorstellung von der Beschaffenheit des Raumes. Nichts ist grundloser als
diese Auffassung. Die betr. mathematischen Untersuchungen wiirden aller-
dings sofort geometrische Verwendung finden, wenn die Vorstellung richtig
ware, — aber ihr Werth und ihre Absicht ruht, ginzlich unablingig von
dieser Vorstellung, in ihrem eigenen mathematischen Inhalte.

« Etwas ganz anders ist es, wenn PLUCKER gelehrt hat, den wirklichen
Raum als eine Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen aufzu-
fassen, indem man als Element des Raumes ein von beliebig vielen Para-
metern abhingendes Gebilde (Curve, Fliche etc.) einfiihrt.
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Si posson distinguere tre modi sotto cui sison presentati gl'iperspazi
ai geometri; e ad essi corrispondono altrettante maniere di definire i
punti di uno spazio lineare ad n dimensioni. Anzitutto, se, in base al
metodo delle coordinate, si considerano i punti della retta, del piano o
dello spazio come rappresentanti delle varieta analitiche composte da
tutti i valori possibili di un numero, o di due numeri, o di tre, sicchd
i sistemi di equazioni ad una, due, o tre variabili vengono rappresentati
da aggruppamenti di punti, ecc., ecc., si & condotti naturalmente ad
estendere il linguaggio geometrico al caso di un numero qualunque n
di variabili, chiamando ancora punito un gruppo qualunque di valori
(coordinate del punto) di n variabili, spazio (ad n dimensioni) I’insieme
di tutti questi punti o gruppi di valori, curva o superficie la varietd
costituita dai punti le cui coordinate sono date funzioni (colle debite
restrizioni) di uno o due parametri (retta o piano nel caso che siano
funzioni lineari fratte collo stesso denominatore), ecc., ecc. Tale esten-
sione si ¢ presentata come una necessitd in un gran numero di ricerche (*),
sia per dar loro la massima generaliti, sia per conservare in esse il
carattere intuitivo proprio della geometria. Ma & stato osservato che con
cid non si viene pilt a fare della vera geometria, poiché gli enti con-
siderati sono essenzialmente analiiici; e che ad esempio la geometria
projettiva generale che cosi si viene a costruire non & altro in sostanza
che 'algebra delle trasformazioni lineari (*).

« Die Vorstellungsweise, welche das Element der beliebig ausgedehnten
Mannigfaltigkeit-als ein Analogon zum Puncte des Raumes betrachtet, ist
wohl zuerst von GrassMANN in seiner Ausdehnungslehre (1844) entwickelt
worden. Bei ihm ist der Gedanke vollig frei von der erwilinten Vorstellung
von der Natur des Raumes; letztere geht auf gelegentliche Bemerkungen
von Gauss zurick und wurde durch RIEMANN’ s Untersuchungen tber

_ mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, in welche sie mit eingeflochten

ist, in weiteren Kreisen bekannt.

« Beide Auffussungsweisen — die GrASsMANN’ sche wie die PLUCKER’
sche — huben ihre eigenthiimlichen Vorziige; man verwendet sie beide,
zwischen ihnen abwechselnd, mit Vortheil. »

(1) Cito solo come esempi le ricerche sugli ordini di sistemi di equazioni
algebriche (varietd algebriche di uno spazio qualunque) del SaLmox (Geo-
melria a tre dimensioni e Alyebra moderna), il lavoro del NOTHER, Zur
Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig
vielen Dimensionen (Math., Ann. II, 1869), e la Memoria di CLEBscH, Ueber
eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie (Gott. Abhandlungen,
Bd. 17, 1872), rimandando per altre citazioni alla Monografia storica di
Loria.

(2) Questa & una distinzione, non un appunto. Purché si faccia della
matematica !




,Un modo geometrico di giungere agl'inperspazi si ha scguendo il
concetto di Priicker di considerare quali elementi (punti) di una va-
rieta (di uno spazio) enti geometrici dello spazio ordinario, come gruppi
di puntj, curve, superficie, .... i quali dipendano da un numero qual-
siasi di parametri. B cosi che le rette dello spazio ordinario si posson
considerare, seguendo PLUCKER, come i punti di uno spazio a 4 dimen-
sioni. Perd se si vogliono in questa rappresentazione evitare gli elementi
eccezionali, se si vuol ciod rappresentare {inearmente una varieta oo” di
enti geometrici ordinari col punt di un iperspazio (lincare), conviene
che quella varietd sia lineare. Cosi wun’involuzione di specie n e di

" qualunque ordine di punti di una retta (ad esempio quella composta di
tutti i gruppi di # punti), un sistema lineare oo® di curve piane o di
.superficie, o di connessi, ecc., ecc., & da questo punto di. vista uno
spazio (lineare) ad » dimensioni, sicch® le varietd contenute in questo
non sono che varietd parziali di quell’involuzione o di quel sistema
lineare. Questo modo di rappresentazione si ¢ offerto spontaneamente
ai geometri che hanno voluto approfondire le questioni sui sistemi in-
finiti di curve piane (o di superficic) (*). I chiaro che stando a questo
modo di concepirla, la geometria degl’iperspazi non presenta pia alcuna
novita di concetto: essa riemtra nella geometria ordinaria, occupandosi
delle varietd di enti che in questa compaiono.

Infine si pud riguardare lo spazio ad n dimensioni come definito al
modo stesso di quello ordinario, solo che si tolga il postulato delle 3
dimensioni, e si modifichino in conseguenza aleuni di quelli relativi
alla retta ed al piano (*). Allora i punti dell’iperspazio sono i punti

(1) Cosi se ne valse il CayrLry nel 1° paragrafo della Memoria On the
Curves wich satisfy given Conditions (Phil. Transactions, t. 158. 1867); e
su esso ritornd in A Memoir on Absiract Geomelry (ibid., t. 160, 1869),
nel quale, rilevando l’importanza che dovrebbe avere la geometria astratta,
cioé ad n dimensioni, osserva: « The science presents itself in two ways, —
as-a.legitimate extension of the ordinary two-— and three—dimensional
geometries; and as a need in these geometries and in analysis generally. »
Lo stesso concetto di applicazione deyl'iperspazi ai sistemi infinmiti di curve
piane (o di superficie) & esposto chiaramente con qualche esempio dallo
Harpren alla fine delle Recherches de géumétrie a n dimensions (Bulletin
Soc. math. de France, t. 11, 1873); si ritrova poi nella Memoria di CLIFFORD,
On the Classification of Locé (Phil. Trans. t. 169, 1878) (nella quale i punté

- degl’iperspazi son definiti ed interpretati nelle applicazioni, come elementi
di qualsiasi natura, curve, superficie, complessi, ecc.) ed in parecchi altri
lavori recenti, ad es. in quello di STUDY, Ueber die Geometrie der Kegel-
schnitle, insbesondere deren Charakieristikenproblem (Math. Ann. t. 27).

'(2) Non & ancora stato assegnato e discusso (ch'io sappia) un sistema
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tali quali ee li immaginiamo nello spazio ordinario, e non piul enti pu-~
ramente analitici, od enti geometrici di qualunque naturfa ‘(‘). A questo
concetto son giunti specialmente coloro che hanno dis‘cus& i fogdart}ont}
della geometria, cercando quali postulati della scienza ordinaria si
posson togliere senza troppi inconvenienti. B fu esso appunto che ve;me
spesso confuso colla questione (fisica o filosofica, ma oD matemunca‘)
del numero delle dimensioni che lo spazio ordinario {fisico) ha effetti-
vamente (v. le parole del Kuey dianzi citate in nota.t). ' o

In ognuno di yuesti modi di considerare gli spazi linearl In geo—
metria vi & qualche vantaggio; e si pud specialmente notare che il 1°

. . o a0 5 -
& molto generale ¢ molta semplice, ma analitico, mentre il 3° ¢ geome

trico ¢ picnamente intuitivo, ed il 2° @ quello che p%u imnllcdi:f\t:uncute
si presta alle pilt numerose applicazioni per lo spazxo.ordn'lar%o. .Ma la
distinzione di questi modi non corrisponde poi a trattazioni .dn'erse
della geometria (projettiva) a n dimensioni. Anzi pel matematico essa
non ha una vera importanza. Egli pud evitare di farla ¢ _la,vorure ne-
gl’iperspazi senza fissare quale sia tra le varie detinizioni 'quella c}xe
egli sceglie; e pud a dirittura tenerle tutte, per av?re maggior quantit
di rappresentazioni e d’interpretazioni dei risyltati.

IX.

Da cid che g’¢ detto risulta evidente che la geometria ad 7 dimen-
sioni non ha earatteri matematici essenzialmente diversi da que.lli .della
geometria ordinaria. Gli spazi a 4, 5, ... dimensioni, quali noi li ab-
biamo definiti, esistono pel matematico precisamentf) a quel nlo.do ch(i,
esiste lo spazio a 3 dimensioni; ed egli li puo studiare con glii stessi
procedimenti. Cosi una varietd algebrica My (d’ordine m) appartenente
ad S, & un ente, analitico o geometrico, esistente allo stesso n'lodo chx?
esistono le 7 funzioni algebriche di k& parametri indipendenti da cul

di postulati éndipendenti che serva a caratterizzare lo spazio lAineare’ uq
n dimensioni, si che se ne possa dedurre la rappresentazxf)ne dei punm di
questo con coordinate. Sarebbe conveniente che'qualche giovane si occu-
passe di questa quistione (che non sembra difﬁcx'le). '

(1) V. VERONESE, Mem. citata, o La superﬁ?ze omalouile no‘rmal.e, ecc.
(Memorie Lincei, serie 3°, vol. XIX), nota a ple" della 2° e 3* pagina. E-
L’ipotesi fondamentale (che ivi appunto & enunciata) per qgesto glon i
procedere, ciod che fuori della retta, del piano, de?llo spazio or_dmarxo,.:.
¢i sian sempre dei punti (che, congiunti a spazi non ‘pas.santl per- essi,
danno gli spazi superiori), é permessa al ma.temamco,.pou.:he- essa non con-
traddice a postulati precedenti (ove nei postulati ordinari si sian fatte ie
modificazioni sopra accennate). : :
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essa ¢ definita, oppure un sistema algebrico oo* (d’indice m) di curve
plane o'superficie... entro un sistema lineare ®”, ecc., ecc. Sarebbe
poi assurdo il dire che gli enti degl’iperspazi hanno minor importanza
(matematica) che quelli dello spazio ordinario: si puo egli affermare
che sia piti importante la geometria piana che la solida? o che Ia teoria
delle.funzioni di una o di due variabili sii pilt importante che quella
delle funzioni di un numero qualunque n di variabili® o che lo studio
di una o® di enti sia di maggior momento che quello di una varietd
comunque infinita, oon?

Naturalmente non diremo neppure che una ricerea pel solo fatto
. che si riferisce agl’iperspazi sia piu importante (*) che una ricerca re-
o lativa allo spazio ordinario! Ii paragone & solo possibile quando la prima
ricerca 8i riduce alla seconda, per m =3;-ed allora non 'v’¢ dubbio
che alla maggior generalita corrispondera la maggior importanza. Ma
se si paragona invece il complesso di #utta la geometria ad 2 dimen-
sioni a tutta la geometria ordinaria, si pud dire, si, che questa & com-
presa come caso particolare in quella; ma conviene aggiungere che
lutte le proposizioni di quella devon pure trovarsi in sostanza nella
geometria ordinaria, come proprieta relative ai sistemi oo® di enti
geometrici ordinari.

Qui, alle osservazioni su vari indirizzi di ricerche che dapprima
abbiam riferito solo alla geometria ordinaria, ma che vanno estese senza
altro a quella ad n» dimensioni, & opportuno aggiungere una distinzione
che naturalmente si presenta fra le ricerche a cui ha condotto ’intro-
duzione degl’iperspazi. Nella serie infinita di nuovi enti e di nuovi pro-
blemi da studiare che da tale introduzione fu messa in evidenza, se
ne trovano parecchi derivati per amalogia e gencralizzazione da quelli
relativi allo spazio ordinario, altri invece provenienti da concetti che
in questo non si potevano avere. E cosi s’incontrano delle ricerche re-
lativamente facili da fare perche in esse la dotta analogia collo spazio
ordinario guida subito alla geveralizzazione dei metodi usati in questo
e dei risultati ivi ottenuti; ma anche delle ricerche in cui si hanno
difficoltd veramente nuove. Perche Vedifizio (che appena s’ cominciato
a costruire) venga ad essere completo occorrono e le une e le altre ri-
cerche. In conseguenza errano coloro che ritengono la geometria degli
iperspazi consistere tutta in una pura estensione, facile a farsi, della
geometria ordinaria: come se similmente tutta la geometria dello spazio
ordinario non fosse a sua volta che una semplice e facile generalizza-

-. (1) Né piu difficile. L’esperienza prova che, specialmente pei giovani, 3
assai facile abituarsi alle costruzioni ed ai ragionamenti della geometria
ad » dimensioni.
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zione di quella piana! Ed hanno torto qU:ei giovani ((;it}e ‘.s;e;;rllll;fazg
espressamente (per evitare ditficolta !) ,al .px:lmo genere di 111 10“:.0 o
& cosi facendo che essi inducono quell’opinione erra}ta nei loro oror l.i
Certo che grazie agl’iperspazi eoloro che amano g:h a.rg'omemlt s; i
hanno visti aumentar di numero in modo straordl‘nan?.. quante Yo
generalizzazioni non si son cosi avute da fal.'e, cosl facﬂl' che si pos§oda
enunciare senz’altro! quanti nuovi enti pa.rtlcolam non §1 s'om.) :.:wunazi
costruire! quante trasformazioni partieolari, quante prq;emf)nitllz}e sghe
inferiori (*) da far subire ad essi! Ma anche qui debbo rig e facﬂe,
se non si pud rigettare senz’altro un argor'nento solo percf 'l?ta ” S;
non bisogna neppure lasciarsi sedurre‘ unicamente dalla ‘;01 '11 ,O iy
deve badare che ogni problema che si pren'de a trat.tar'cf a.c1 emlche
ficile eh’el sia, abbia perd sempre uno scopo -utlle, cox%trlbu}sca mlf} I e
modo ad elevare il grande edifizio, non sia uno di quei semp 1crt'(:]are
cizi, di quelle inutili generalizzazioni, che .é tanto facxllle mimni;l e
ed eseguire, e che, come non potranno mai entrare nella sclenza,

non meriteranno mai lodi sincere!

X.

Lo spazio illimitato, senz’alcun m’ncol(f al numero di dimeo;s-z.o:;,
& Dambiente in cut oramai si debbono considerare .Ie forme geome ric e:
Cosi facendo, oltre ad ottenere il glt:mde va‘ntaggw della masigrl;aogfa
neralita, si ha quello di togliere gli osta’col_l.che 'ﬁno a poco.d m}; -
vietavano al geometra che conosceva 1 .utmta di .certe conside ot
stereometriche per la geometria piana, di _cer?arez in Tuncz.spaszi ;):n
riore analoghe applicazioni allo spazio or@mamo (). I\.egl '1p(:1r§pa L non
si hanno limiti; ogni spazio & contenu.to in uno superiore: e tm gati ©
si posson cercare degli enti che sen}phﬁchmo lo .stu(_ho di ex:3 1comOmi
quello, producendoli come proiezioni, o c'om.e se?zxom,' 0 ?olrlril el goo-
apparenti, ecc. In ¢id si ha una delle p?mmp?.h a.ppl;?:azm 1 della geo
metria degl’iperspazi a quella dello spazio ordinario (*;: ma .

(1) E spesso evitando anche qui il problema ¢nverso, di vedere ciqé quan?
I'ente dello spazio inferiore si pud veramente riguardare come proiezione di
llo dello spazio superiore! o )

que(2) Del resgo (& bene ripeterlo) Pimportanza scientifica della gﬁom?tx;lxia,

degl'iperspazi sussisterebbe perfettamente anche senza 'qu;s‘t;e t?)pfl 1822 ;JEY.

il pri io di siffatte applicazioni sia dovu LEY,

(3) Pare che il primo esempio di si O

i héorémes de la gdomélrie de p g

il quale nella Nota Sur quelques t e ron
come certe contigurazion

Crelle’s Journal, t. 31, 1845, v. p. 218) osserva . rte 1
Elello spazio ordi,nario :) del piano si ottengano quali sezioni della configu:
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Gia' s‘i v.ede dalla seconda definizione data degli spazi superiori che
tafti 1_1"1su'1tati relativi a questi si possono tradurre in mille guise in
propf)SIZLox_ll geometriche ordinarie, fissando quali enti geometrici dello
spazio ordinario si debbon porre in luogo dei punti de?l’ipers azio (*

Inoltre bisogna spesso rivolgersi a spazi superiori per avcfe le (i)i;
-adatte rappresentazioni dj certe specie di varietd. Cosl lo studio di pUJl

razione determinata da un numero qualsiasi di punti di un iperspazio qu:
lunque. Df)p&?, altre ne furon notate da altri; ma il luvoro chep er ? Ed-
della proiezione dagli spazi superiori su quello ordinario ha vé) e o
fatto epoca & stato quello del VERONESE. ranents
A_ questo metodo & stata mossa la seguente obbiezione. Se un ente del!
spazio ordinario si studia considerandolo come proiezione'di uno a a"}t.o
nente ad uuo spazio superiore, s’introduce cosi nei ragionamenti unplx) u[ o
pf)stula{:o — Desistenza di punti fuori dello spazio ordinario, — e ; SVO
risultati che si otterranno non avranno esattamente quel vul’ore chgl:l]\l/lr;bl
berf) se pro'venissero da ragionamenti fatti senza useie dallo spazio ordi-
nam?‘ e dai .relutivi postulati. Quest’obbiezione, che appare legittin.a
fiegl iperspuzi si da quella definizione che qui fu accennuta come 3%, si t; rls';e
mverfe se si ricorre alle altre due. Si consideri unu ruppre<enta’zione ’\dlc‘)
punti orfim:u-i sopra una varietd oc® costituita o dai grup;;i di valori 31
3 uumeri, o da opportuni enti geometrici orlinari (ad es. una rapprese :
tazione sui gruppi di un’involuzione di grado » e di 3* specie di I:Illf:i rcllT
u?a retta). Questa varietd o3 si pud, senza nuovi postulati introI:lurre X
. riguardure cowe contenuta in unu (analitica o geometrica) o’on, alla quulZ

si potranno riferire i ragionamenti iperspaziali: dopo di cle si ritornera

allo .spazio ordinario mediante la rappresentazione della o® su questo. 1
pau-tx'colare. si pud ad esempio, aggiungendo a tutti i punti dello s :I.Zi ,
cousxdgrz}tl come inviluppi di piani, ua inviluppo fisso di classe ns——(l),
'n?utarl'l in inviluppi di classe m; e cosl si ha un sistema lineare o3 ¢’ :
viluppi, che, prendendo 2 opportunamente, si pud sempre considerare co "
contenuto in un sistema lineare o«on: ed allora si pud prender questo come
rapp::ese{ntante dell’iperspazio S, adoperato nei ragionamenti. Le proiezicl)l:f;
e sczioni che per semplicith e brevita di discorso si riferiscono ai punti di
un Snp, si potrebbero invece tradurre immediatamente come costruzioni
'relative agl’inviluppi di quel sistema lineare, e 8i giungerebbe cosi rl}
s'tessi risultati per lo spazio ordinario. Lt
0] Splo_ a cbi non conosce questa multiplicita d’interpretazioni di cui &
suseef.tlbile la geometria degl'iperspazi, pud accadere di sbagliare in certe
ql-xestloni semplicissime sui sistemi co! di curve piane o di superficie, d’in-
d:ce m, 1e quali son risolte implicitamente da teoremi notissimi sulle ’cm-ve
d ordu{e m degl’iperspazi; o di riguardare come nuova la determinazione
dellg rigate di dato grado e del massimo genere, quando invece essa si pud
conside:are come contenuta nella determinazione delle curve (della M i?di
rette) di dato ordine e di genere massimo! !
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sistema lineare di curve di un piano o di superficie dello spazio ordi-
nario {dal punto di vista delle trasformazioni birazionali) trova una
comoda imagine in quello (proiettivo) della superficie o varietd che ne
& rappresentata. Per la geometria sull’ente algebrico semplice di ge-
nere p, ¢ in particolare per 1o studio delle serie lineari di gruppi
sull’ente stesso si ricorre con vantaggio a certe curve dei vari spazi
le quali rappresentano quelle serie lineari, e particolarmente alla curva
pormale d’ordine 2p — 2 appartenente allo spazio Sp—1 (*}. Una cosa
analoga si potra dire per la geometria su una superficie, e pilt in ge-
nerale per la geometria su una varietd algebrica qualunque (*). Qui
poi V'uso degl’iperspazi sara necessario anche per rappresentare con
un campo reale la distribuzione dei punti, reali e imaginari, della su-
perficie (o varietd), cioe dei valori di una funzione algebrica di due
(o pin) Yariabili: a quel modo che per la geometria sulla curva, ossia
per le funzioni algebriche di une variabile, si & avuto ricorso alle su-
perficie di Riemann. Le ricerche sulla Analysis situs negl’iperspazi
troveranno cosi applicazioni della massima importanza nella geometria
sugli enti algebrici, ciot nella teoria delle funzioni algebriche di due
o piu variabili. '

A questo modo, valendosi dall’un lato dei metodi di trasformazione
della geometria moderna, delle considerazioni pitt gencrali sugl’iper-
spazi, ecc., e dall’altro dei concetti dovuti al’Analisi, gli enti che si
considerano vengono a presentarsi sotto una varietd, siffatta di aspetti

e di punti di vista, ed a potersi trasformare in mille maniere, si che,

mentre si acerescono grandemente i mezzi di studiarli, diventano in

pari tempo molto superiori Vinteresse e Vimportanza delle ricerche e
vengono a congiungersi con un’eleganza ed una leggiadria singolari.
Cosi Vente algebrico wo* (algebraische Gebilde) di genere p viene a
rappresentarsi con una curva algebrica di qualunque spazio, o con una

(1) A questo proposito mi piace rilevare che nelle recenti Vorlesungen
siber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen del KLEIN (e FRICKE)
(I. Band, Leipzig, 18903 v. il 1L Abschnitt) la rappresentazione geometrica
dell’ente algebrico semplice e della teoria delle funzioni algebriche e dei
loro integrali, e quindi delle serie lineari di gruppi, ecc., ecc., & data ap-
punto mediante curve di tutti gli spazi (anzi che colla sola curva piana,

come dai pit si usa di fare).
(2) Della geometria sopra una varieta algebrica, curva, superficie, ecc.,

ho- fatto cenno ripetutamente, perché su essa mi piace richiamare ’atten-
zione dei giovani: si tratta in fatui di un argomento d’importanza capitale
per tutta la matematica — Panalisi come la geometria, — e sarebbe bene
che molti vi rivolgessero le loro forze!

Rivista di Matemalica. 5
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rigata, o con un sistema o' di curve o superficie, ecc.; o con una
classe di funzioni algebriche o di funzioni abeliane, o con un sistema
di funzioni fuchsiane; o con una superficie di RIEMANN, con una sfera
dotata di p manichi o di p buchi, con un poligono piano curvilineo
generatore di un gruppo fuchsiano (*), ecc. ecc.: e tutti questi enti si
equivalgono; per trasformazioni geometriche od analitiche, per defor-
mazioni continue, per rappresentazioni conformi, si mutano gli uni
negli altri; e da tutti lo studio dell’ente algebrico pud trarre aiutil

-1 giovani che, seguendo questi indirizzi, riusciranno nel miglior
modo a possedere i diversi strumenti di ricerca e ad abbracciare da
tutti i possibili punti di vista la scienza, avranno da questa i pil
splendidi trionfi!

Torino, febbraio 1891.

Osservazioni del Direttore

SULL’ARTICOLO PRECEDENTE.

Per principio, la Rivista di Matematica deve essere una palestra
libera, ove si possano scientificamente discutere tutte le opinioni. Cosi
nell’articolo precedente, ove si tratta di indirizzi nelle investigazioni
geometriche, & possibile in alcuni punti una diversita di opinioni. Per
nostro conto noi non possiamo che approvare pienamente la maggior
parte deIl_e opinjoni manifestate nell’importante lavoro del prof. Segre.
In pochi punti il nostro modo di vedere differisce da quello dell’A.

Cosl (n. VI) il difetto di rigore in lavori di matematica, non si pud,
a nostro modo di vedere, in alcun modo, difendere o scusare. Noi ri-
teniamo falsa una proposizione, se vi si pud trovare un caso d’ecce-
zione; e che non si possa considerare come ottenuto un risultato, finche
€sso non & rigorosamente provato, ancorch® non si conoscano casi di
eccezione. Cosi la proposizione conosciuta col nome di ultimo tcorema
di Fermat, della quale non si conoscono eccezioni, ma nemmeno una
dimostrazione rigorosa (le dimostrazioni non rigorose sono numerosis-
sime), non ¢ al giorno d’oggi per i matematici un risultato, ma 1’enun-
ciato di un problema di cui si attende la soluzione.

Il rigore assoluto che si esige in matematica non significa punto
che non si possa studiare una scienza finche non siano analizzati tutti

) In parti&olare per Pente ellittico (p = 1): Vanello, il parallelogrammo,
la corrispondenza (2, 2) fra due variabili, ecc.
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i suoi principii. Ogni autore pud assumere quelle leggi sperimentali che
gli talentano, e pud fare quelle ipotesi che pili gli piacciono. La buona
scelta di queste ipotesi ha importanza grandissima nella teoria che si
vuol sviluppare; ma questa scelta si fa per via d’induzione, e non ap-
partiene alla matematica. Fatta la scelta dei punti di partenza, spetta
alla matematica (che, secondo noi, & una logica perfezionata) a dedurne
le conseguenze; e queste debbono essere assolutamente rigorose. Chi
enuncia delle conseguenze che non sono contenute nelle premesse, potra
fare della poesia, ma non della matematica. Quindi troviamo strano che
in giornali autorevoli, e trattandosi di matematica purissima, sia scritto:
« La démonstration ingénieuse, que ce géometre y donne de cette im-
portante formule, pourrait laisser sur sa validité absolue des doutes, qui
se réfléehiraient sur le n° présent et plus loin...: cependant les confir-
mations qu’on trouve de ces résultats me portent & penser qu’ils sont
ahsolument vrais ». E noi vorremmo averc per un istante voce auto-
revole fra i giovani nostri colleghi, per ben convincerli di questa ve-
ritd, che i lavori in cui fa difetto il rigore non possono far avanzare
d’un passo la matcmatica.

11 rigore assoluto, se & condizione necessaria affinch¢ un lavoro sia
scientifico, non ¢ ancora condizione sufficiente. Un’altra condizione sta
pelle ipotesi da cui si parte. Se un autore parte da ipotesi contrarie
all’esperienza, o da ipotesi non verificabili coll’esperienza, n¢ esse, né
le loro conseguenze, potrd, & vero, dedurre una qualche teoria mera-
vigliosa, da far esclamare: quale vantaggio, se 1’autore avesse applicato
il suo ragionamento ad ipotesi pratiche!

Strettamente collegato con quanto precede & la teoria degli spazi a
quattro ¢ piu dimensioni, ove si supponga che i punti dell’iperspazio
siano tali e quali ce 1i immaginiamo nello spazio ordinario (n. VIII).
La Geometria comune basa sopra un certo numero di postulati, la cui
analisi completa & difficile e non fu ancor fatta. Euclide, ad es., usa
dei postulati non esplicitamente enunciati; e nei trattati moderni di
Geometria trovansi spesso enunciati dei postulati inutili, senza che siano
enunciati tutti i necessarii. Fra gli autori che hanno discussi i fondamenti
della geometria eccelle, a nostro avviso, il Pascr (Vorlesungen diber
neuere Geometrie, Leipzig 1882). Limitandoci al principii su cui basa
la Geometria di posizione (ciod fatta astrazione dall’idea di moto), questi

" postulati farono da noi trasformati in simboli di logica nei « Prineipii

di Geometria », e si devono, fino a prova contraria, ritenere indipen-
denti. In ‘questo opuscolo, partendo dalle idee intuitive, e non definite,
di punto e di segmento rettilineo, si definiscono successivamente la retta
illimitata, il triangolo, I’angolo, il piano, il diedro, ecc. I postulati che
enunciano le proprietd fondamentali di questi enti sono in numero di 16;

Ao i B e b R
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Tultimo dice in sostanza che lo spazio ordinario ¢ a tre dimensioni, e
permette di dedurne il teorema (4 del § 12): <« Due piani aventi di
comune un punto, hanno di comune una retta. » Dalle proposizioni pre-
cedenti si deducono i teoremi di Geometria projettiva, e si badi che
il teorema fondamentale sui triangoli omologici si pud ottenere come
conseguenza degli assiomi 1-15, senza servirci del 16. Ne deriva la
rappresentazione dei punti mediante le coordinate (razionali senz’altro,
irrazionali se si fanno sui punti convenzioni analoghe a quelle dell’al-
gebra per introdurre i numeri irrazionali, ovvero si introduce l’as-
sioma 17° (pag. 39 dei Princ. di Geom.)).

Per passare dallo spazio a 3 dimensioni a quello a 4, occorre sop-
primere il postulato 16°, e poi, senza modificare quelli riferentisi alla
retta e al piano, ammettere il postulato, analogo ai 2, 7, 12, 15:

A] Esistono det punti fuori dello spazio ordinario.

Ne risulta come conseguenza (accennata dall’A. neclla nota 3 della
pag. 63} che, per questa via, ogni proposizione dimostrata vera serven-
doct dello spazio a quattro dimensioni, cessa di valere nello spazio a
tre, poiché si ¢ dimostrata conseguenza dei postulati 1-15 e del postu-
lato A, e non si & dimostrata conseguenza dei soli postulati della geo-
metria elementare.

E a questo proposito, c¢i sia permessa una digressione. Aleuni serit-
tori, dal fatto che molte proprietd di figure piane derivano da proprieta
di figure solide, deducono per analogia che proprieta di figure dello
spazio ordinario possano derivare da considerazioni nello spazio a quattro
dimensioni. Ma I’analogia & solo apparente. Se si distingue la geometria
in piana e solida, secondoché si occupa a preferenza di figure nel piano
0 nello spazio, avremo fatto una semplice distinzione didattica; ¢ pud
tornare utile di enunciare subito in principio tutti i postulati di cui si
deve far uso, onde trarne il miglior partito possibile. Ma se per geo-
metria della retta (ad una dimensione) intendiamo quella che sviluppa
le conseguenze degli assiomi 1-11; per geometria piana (a 2 dimensioni)
quella che sviluppa le conseguenze degli 1-14, e per geometria solida
quella che si serve anche dell’assioma 15° allora avremo fatto una
distinzione scientifica (e distinzioni di questa fatta sono tante quante
le scelte di alcuni fra i postulati). Allora nec avverrd che la geometria
della retta si riduce a ben poca cosa; su essa non si possono stabilire
le coordinate. La geometria del piano & gid pit ampia; gia vi si pos-
sono stabilire le coordinate, ma non si pud ancora trovare 1’equazione
della linea retta (sempre, si intende, senza ricorrere ad altri postulati,
come quello delle parallele), né dimostrare il teorema dei triangoli
omologici. Invece colla geometria solida possiamo arrivare alle formole
ordinarie, e quindi dedurre tutte le proprietd proiettive delle figure

. ‘“!
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nello spazio. In conseguenza, nel senso spiegato, una proposizione vera
in geometria piana, cessa di sussistere nella geometria della retta, ed
una proposizione di geometria solida non sussiste piu in geometria
piana. Il teorema dei triangoli omologici & allora una proposizione di
geometria solida e non di geometria piana. Quindi la geometria a tre
dimensioni non pud aiutare quella a due; d’altra parte la geometria
a tre dimensioni & in s& completa e chiusa.
G. Pravno.

Sulla teoria delle probabilita.

Lettera aperta al Professore ERNESTO CESARO

Mantova, 4 marzo 1891,
Ch.mo Sig. Professore,

Devo alla di Lei cortesia di aver potuto sin d’ora leggere per intero
il suo interessante articolo: Considerazioni sul concetty di probabilitd,
pubblicato solo in parte nel fascicolo di gennaio-febbraio 1891 del Pe-
riodico di Matematica. E poiché Ella riferisce e combatte ivi alcune
osservazioni sulla tcoria delle probabilitdh geometriche che Le esposi
per lettera qualche tempo fa, mi sia permesso ora di riprendere la pa-
rola in argomento. Non intendo certo di esaminare il suo lavoro punto
per punto; mi limito soltanto a poche considerazioni, che stimo essen-
ziali. Per maggior chiarezza mi riferird spesso ad un problema parti-
colare.
Sieno proposte le due seguenti questioni:
A) Trovare la probabilita che una corda tirata arbitrariamente
in un cerchio non sia maggiore del lato del triangolo equilatero inseritto.
B) Trovare la probabilith che due punti presi arbitrariamente
sopra una circonferenza comprendano un arco non maggiore di 120°,
Applicando la teoria delle probabilitd geometriche si giunge rispet-
tivamente ai risultati /,, 2/,. Perché questa diversitd di risultati per
due problemi che ogni persona non prevenuta giudicherebbe identici?
Il Czuser dice espressamente, che altro & tirare ad arbitrio una corda,
ed altro prendere ad arbitrio due punti sulla circonferenza; ed Ella
trova il fondamento di questa e delle analoghe distinzioni nel concetto
della densitd. Nessuno pud megare che, stabilita la legge delle densita,
ogni problema di probabilitd geometriche dia luogo ad una soluzione
unica e determinata; ed io Le concedo pure che, quando I’enunciato
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del problema sia formulato accuratamente, esso lascia vedere, nella
maggior parte dei casi, la legge delle densitd che deve presumersi come
vigente, la quale non ha quindi d’uopo di figurare esplicitainente nel-
I’enunciato stesso. Cosi ciascuno dei due enunciati A, B implica una
legge di densitd ben determinata e conduce senza alcun equivoco ad
una soluzione unica. Ma questi due enunciati, che sono tra loro diffe-
renti, non costituiscono se non due espressioni diverse d’un problema
unico. Ed invero qual differenza passa nel fatto fra il tirare ad arbitrio
una corda e il segnare ad arbitrio due punti della circonferenza?® Nes-
suna di certo. Questi due atti si equivalgono perfettamente 1’un ’altro;
e alla proposta di tirare una corda a capriccio, come a quella di pren-
dere due punti qualsiasi sulla circonferenza, io potrei rispondere indif-
ferentemente eseguendo 1’'uno o I’altra delle due cose.

Ora, domando io, se si tirasse a capriecio un milione di corde, op-
pure, cid che ¢ lo stesso, se si segnasse ad arbitrio un milione di coppie
di punti sulla circonferenza e si congiungessero tra loro i punti di cia-
scuna coppia, il numero delle corde non maggiori del lato del triangolo
equilatero inscritto risulterebbe vicino a 500000 od a 666666? In altre
parole, degli enunciati A e B (e di tutti gli altri infiniti che possono
concepirsi) quale corrisponde weramente al problema reale? Non lo
sappiamo, e non possiamo saperlo, perche, come avrd a ripetere piu
avanti, la mia domanda non ammette alcuna risposta determinata. Il
problema che io mi sono proposto pud considerarsi in infiniti modi di-
versi come il limite d’una serie di problemi in cui il numero dei casi
possibili, pur essendo finito, cresce indefinitamente. La teoria delle
probabilitd geometriche sceglie una (a) di queste serie e cerca il limite
Pa delle probabilitd corrispondenti ai vari problemi che la costituiscono;
se ne scegliesse un’altra (b), otterrebbe un risultato differente pp. I ri-
sultati p, e p» corrispondono a due enunciati diversi d’uno stesso pro-
blema primitivo; essi sono due delle infinite solazioni a cui questo pud
dar luogo, ma né l'uno ne Valtro costituisce la soluzione di esso. Per
scegliere un paragone nel campo dell’analisi, se una funzione ha un
punto singolare essenziale, potrd andarsi ad esso lungo certe direzioni
a cui corrisponderanno per la funzione limiti determinati (in generale
tra loro diversij; ma non & men vero che il valore della funzione in
quel punto & indeterminato. Io non disconosco l’eleganza della teoria
delle probabilitdh geometriche e l’attrazione che essa pud esercitare sugli
studiosi delle matematiche, ma tanto pilt mi pare necessario d’insistere
su questo punto, che non si deve mai dimenticare quale valore vero
abbiano i suoi risultati e in base a quali ipotesi essi sieno ottenuti; e
sono ben lieto d’aver dato occasione a Lei di mettere in chiaro, come
forse non era ancora stato fatto, i principi di quella teoria. Aggiungerd
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poi, che non ho inteso di fare, propriamente parlando, una objezione
alla teoria di cui parliamo, osservando che la legge di Porssox non &
applicabile alle questioni in cui il numero delle possibilith & infinito.
Ho voluto dire con cid, che per tali questioni, come ho gid accennato,
non pud in generale attendersi dall’esperienza alcun risultato costante.

Riassumendo adunque, non solo la teoria delle probabilith geome-
triche non risolve la questione che mi sono proposta, ma la questione
stessa non ammette una soluzione determinata ed unica.

A queste conclusioni potrebbe obiettarsi, che in qualche caso i ri-
sultati della teoria delle probabilith geowetriche si trovano d’accordo
coll’esperienza. Cosi & per esempio del notissimo problema dell’ago.
Ma, se esaminiamo meglio le cose, vediamo che cid non infirma punto
quanto io ho asserito. Consideriamo, per maggior semplicity, il pro-
blema della moneta. Sia tracciato sopra una tavola orizzontale un si-
stema di rette parallele a distanza a l'una dall’altra, e si getti sulla
tavola una moneta di diametro d; la probabilitdh che essa cada sopra

a
una delle parallele &, secondo la teoria, - eun risultato sensibilmente

concorde viene dato dall’esperienza. Ora, se sﬁpponiamo le nostre mi-
gure esatte sino al millimetro, la nostra tavola, di cui indicheremo in
millimetri la lunghezza con I ¢ la larghezza con na, ci apparird come
un reticolo a maglie quadrate di 1 mm. di lato, ¢ le posizioni possibili
(e che dobbiamo ritencre ragionevolmente come egualmente possibili)
del centro della moneta saranno nal, mentre quelle favorevoli alla
nostra ipotesi saranno ndl. Siamo dunque nel caso d’un problema in
cui il numero delle possibilitd ¢ finito, e la probabilitd ci & data im-

dl d
mediatamente da :lz_al , ciot da = Nou solo; ma, poicheé qui la legge
di Poissox & applicabile, abbiamo diritto di pensare che il risultato di
. - d
un numero abbastanza grande di prove sard vicino a =z Adunque nel

caso che consideriamo la teoria e V’esperienza ci danno sensibilmente
uno stesso risultato. E facile persuadersi che la ragione di tale coinci-
denza sta nel fatto che la legge di densita adottata nella soluzione
teorica &, se cosl posso esprimermi, il limite di quella che ci si pre-
senta come la piu naturale nel caso pratico. Ne segue che quei pro-
blemi, e sono i piu, nei quali nessuna legge ci si impone come la pilt
naturale (p. es. il problema delle eorde del cerchio), sono effettivamente
indeterminati, sicch® & vano sperare per essi dai risultati della teoria
un aiuto per la previsione dell’esito delle esperienze.

- Concludiamo ormai, e poniamo in luce il punto su cui ci troviamo
in disaccordo. Ella dice (p. 3), che onde una questione cada sotto il
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dominio del calcolo delle probabilitd « occorre che l’enunciato di essa
lasci scorgere il modo pilt naturale ecc. », ma poi, presentandosi un
problema qualsiasi, Ella ha sempre cura di formularlo in guisa che
questo modo pit naturale appaia in ogni caso senza equivoco; s’intende
perd, che questo in generale pud farsi in infinite maniere diverse, sicché
un problema unico pud avere un’infinita d’cenunciati, e quindi altret-
tanti modi pit maturali ecc. ed altrettante soluzioni. Io invece esigo
che non solo I'enunciato della questione, ciod quel modo di formularla
che io posso aver scelto a piacere fra gl'infiniti possibili, ma ’essenza
stessa della questione lasci scorgere il modo pit naturale ecc.; allora
soltanto la soluzione & unica, e quindi risponde veramente al problema
(come avviene pel giuoco della moneta). Tutto il resto pud essere ele-
gante analiticamente, pud anche essere utile come metodo di ricerca,
ma, come calcolo di probabilith, cioé come applicazione delle matema-
tiche allo studio dei fenomeni naturali, non so attribuirgli alcun valore.
Mi creda colla massima stima
Suo devotissimo

GivrLio VIVANTIL

Sopra la parte fatta alla storia
in un disegno di Bibliografia delle Matematiche.

Nota di A. FAVARO.

1/indirizzo che gli studi concernenti la Storia delle Matematiche
hanno ricevuto negli ultimi dieci o dodici lustri doveva far maggior-
mente sentire la mancanza d’una bibliografia matematica, e chiunque
ha atteso ad indagini concernenti la storia scientifica sa troppo bene
quanta fatica, quanto tempo € quanti danari costi l’allestimento della
cosiddetta Literatur der Frage, senza la quale non solo non pud im-
prendersi alcuna ricerca storica, ma nemmeno alcun serio lavoro, qua-
lunque ne sia 1’argomento, eccettuato il caso in cui si aspiri a dar vita
ad una proles sine matre creata, quantunque in questo, forse piu che
in altri casi, dovrebbe tornar utile I’accertarsi anzitusto della inesistenza
di precedenti. ’

Non & per veritd, ed a stretto rigore, che manchino affatto i reper-
torii nei quali lo studioso possa pescare le indicazioni delle quali ab-
bisogna. I lavori dello Scheibel, del Beughem, del Murhard, del Reuss,
del Miiller, del Rogg, del Sohncke, dell'Erlecke, del Poggendorff, la
List of Scientific papers edita dalla Societa Reale di Londra, VJahrbuch
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Wber die Fortschritte der Mathematik, 1 poderosi ed accuratissimi la-
vori del Riecardi, del Bierens de Haan e del Zembrawski, ed una quan-
titd di lavori speciali concernenti un determinato ramo dello scibile
matematico riescono senza alcun dubbio preziosissimi; ma, sia perche
alcuni sono limitati alla produzione d’un solo paese o di un’epoca li-
mitata, o ad un argomento determinato, sia perch& in generale condotti
seguendo criterii e formule diverse, sia perché nel loro complesso non
presentano caratteri di continuitd, sia infine perch® non tutti elaborati
col medesimo scrupolo, non offrono allo studioso quelle garanzie di quasi
assoluta sicurezza, le quali lo rendano ben certo ch’egli non corre alecun
pericolo di trascurare alcun contributo, e forse tra i principali, all’ar-
gomento del quale egli si propone di occuparsi.

" Ora, quasi contemporaneamente, veniva portato a conoscenza degli
studiosi che il Riccardi, il cui solo nome & garanzia di successo in la-
vori di simil genere, stava per condurre a termine la Biblioteca Ma-
tematica italiana del secolo XIX in continuazione ed a complemento
di quella pregevolissima gia fatta di pubblica ragione e che siestende
dalla origine della stampa ai primi anni del corrente secolo, che il Va-
lentin si era sobbarcato alla immane fatica di raccogliere tutte le in-
dicazioni relative ai lavori matematici pubblicati dalla invenzione della
tipografia fino ai giorni nostri, eccettuatine i trattati puramente ele-
mentari; e finalmente la Societa Matematica di Francia annunziava la
intenzione di compilare un repertorio bibliografico per il quale veni-
vano diramate alcune circolari, seguite poco appresso da un disegno
di classificazione particolareggiata, modificato di poi in conseguenza
delle osservazioni che vi avevano fatte gli studiosi ai quali era stato
indirizzato.

La esposizione universale di Parigi del 1889 parve occasione oppor-
tuna per riunire un congresso internazionale di bibliografia delle ma-
tematiche « dans le but d’établir un répertoire detaillé de toutes les
questions du domaine de ces sciences, répertoire qui servira ensuite de
base & la classification des travaux des géometres. » A questo congresso,
che fu tenuto in Parigi dal 16 al 19 luglio 1889, erano stati invitati
numerosi matematici d’ogni parte d’Europa ed anehe alcuni americani,
dei quali fu stampato ’elenco: e dei lavori di esso venne pur pubbli-
cato un processo verbale sommario. Il Congresso prese per fondamento
dei suoi lavori gli studi gia fatti, secondo ’accennato indirizzo, dalla
Societd Matematica di Francia: nei giorni 16, 17, e 18 luglio si discusse
il disegno di classificazione proposto dal Comitato a cid designato, e
nel successivo 19 venne fra le altre cose determinato:

1° Di pubblicare un repertorio bibliografico delle matematiche,
col fine di risparmiare lunghe e faticose ricerche agli studiosi, e di
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comprendervi i titoli delle memorie concernenti le matematiche pure
ed applicate date alla luce dal 1800 fino al 1889 inclusivamente, ed i
lavori relativi alla storia delle matematiche a partire dal 1600, pren-
dendo per fondamento l'ordine logico delle materie;

20 Di pubblicare successivamente dei supplementi per periodi
decennali, nei quali sia fatto posto alle eventuali omissioni del reper-
torio principale e dei precedenti supplementi;

3° Di escludere dal repertorio le opere destinate a fini didattici
non contenenti la esposizione di risultati originali, e cosi pure i lavori
concernenti le matematiche applicate, i quali non interessino il pro-
gresso delle matematiche pure, e nominatamente quelli astronomici e
gia registrati nella Bibliografia di Houzeau e Lancaster.

E venendo ora a dire in particolare della classificazione per cid che
concerne in particolare la storia, non ¢i & noto a quali criterii si sia
informato il Valentin; ma il Riccardi & entrato in qualche dichiara-
zione a questo proposito nel Saggio da lui edito, e la Commissione per-
manente, costituita nella occasione dell’anzidetto Congresso, ha pubbli-
cato il suo disegno con ogni particolare.

I1 Riceardi, con quella incontestabile competenza che gli deriva
dalVaver gia condotto a termine quel colossale lavoro al quale abbiamo
gia accennato, avverte giudiziosamente che una delle maggiori diffi-
coltd consiste nel determinare precisamente quali siano le opere da
comprendersi, ciod quali in tutto o in parte si possano classificare fra
le matematiche, imperocché apparisca assai chiaro come un ben sottile,
e talvolta quasi impercettibile, anello di congiunzione riunisca questa
ad altre scienze affini. Nell’incertezza perd, che sempre lascia la pra-
tica applicazione dei principii astrattamente i pilt fermi, & sempre pre-
feribile largheggiare, non escludendo quegli scritti i quali, sebbene a
tutto rigore non si possano classificare fra i matematici, meritano tut-
tavia di essere conosciuti per l'attinenza immediata storica o scientifica
che hanno con questa scienza. -

Se pertanto in quel suo antecedente lavoro ebbe il Riccardi per
intendimento precipuo di far opera profittevole alla storia ed alla bi-
‘bliografia delle scienze esatte ed alla biografia degli womini che nel
passato contribuirono al loro avanzamento, nella continuazione di esso
egli si propone d’intendere ad uno scopo principalmente scientifico. E
se nella Biblivteca Matematica diede la precedenza al eatalogo alfabe-
tico per nomi di autori, pare invero che in una bibliografia matema-
tica dei nostri tempi debba tenere il primo posto il prospetto delle opere
per ordine di materie. Il quale perd, allo scopo di agevolare le ricerche
degli studiosi, e ad evitare la superflua ripetizione della indicazione
della stessa opera tante volte quanti sono i soggetti in essa trattati,
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dovrebbe ecssere accompagnato e seguito da un indice per argomenti,
i cui titoli con soli numeri di richiamo avessero riferimento al prospetto.
E valga il vero, che le semplici classificazioni per materie senza il sus-
sidio degli indici per argomenti, non possono far buona prova, nem-
meno come cataloghi di pubbliche biblioteche, imperocehs, oltre 1’ac-
cennato inconveniente di dover pilt volte ripetere il titolo delle stesse
opere, & da considerarsi che la formazione di una particolareggiata
classificazione per materie, anche in uno stesso ramo dello scibile, di-
pende da criterii individuali e variabili, mentre I'indice per argomenti
& determinato dai titoli stessi del soggetto dell’opera e delle varie sue
parti; ed ¢ sempre suscettibile di ulteriori perfezionamenti, mediante
Yaggiunta di nuovi titoli, senza alterare Pordine del prospetto generale
o del catalogo. A soddisfare infine alle ricerche biografiche potrebbe,
secondo il Riccardi, riuscire sufficiente un indice alfabetico dei nomi
degli autori, con le sole indicazioni del luogo nativo, degli anni nei
quali vissero od in cui nacquero, se tuttora viventi, delle memorie pub-
blicate intorno alla loro vita ed in gererale sui loro studi, ché dei giu-
dizi speciali e dei particolareggiati annunzi delle loro opere ravviserebbe
preferibile il far menzione in calce alla indicazione che mel Prospetto
generale viene delle opere stesse somministrata. Queste indicazioni bio-
grafiche di ciascun autore verrebbero completate dalla serie dei numeri
col quali le rispettive opere sono indicate nel Prospetto.

Il Saggio dato alla luce dal Riccardi ed al quale-abbiamo gia ac-
cennato, contiene tre elenchi di opere pubblicate da autori italiani ri-
spettivamente intorno alla prospettiva, alla geometria descrittiva e ad
alcune applicazioni di questa, inclusovi il disegno axcnometrico, ed in
ognuno di essi il « Catalogo cronologico » & preceduto dalle « Fonti
storiche » relative. Di qui adunque apparisce la intenzione del Riccardi
di premettere a ciascuna grande divisione della sua nuova Biblioteca
Matematica la indicazione delle fonti alle quali si devono attingere le
notizie storiche particolarmente ad essa relative.

Il disegno di repertorio bibliografico compilato in seguito all’inizia~
tiva della Societd Matematica di Francia parte invece da criterii affatto
diversi. Esso divide anzitutto lo scibile matematico, o, per dir pii esatto,
il materiale bibliografico che si propone di classificare in tre grandi
categorie, cio¢: Analisi matematica, Geometria e Matematiche applicate,
e colloca la storia delle scienze matematiche fra queste ultime, conglo-
merandola con la rispettiva filosofia.

Che la storia delle matematiche fosse da considerarsi come un ramo
delle matematiche applicate, per verita non avevamo mai saputo: e tanto
meno ci sembra giustificata tale classificazione, quando vediamo esclusa
da queste l’applicazione del calcolo alle scienze morali ed economiche,
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la quale & compresa, col calcolo delle probabilitd, tra i lavori di analisi
matematica. '

Ma ancor meno ci soddisfa la relativa suddivisione che qui testual-
mente riproduciamo:

CLASSE V.
Philosophie et Histoire des Sciences Mathématiques.

1. Considérations diverses sur la philosophie des Mathématiques.
a. Méthodologie.
. Origine des Mathématiques: Egypte; Chaldée.
3. Gréce.
a. Période helléne jusqu'a Euclide.
b. Période alexandrine, d’Euclide a Héron.
c. Période gréco-romaine, jusqu’'a Constantin.
d. De Constantin a la chute de Uempire byzantin; mathéma-
tiques byzantines.
4. Orient et Extréme-Orient.
a. Indous. — b. Chinois. — c. Arabes. — d. Juifs.
5. Occident latin.
a. Romains. — b. Moyen-dge.
6. Renaissance, XVI® si¢cle, — 7. XVII® si¢cle.
8 XVIIIe sidcle. — 9. XIXe sitele. — 10, XX* sitcle.

N

Ho gia avvertito che le risoluzioni prese nell’ultima adunanza del
Congresso portano che con i lavori d’indole storica non si debba nel
repertorio risalive al di 15 del 1600: quali ragioni abbiano indotto a
tale limitazione non sappiamo invero, ed anzi non comprendiamo come
il numero, relativamente assai ristretto, di lavori storici antecedentia
tale epoca non abbia consigliato a non imporre limitazione di sorta al-
cuna, rendendo cosi, almeno sotto questo rispetto, nei riflessi del tempo,
completo il repertorio.

La classificazione poi, quale ei viene offerta, apparisce esclusiva-
mente informata a criterii di tempi e di luoghi, cosicche, non essendo
tenuto alcun conto dell’indole dei lavori, i compilatori saranno neces-
sariamente obbligati a ripetere ed a richiamare in ogni singola sud-
divisione 1 titoli cosi dei lavori storici generali, come di tutte le mo-
nografie le quali, comprendendo lo svolgimento storico di un determinato
argomento o di una determinata questione, si riferiscono necessariamente
e a piu tempi e a pit luoghi.

Per fermo seduce la prospettiva di trovare insieme raccolta in una
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classe a s¢ tutta la suppellettile storica, ma questa condensazione non
pud farsi, secondo il nostro avviso, senza nuocere grandemente allo
scopo supremo del lavoro ed alla sua economia, Infatti, poiché il fine
essenziale del repertorio & di risparmiare agli studiosi quelle faticose
indagini che, in mancanza di esso, sono oggidi necessarie, perché vorra
costringersi lo studioso, che vuol raccogliere i materiali concernenti la
storia di un dato problema, ad andar percorrendo tutta intera la classe,
senza aver dopo cid la certezza di aver esaurite le sue ricerche, poiché
con tutta probabilita, anzi diremmmo con la quasi assoluta certezza, i
titoli delle opere riferite non gli diranno se le varie fasi, che la solu~
zione di quel problema ha attraversate, vi si trovino tutte descritte?

Tra le varie risoluzioni adottate dal Congresso & pure quella di
esprimere il voto che ogni autore ponga in seguito al titolo della sua
memoria una notazione, la quale in modo abbreviato e secondo con-
venzioni stabilite si riferisca alla classificazione presa per fondamento.
Or bene, quale notazione dovrebbe esscre apposta a questa stessa bi-
bliografia che si tratta di compilare, se alla bibliogratia ron ¢ fatta
parte alcuna nella classificazione? Secondo P’avviso nostro, del resto,
non solo la bibliogratia avrebbe dovuto esser tenuta distinta dalla storia
e messa nella dovuta evidenza; ma altresi gioverebbe lo sceverare da
questa la scrie delle biografie, come giy fece il Jackson in quel suo
bellissimo lavoro per la botanica, che aggiunge intorno a seimila voel
a quello, gid esso stesso cosl ben fatto ¢ cost utile, compilato dal Pritzel.

Mossi, non giy da un sentimento di sistematica opposizione, ma dal
desiderio di far si che un tanto immane lavoro, il quale non potra cer-
tamente essore a breve scadenza rimaneggiato, riesca il migliore possibile,
ci permettiamo di esprimere Vavviso clie tutta la Classe V del disegno
debba csser modificata, sia separando la parte delle considerazioni fi-
losofiche da quella che piu strettamente deve risguardare la parte di-
dattica, sia rimaneggiando completamente la distribuzione della sezione
storica, la quale, per i lavori generali, deve trovare il suo posto in eapo
al repertorio, e per quelli speciali venir distribuita convenientemente
in capo alle singole sezioni, cosicch¢ la bibliografia di ciascuna di esse
riesca veramente completa. )

Da parte nostra vogliamo sperare che la Comunissione modifichera
il suo primitivo disegno: e se noun lo fara fin da bel principio, vi sara
ineluttabilmente costretta all’atto pratico, se pur vorrd far opera che
corrisponda pienamente al fine ch’essa si & proposto di conseguire, e
nel raggiungimento del quale 1’accompagnano i fervidi voti di tutti gli
studiosi.
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Sulla definizione di velocita di un punto.

Nota del Dott. G. M. TESTI

L’egregio Prof. NovARESE pone in fine della sua Nota, pubblicata
nel 1° numero della presente Rivista, e che porta il medesimo titolo
di questa, le domande seguenti :

« La velocitd di un punto mobile & un numero o un segmento ?
« 0, a dir meglio, & preferibile in Cinematica definirla come un nu-
« mero o come un segmento? E in Meccanica, ¢ dessa da considerarsi
< né pit né meno che in Cinematica, ovvero come qualche cosa di
« connesso colle proprietd che si attribuiscono al punto materiale? »

E ¢id dopo aver passato in rassegna le definizioni che alcuni autori
danno della velocitd di un punto.

Ho voluto rileggere nei pochi autori di meccanica della mia mo-
desta libreria la definizione di velocitd ed ho trovato la stessa incer-
tezza. 11 Prof. Rorrt nei suoi Elementi di fisica, per cominciare con
un’opera elementare, chiama velocita « Vattitudine che ha un corpo di
« percorrere uno spazio maggiore o minore in un datoe tempo » e dice
che nel moto uniforme essa ¢ misurata dallo spazio percorso nell’unita
di tempo (v. I, n. 24) e nel moto vario definisce soltanto la wvelocita
media. I cosi, o presso a poco, & detto in altri trattati di fisica, in
alcuni dei quali, come per es. in quello del CaxTox, si parla di velocita
di un moto vario senza darne la definizione.

Nelle Legons de Mécanigue del Brior si legge (pag. 5): « Dans un
« pareil mouvement (il movimento uniforme) on appelle witesse la lon-
« gueur parcourue par le mobile dans l'unité de temps », e poi, dopo
aver definito nel moto vario la velocitd come il limite della velocita
media, & aggiunto: « la vitesse au temps t est une grandeur géome-
« trique portée sur la tangente A la trajectoire, dans un sens déter-
« miné » (pag. 9); e questo concetto poi & ribadito nel caso del moto
circolare uniforme colle parole: « la vitesse, quoique ayant une lon-
< gueur constante, doit étre regardée comme une grandeur géométrique
« variable, & cause du changement de sa direction. »

Nel Traité de Mécanique del LAURENT (v. I, pag. 5) & definita al
solito la velocitdh nel moto uniforme come « l’espace parcouru par le
« mobile dans l'unité de temps »; poi quella del moto vario stabilendo

ds
la formola v =" In seguito si parla della rappresentazione geome-

trica della velocitdh al tempo £, e, a mio parere, con una inesattezza
dove si chiarisce il significato della frase longueur édgale ¢ v e si fa
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credere che questa lunghezza possa dipendere dall’unitd di spazio, cio
che non &, perche se anche varia con questa unitd il numero che misura
ds . .
gz Don varierd la lunghezza del segmento corrispondente, dovendo s
€ v di necessitd essere riferiti alla medesima unita. ,

Il medesimo metodo ¢ seguito nel Cours de Mécanique dello STUrRM
ain, 155 a 159 del v. I, ma poi nella lezione 18* ove si tratta du mou-
vement curviligne et des forces qui le produisent, & data nuovamente
la definizione di velocitd nel moto vario e curvilineo partendo dalla

ds
1* legge del moto, e la formola v = 2 & ritrovata, considerando v

come risultante delle velocitd lungo i tre assi delle proiezioni del punto
mobile, e quindi, implicitamente almeno, considerando la velocitd come
un segmento.

Nel Treatise of natural philosophy dei Prof. W. TrHomsox e P.
G. Tarr & detto (V. I, . I, pag. 11): « The rate of motion of a point,
« or its rate of change of position, is called its welocity » e in seguito:
« uniform velocity is measured by the spacé passed over in unit of
« time »; e poi nel caso del moto vario rettilinco (pag. 12): « we define
« the exact velocity at any instant as the space which the point would
« have described in one second, if for one sccond its velocity remained
« unchanged. » Definizione questa oscura parecchio, e piit che oscura
difettosa perche, dopo tutto, non si sa ancora che sia, ne che possa essere
la velocitd, n¢ quindi si pud capire che voglia significare la frase: re-
mained unchanged; e questo errore & ripetuto in tanti altri trattati
che sarebbe troppo lungo e inutile il citare.

E, n¢ le frasi citate, n& il scguito possono farci capire sc nella mente
degli autori l’ente wvelocita voglia considerarsi come un numero o come
un segmento, come lo mostra il seguente periodo (pag. 13):

« The preceding definition of velocity is equally applicable whether
< the point move in a straight or curved line; but since in the latter
< case the dircction of motion continually changes, the mere amount
« of the velocity is not sufficient completely to describe the motion,
< and we must have in every such case additional data to remove the
« uncertainty, » nel quale, a mio credere, la prima parte & in contrad-
dizione colla seconda. Nemmeno il modo con cui & tolta l'incertezza
accennata serve a schiarir meglio il concetto di velocitd, giacche si
parla della velocitd come risultante delle tre lungo gli assi e quindi
quella che cra prima un numero, pol quasi diventa un segmento; ma
in ogni modo una definizione chiara dell’ente velocitd manca affatto.

Non vale la pena di eitare altri autori che mi & capitato di leggere,
perche di nessuna autoritd; e di esaminarne altri di pilt recenti 1’op-
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portunitd mi ¢ mancata; ma probabilmente persisterebbe in tutti la
medesima incertezza di metodo che ha porto occasione all’egregio Prof.
Novarese di formulare quelle domande.

&
% ¥

Ora sembra a me, che, riferendoci prima alla cinematica, il dubbio
non vi possa essere, e la velocith s'abbia a definire addirittura come
un segmento. La cinematica evidentemente deve seguire il metodo della
geometria, dove la definizione degli enti, che si fa ordinariamente per
postulati, ha, sotto un certo aspetto, in s¢ un qualche cosa di arbitrario.
E per cid, in cinematica, basterd che questo ente, il quale vogliamo
chiamare velocitd, sia definito cosi da non portarc poi contraddizione
coi risultati dell’esperienza.

Credo perd che, specialmente sotto 1’aspetto didattico, abbia molta
importanza il modo con cui la definizione stessa & presentata, allo scopo
che in chi legge, o in chi ascolta, chiaro se ne faccia subito il concetto.

Ed ecco, a parer mio, in che modo a questa definizione occorrerebbe
arrivarcl.

Accennato dapprima che in cinematica il moto si definisce come un
fatto geometrico, determinando le coordinate del punto, che vien detto
mobile, come funzioni di una variabile indipendente a cui si da il nome
di tempo, ciod per mezzo di equazioni della forma

z=2x(1), y=y(), z=2z(t);
e fissato che, in vista specialmente delle applicazioni, vale a dire perche
il moto cosi definito possa corrispondere al moto reale di un punto ma-
teriale, le funzioni a, y, z della variabile ¢ debbano, almeno in un
certo intervallo relativo alla stessa variabile, ammettere le derivate
prime e seconde e essere insieme a queste continue, e, in gencrale, fi-
nite, si studiera dapprima il moto definito dalle equazioni semplici

rx=mt+a, y=nt-—20, z=pt—+c,
dove m, n, p, a, b, ¢ sono costanti; e dimostrato che la traiettoria & ret-
tilinea e che il punto in essa si sposta di segmenti eguali in tempi
eguali, ragione per cui il moto verra detto uniforme, si chiamerd ve-
locita il segmento percorso dal punto nell’unitd di tempo, segmento
che avra per misura:
—— 2 2 2
U= l/ m? —+ n® +p*,
e la cui direzione fard cogli assi angoli i cui eoseni saranno:

m n P
— — S

U U u

— 81 —
Poi passando al moto definito dalle equazioni generali
z=2x(t), y=y(®), z=2(f)
e dimostrato che esso non sard in generale uniforme, e si dirad percio
moto vario, si chiamerda wvelocita media nel tempo At suceessivo a i,
quella velocith che corrisponderebbe ad un moto uniforme che portasse
nel tempo Af il punto mobile dalla posizione iniziale (corrispondente
al valore t) alla posizione finale (corrispondente al valore ¢+ Aty lungo
la retta che congiunge i due punti. E cosi facendo si manterranno in-
cluse nell’ente velocitd le due caratteristiche di grandezza e direzione
che servono a definiria, mentre che col detinire la velocitad media, come
ordinariamente si fa, supponendo che il moto si faccia uniforme, ma
lungo la traiettoria che il mobile di fatto percorre, si viene a fissare
dellente velocita media una caratteristica sola, o a definirla, come 0s-
serva giustamente il Prof. NOVARESE in una Nota al suo scritto, come
«un arco di linea del quale sarebbe individuata la sola lunghezza »,

il che equivale a non definirla affatto.
E osservando in seguito ehe questa velocitd media avra per misura

1 e
V= A—Zl/mz:?—i— Ayt + 4zt

essendo Awx, Ay, Az gli incrementi di @, y, 2 per I’incremento A del
tempo, e che la sua direzione sard fissata dai coseni

Ax Ay az
) TR —————— [ —————_
V aa? + ay? + a2® l/Aoc2+Ay2+A22 J axt+ ay®+ 22

si accennerd che queste quantitd, per le ipotesi fatte circa alla matura
delle funzioni x, ¥, #z, ammetieranno sempre dei limiti per At =0, limiti
che corrisponderanno alle altre:

i USRI OR

de dy dz
@’ ds’  ds’
e senza dare ancora un significato a questi limiti si dimostrera il
TEOREMA. — Se considerando un punto animato da un moto defi-
nito dalle equazioni
‘ e=a(t), y=yl, =20
dove @, Yy, 2 sono funziont continue, e generalmente finite, tnsieme
alle loro derivate prime in un dato intervallo che comprenda il valore
6
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¢t ; ' ;
form; ,ie sztffg)pone che, a partire da questo valore, il moto si tras-
7 rettrlineo uniforme, é necessario (se si vogliono continue le

derivate delle funzioni x
oy . s Y, 2) che questo mowi ;
citd il segmento la cui mz'sz;m é e vmento abbia per velo-

o=Vt + gt~ o7 (&)

e o . . . .
la cui direzione fa cogli assi angoli che hanno per cosens

% v v

¢ ehe quindi & diretto secondo la tang
t _ to .

cOmElmf‘atu le equa.zioni che possono servire a definire questo moto
Piesso saranno pei valori di ¢ precedenti a ¢, (to incluso):

r=x®), y=y{), z==z(,

€ pei valori di ¢ seguenti a ¢, (to Incluso) potranno essere della forma:

x=mt+a, Yy=mnt+b, Z=pi+c,

dovi m, %, p, a, b, ¢ sono costanti,

a velocitd del moto definito d i

) al 2¢ i ioni

in grandom sistema di equazioni sara data
'u=l/17z"'—+—712—+—1t72 s

€ in direzione per mezzo dei coseni

28

gls
e

e . - .
. a se vogliamo che il primo sistema di equazioni e il secondo defi-
scano x, y, z come funzioni di ¢ continue‘ecc.,

bisognera che sia
@ (fo) = mtp +a, Y (o) =nt; +1,

2 (yo) = pto +c;

¢ fra le derivate, pel valore ¢ = to, dovranno esistere le relazioni:
m=a'(t), n=y(t), p=2();

€ percid sard:

u=pa? (E0) +¥'2 (to) + 2% (t,) = (%) =,

2|3

=£-'f;@= (%)o

ente alla traiettoria mel punto

e il teorema & dimostrato.

E dopo questo teorema, d’accordo coi concetti che si hanno in geo-
metria circa i valori limiti delle quantitdy variabili, sard naturale di
chiamare velocitd del moto vario al tempo £, la velocitd del moto
uniforme considerato nel teorema precedente, la qual velocitd sard
dunque un segmenfo la cui direziome sard quella della tangente alla
traiettoria nel punto considerato, e che potrd dirsi déirezione del moto
in quell’istante, e la cui lunghezza verrda data da (%i—) , lunghezza

[
che dipenderd dalla sola unitd di tempo. '

La velocitd quindi verra a esser considerata, eosa che generalmente,
del resto, si fa, come un’attitudine al moto, pér il fatto che realmente
quel dato segmento cui corrisponde non $ard percorso dal punté mobile,
altro che nel caso in cui il moto dall’esser vario si tragformi in retti-
lineo-uniforme.

I a scanso di equivoci non eredo superfluo il notare che V'ente ve-
locita mel moto vario avra esistenza soltanto per dato e fatto di queste
considerazioni, e che prima di esse la frase velocita nel moto vario
doveva intendersi priva affatto di significato.

Noto ancora che Vente velociti essendo definita da due caratteri-
stiche, la grandezza e la direzione, si dovra chiamar costante la velo-
cita, quando lo siano questi due elementi; ¢ che quindi se uniforme
vorrd dirsi quel moto in cui la velocita & costante, dovra sotto questa
denominazione intendersi incluso quel solo movimento rettilineo in cui
gli spazi sono proporzionali ai tempi, e che una parola nuova occorrera
per indicare quel moto per linee curve nel quale in tempi eguali il
mobile percorre archi di egual lunghezza, moto che & pure general-
mente chiamato uniforme.

No si dovra confondere poi 1’ente velocita colla sua misura, la quale

ds
sary il numero ar che comparira nelle formole (numero che soltanto

per brevitd si continuera a chiamare welocitd, invece di dirlo misura
della velocitd); precisamente come nelle formole figura come un numero
il raggio p di curvatura di una linea, mentre esso per ogni punto di
questa ha non solo una lunghezza, ma anche una direzione, o meglio,
una posizione determinata. :
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***

Tutto cid che & stato detto potra valere per la cinematica. Passando
ora alla mececanica, e pilt specialmente alla dinamiea, lo stabilire una
definizione dell’ente velocitd & certo pid difficile e forse anche impos-
sibile, giacche l'osservazione del Poisson, citata dal Prof. Novirese
« la vitesse d’un point matériel en mouvement est une chose qui rés}dé
< da.ns ce point, dont il est animé, qui le distingue actuellement d’un
« .pomt matériel en repos et n’est pas susceptible d’une autre définition »
mi sembra giusta sotto ogni aspetto, giacche il concetto fisico di velocita
ha troppa attinenza con quello di forza perch& sia sperabile di poterlo
definire.

Meglio forse che in altro modo & il definirla, colla frase usata dal
Rorr e da tanti altri, come l’attitudine che ha un punto materiale in

movimento a percorrere in un certo tempo uno spazio maggiore o mi-

nore; ma come ognun vede, questa come tante altre definizioni che
specialmente in passato, sono state accettate nella scienza, e che pel"
cosl dire, si riferiscono al pitt o al meno e non al quanto’ non é’ una
definizione abbastanza soddisfacente. ’

Perd considerando la cosa sotto l’aspetto dell’insegnamento, e non
dal lato. filosofico, e rimanendo nel puro campo della meccaui(;a razio-
nale, mi pare che si possa accettare la definizione medesima che &
stata data in cinematica, perche nel moto uniforme essa si riferisce
a.un fatto reale, e nel caso del moto vario la prima legge del moto
giustifica pienamente quella definizione coll’ammettere che un corpo u;
moto, quando cessino le cause acceleratrici o ritardatrici, si muove di
moto uniforme e in linea retta, appunto con quella veloéita che & con-
templata nel teorema che & stato or ora dimostrato, giacchs il fenomeno
soddisfa certamente alle condizioni di continuitd che vi sono accennate

Concludendo dunque dovra chiamarsi, cosa che generalmente tutti
fanno « velocitd in un dato istante nel moto vario quella che assume-
rebbe.a il corpo se in quell’istante il moto si facesse rettilineo-uniforme »
e. quindi in ogni caso la velocith viene a concepirsi come un segmento
c&oé come un tratto rettilineo di direzione determinata che nell’unita:
di tempo, il punto materiale o percorre difatti, o ha l’a:ttitudjne a
percorrere.

Carrara, 4 marzo 1894,
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Osservazioni al « Trattato d’Aritmetica di G. Bertrand. »

(Traduzione italiana di G. Novi, 1862).

Sul trattato di Aritmetica del sig. Bertrand sono stati modellati tutti
i trattati d’aritmetica finora pubblicati; in questi si trovano conservate
(anzi il pit delle volte aumentate) le inesattezze esistenti nel trattato
del Bertrand. Credo cosa non inutile rilevare le principali di queste
inesattezze.

Pag. 1, N. 1.

« Si chjama grandezza o guantitd tutto cid che & suscettivo di au-
mento o di diminuzione », — Segue da cid che una grandezza data,
e quindi invariabile, come p. e. 3 metri, non & una grandezza, o al-
meno cessa di esserlo quando & data. — Che le ordinarie grandezze,
godano della proprieta che datane una, di una determinata specie, se
ne possano pensare infinite altre, della medesima specie, che si ottengono
dalla prima facendola variare in modo continuo o discontinuo, & vero;
ma non & vero che tale proprietd sia caratteristica, ciod che su essa
sola si possa basare la teoria di un gruppo di grandezze, perché non
si saprebbe se queste si possono sommare, s€ ammettono o no le gran-
dezze multipli e summultipli e entro quali limiti ece.

Pag. 1, N. 3.

« Misurare una quantita significa determinarla con precisione, pa-
ragonandola ad un'altra quantith della stessa natura che si considera
come conosciuta ».

1 chiaro che non pud essere misurata che una grandezza data, qua-
lunque sia il modo col quale & data. Allora se misurare vuol dire deter-
minare con precisione, che cosa significa determinare una cosa data?
B del resto ammesso anche, per un momento, che il concetto di misura
sia in quel modo esattamente espresso, una grandezza non pud mai dirsi
determinata dalla sua misura, perche se un sol numero misura una
grandezza A mediante ’unita U, sono infinite le grandezze, della me-
desima specie di A, che sono misurate mediante U dal numero a.

Il periodo sopra riportato del sig. Bertand non pud, inoltre, esser
ritenuto come esprimente la definizione di misura, poiche per dire che
cosa si intenda per misura fa uso del concetto di paragone che ha pure
bisogno di esser definito. Di pilt se 'uomo intuisce in un sol modo il
concetto di misura, intuisce in pill modi il concetto di paragone, tanto
che credo sia impossibile dire che cosa si intenda per paragonare due
grandezze della medesima specie.
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Pag. 2, N. 5.

Dopo aver dato la definizione di numero astratto e concreto, e aver
s 3 3 - J

detto che la 2* di queste denominazioni pud far nascere un’ides ine-
sa.ttta. — perché realmente un numero concreto ¢ una quantitd — ag-

giunge. « Quando si dice 7 litri il numero & 73 la pa i

. rola litro com

ma non modifica l'idea ». P plets
] La parol?, litro non completa nulla perché la parola setfe & il nome
di una speciale quantita — il numero — che & univocamente determi-
I}?ta dal suo nome; invece, la parola litro, modifica completamente
l1d'ea‘e.spr<.essa dalla parola setfe, perché, mentre 7 indica un numero,
7 litr indica una grandezza di specie diversa dalla grandezza numero.,

Pag. 9, N. 15.
, s . oo
« L’addizione consiste nella riunione di due o molte quantitd della
stessa specie in una sola ».
E riunire che cosa significa? Potendosi prendere la parola riunire

in uno dei tanti sensi che le sono propri, si i
: pri, si potrebbe p. e., d
la somma dei numeri 4; 5; 17 & 4517! ’ Pr € Glre che

Pag. 21, N, 28.

« _Allorc‘hé.una quantitd si ripete un numero intero di volte, si dice
che si moltiplica per questo numero intero ».

Anchc? qui che cosa significa ripetere? E posto che ripetere p. e. a
3 volFe sx.gmﬁ.chl sommare a con a ed alla somma aggiungere ancorat
a, & inutile dire ripetere un numero.intera di volte, perche, in quel
senso, non si i ri i i
ens0; on sl potrad mai ripetere una quantitd %, di volta.

Pag. 122, N. 151.
« TeoreMa I. — Una frazione & eguale al quoziente della divisione

del Su0 numeratore pel suo denominatore ».
4 «ttliPer tjisemplo i, & il settimo di 15: infatti, il settimo di 15 contiene

settimo di ciascuna delle 15 unitd che compon, i i
0
15 volte o ». pongono 15, ciot a dire
q Quando fiice che il settimo di 15 contiene il settimo di ciascuna
elle 15 unitd che compongono 15, ammette come dimostrato — e pre-
cedentemente non & stato fatto — che la settima parte di una somma
é eguale‘ alla somma delle settime parti dei suoi termini. Quando dice
51"'"" ciod 'a dire 15 volte [, > ammette che 4|, sia il quoziente della
visione di 1 per 7 e che 15 volte ¥/, faceia appunto 15/, , i1 che equi-
vale ad ammettere due wvolte come vero il teorema da dimostrarsi
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Del teorema, non dimostrato, che
a b ¢
——— et — . e a=b+CH4 .,
n n n

si serve I'A. implicitaménte anche nei teoremi che seguono quello ora
riportato, teoremi che costituiscono il fondamento della teoria delle fra-
zioni e che in tal modo non sono dimostrati che apparentemente.

C. BURALI-I'ORTI.

Sul concette di numero.
Nota I di G. PEANO.

La natura delle varie specie di numer] & piit 0 meno ampiamente
svolta in ogni trattato di aritmetica ¢ di algebra; e questa questione
fa 'oggetto di ricerche speciali di innumerevoli matematici e filosofi.
Molte delle discussioni fatte si riducono a semplici logomachie. Ma
negli ultimi anni, per opera di illustri scienziati, che menzioneremo
in seguito, la questione fu trattata con strumenti sempre piu perfe-
zionati, e posta su basi pia solide; e se al giorno d’oggi sussiste ancora
qualche contraddizione fra le opinioni di questi autori, e qualche in-
certezza, gid perd si pud intravederne la soluzione completa.

Nei miei Arithmelices principia espressi in formole di logica la
teoria dei numeri interi positivi, dei fratti e degli irrazionali. Intro-
ducendo perd qualche cenno della teoria dclle operazioni (funzioni),
alcune proprietd dei numeri si possono far dipendere da altre piu ge-
perali, ¢ trattare sotto forma piu concisa. Nella presente Nota intendo
appunto di trattare questi punti, e di aggiungere tutte quelle osserva-
zioni e discussioni che palonmi utili su questo argomento. Questa Nota
fa scguito a quella di pag. 24, e ne conserva Vordinamento. Ogni §
contiene una serie di formole, intelligibili a chi ha lette le formole
precedenti. Perd esse sono seguite da opportune osservazioni.

§ 1. — CORRISPONDENZE.

Essendo a e b delle classi, con a\b intenderemo « segno che messo
dopo un a produce un b.»
1. a,beK.0  acalb.=:xa.0z.2a b
2. »  Lafab.x, ysa.w=Y:10.xa=ya
3. » s i0.aa=ye(xEa.La=YI==xA)
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Osservaziont.

Questo § contiene aleuni cenni sulle corrispondenze. Si ha una cor-
rispondenza dalla classe.a alla classe b, se ad ogni individuo della

- classe a corrisponde un individuo y della classe b. Queste parole non

costituiscono una definizione, poiché 1’idea di corrispondenza, o rappre-
sentazione, o operazione, o funzione, & del tutto semplice e primitiva.
L’ente corrispondente ad « si indica spesso facendo precedere « da un
segno (alcune parole), come: sen x, log #, la grandezza di «, il padre
di x, ecc.; ovvero facendo seguire # da un segno, come: x!, %, e i
due ultimi esempi precedenti, tradotti in latino.

Invece della espressione « segno che premesso ad un a produce
un b » scriveremo bja; e scriveremo aib invece delle parole < segno
che messo dopo un ente qualunque della classe a, lo trasforma in un b. »
Cosl si ha «logeq/Q» che significa « log ¢ un segno che messo da-
vanti a un numero positivo produce un numero reale » ossia <« qua-
lunque sia il numero positivo @, log® & un numero reale »; e si ha:
1¢ NN che significa «il segno ! messo dopo un numero intero positivo
produce un numero intero positivo. » In questa Nota ci conviene con-
siderare solamente i segni «ib. Quindi:

1° « Essendo @ e b due classi, dire che a & un a\b significa dire
che, preso ad arbitrio un individuo « nella classe a, la scrittura x« rap-
presenta un individuo della classe b. »

Questa proposizione si puod esprimere in simboli di logica. L’ipotesi
¢ « a e b sono classi » che si indica con a, be K. La tesi & I'ugua-
glianza fra la proposizione «<a & un a'p, » chesi indica con «aeaid, »
€ la « qualunque si sia « nella classe a, 2 & un b, » che si indica
con «xéea.dy.xaeb, » Sostituendo si ha la prop. 1 sopra seritta in
formole. .

Affinch® a« rappresenti effettivamente una operazione sugli o, & ne-
cessario che, eseguita su certi enti eguali, produca risultati eguali, ossia:

2° « Chiamando a e b due classi, se « & un a\b, e se ¢ € y sono
due individui della classe a, eguali fra loro, sard xa=ya. »

Cosl, essendo m ed » due numeri interi, colla scrittura - possiamo

indicare o « l'insieme dei due numeri scritti I'uno sopra Valtro » o
« il pumero razionale cosi indicato. » Nel primo caso ha significato la
parola «il numeratore della frazione »; nel secondo caso questa espres-
sione mon ha pill significato. Analogamente, intesa al modo solito la
eguaglianza di due vettori, si potrd parlare, p. e., della lunghezza di
un vettore, ma le espressioni «origine d'un vettore », «retta che lo
contiene », non rappresentano funzioni d’un vettore.
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Le proposizioni 1 e 2 esprimono le proprietd fondamentali delle ope-
razioni a\b, e si possono assumere come definizione di questo segno.

Se .2 un segno di operazione che trasforma gli ain b, con aa in-
tenderemo, seguendo il DEDERIND (%), Vinsieme degli e.:ntx xa, Ove &
assume tutti i valori nella classe a. Questa definizione si pud enunclare
in simboli. ) ) . Am

Avendo a, b, a il solito significato, essa sl pud esprimere: « Affer-
mare che y & un aa significa che esiste un individuo (almeno)  della

classe a tale che ®a valga y,» ossia:

(y € a o) = (esiste un « della classe o tale che za=y).

Il secondo membro di questa eguaglianza logica si pud esprimere
« dire che # & un @ e che xa=y non & rispetto ad x, assurdo, »

ossia: ]
reaq.xa=Yyi~=qgA
Quindi la definizione ad enunciarsi si serive:

(yeau)=(m£a.ma=y:—=xA).

E volendo avere nel primo membro non la proposizione «y ¢ un aa >
ma la sola classe a«, basta trasportare il segno y £ dal.pnmf) nel se-
condo membro, coprendolo con una lineetta (Formule di Logica, § 5),

e si avra: -

ga=—yé(rea.ca=yi==zA4)
< ax & I’insieme degli enti y tali che esiste un & appartenente alla a,
e il cui corrispondente & y.»

Si ha cosi la prop. 3. . ) o
In conseguenza, ricordando le notazioni del § 8 dei Principit di

Logica mat. (pag. 3):
N2 significa «i numeri quadrati, > cio® «i quadrati dei numeri

interi »; )
N3 » «i numeri cubi »;
N! » «il sistema dei numeri 1, 2, 6, 24, 120, ecc. »

Generalizzando alquanto questa notazione, si ha:

aén.o.a—+N=(numero intero maggiore di a),

a,b&n.0 . a-+nb=(numeri congrui ad a rispetto al modulo b). ‘

Se s & una classe, Ks significa 'insieme delle infinite classi della

(1) Was sind und was sollen die Zahlen 2
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forma ws, ove x sia una classe qualunque. Ma le classi as sono le classi
contenute in s; quindi:

Ks = (classi contenute in s).
Si ha parimenti:
logQ=q,
sen q = (I'intervallo da — 1 a =+-1).

I se:gni di funzione godono di numerose proprietd; veggasi il § 2
della gia menzionata opera del DeEDEKIND, i miei Arithmetices principia
pag. XIII, e la Démonstr. de Uintégrabilité etc., pag. 189.

§ 2. — NuMerI INTERI E PosITIVI (N),

Il segno N si legga numero (intero e positivo),
» 1 > uno.
Essendo a un numero, a —+ si legga ¢l successivo di a.

Proposizioni primitive.
1. 1eN
2, +sN\N
3.a,beN.a+=b+:0.a=0>
4. 1-eN 4+
5.s5¢eK.1¢s.84+0s8:0.Nos.

Conseguenze immediate.

6. aeN.o.a+e¢N

7. a,bsN.a=b:0.a+=b—+ [P2=P6~P7]
8. a,beN.0ia=b.=.a+=b—+ [=P7:\P3]
9. > .a==0b:0.a+~=Db—+ ’ [=P3]

10. se K.1es . N=s==A:0.". 28 . X+ =E81~=4A[=-P5]

Osservaziont.

I primi numeri che si presentano, e con cui si formano tutti gli
altri, sono gli interi e positivi. B la prima questione si ¢: possiamo noi

definire I’unita, il numero, la somma di due numeri? La definizione

comune di numero, che & I’Euclidea, « numero & 1’aggregato di pill
unitd, » pud servire come schiarimento, ma non & soddisfacente come
definizione. Invero un bambino, a pochi anni usa le parole uno, due,

.

tre, ecc.; in seguito adopera la parola numero ;.solo molto pit tardi nel
guo dizionario comparisce la parola aggregato. E nello stesso ordine,
come insegna la filologia, ci sono presentate queste parole nello sviluppo
delle lingue ariane. Quindi, dal lato pratico la questione parmi risoluta;
ossia, non conviene in un insegnamento dare alcuna definizione del
numero, essendo questa idea chiarissima agli allievi, e ogni defini-
zione non avendo che l’effetto di confonderla. E di questa opinione &
pure la maggior parte degli autori.

Dal lato teorico, per decidere la questione della definizione, occorre
sia detto prima di quali idee ci possiamo gervire. Qui si suppongono
note le sole idee rappresentate dai segni ~ (e), v (0), = (non), & (8), ecc.,
di cui si ¢ trastato nella Nota precedente. E allora il numero non st
pud definire, poiché & evidente che comunque si combinino fra loro
quelle parole non si potrd mai avere una espressione equivalente a
numero. Perd, se il numero non si pud definire, si possono enunciare
quelle proprietd da cui derivano come conseguenza tutte le innumere-
voli e ben note proprietd dei numeri. '

I concetti, adunque, che non definiamo sono quelli di numero, N,
di unita, 1, e di successivo d’un numero a, che qui si indica per un
istante con a-+. Questi concetti non si possono ottenere per deduzione;
bisogna ottenerli per induzione (astrazione). Il successivo di a si & qui
indicato con @, invece che con a—1, come d’uso; e cid si & fatto
per indicare con un segmno solo, —+, I’operazione fondamentale « suc-
cessivo di. » Del resto nel § seguente, definita la somma a—+b di due
numeri, ne risulta che a1 vale appunto a -+, ciot il suceessivo di a,
e cosi si ritorna alle solite notazioni.

Le proposizioni primitive, vale a dire le proposizioni esprimenti le
pilt semplici proprieta dei numeri interi, da cui derivano tutte le altre,
8010 :

1. « L/unitd & un numero. »

2. « Il segno —+ messo dopo UN NUMETo produce un numero. »

3. « Se @ e b sono due numeri, e se i loro successivi sono eguali,
anche essi sono eguali. » '

4, « L’unitd non segue alcun numero. »

5. « Se s & una classe, contenente 1’unita, e se la classe formata
dai successivi di s & contenuta in s, allora ogni numero & contenuto
nella classe s. » -

Di queste proposizioni la 1 non ha bisogno di schiarimento. La P2
equivale, per quanto si ¢ detto mel § prec., all’insieme delle due:

6. « Se a ¢ un N, anche a+ ¢ un"N. » :

7. « Se a e b sono X, fra loro eguali, anche i loro successivi

sono eguali. »
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L’insieme delle prop. 3 e 7 vale:

8. « Essendo a e b due numeri, dire che a =15 signi i
o , a =0 significa dire
- E. chiaro che P8 = P3~P7. Possiamo perd, per semplice esercizio,

aminare con quali trasformazioni si passi da queste d i
oxima. Lo prop. 7 q ue ultime alla
a,beN.a=0b:0.a+=>b—+,

in virtlh d’una formola (Logica, § 2 P19), si pud pure scrivere
7 a,beN.ota=b.0.a+=>b—+
« Essendo ¢ e b due numeri, allora, se essi sono eguali, anche i
loro successivi sono eguali. » ’
La prop. 3, colla stessa trasformazione diventa:
3 a,beN.ota+=b—+.0.a=D.

Allora per un’altra formola (Logica, § 2 P18), I'insieme delle 7' e 3’
che hanno la stessa ipotesi, equivale alla proposizione sola: ’

8 a,beN.o.a=b.0.a+=b+:a+=b+.0.a=b
¢

« Essendo a e b due numeri, allora da a==>5 si deduce @+ =0+,

. . - . ’
e viceversa. » Q1.:und1 (Logica, § 2 P1), 1a 8 si trasforma nella 8.

LaE prop. 3'd1ce che I'operazione - & simile, ossia se i risultati sono
egt}all, anc]?e i numeri da cui si & partito lo sono. Trasportando la
tesi nel primo membro, e la seconda parte dell’ipotesi nel secondo
n{er.x%brﬁ), cosa permessa (Formole di logica, § 4 P28; vedasi pure Prin-
<tpit di logica, § 4 P11), si ottiene la

9. « Se a e b sono numeri dise i i ivi

) ( guali, anche i loro suc

disegunti, s suceessivi sono
La prop. 5 si pud pure enunciare:

. Se s & una proprietd (dei numeri), e se Punitd ha questa pro-
Pneta, © se tutte le volte che un numero ha questa proprietd, anche
il successivo la possiede; allora ogni numero ha la proprietd s. »

O ancora:

<« La cla}s§e dei numeri & la pitt piccola delle classi' contenenti 1'unita
e contenenti il successivo d’ogni ente che vi appartiene. »
Trasportando convenientemente delle izioni dal
proposizioni dall’uno all’
membro, essa diventa: ' e
) 10. « Se_ s & una classe che contiene 1’unitd, ma non tutti i nu-
meri ga.lg a d1;e se esistono degli N che non sono degli s), allora esiste
un individuo « della classe s, il cui successivo @+ n i i
on appartien
a questa elasse. » : ppertiene it

Questrfm .proprietd & comunemente chiamata la regola di induzione

matematica. Essa & intuitiva, e non si pud ridurre ad altre pit sempliei.
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Le proposizioni primitive che precedono sono dovute al DEDEKIND,,
op. cit. n. 71; ¢’ perd una lieve differenza nell’enunciato della nostra
prop. 5 (che & 1a 8 del DepEKIND), sulla quale non ci arresteremo. Esse
nella sostanza sono identiche a quelle da me esposte negli Arith. princ.,
salvoche 1'introduzione del segno a\b permette di semplificarne la forma.

Queste proposizioni esprimono le condizioni necessarie e sufficienti
affinche gli enti di un sistema si possano far corrispondere univoca~
mente alla serie degli N; e si possono anche enunciare cosi: :

1. Ad un ente particolare del sistema si sia dato il nome 1.

9. Sia definita un’operazione per cui ad ogni ente a del sistema
ne corrisponda un’altro, « -, pure del sistema.

3. E che due enti, i cui corrispondenti sono eguali, siano eguali.

4. L’ente chiamato 1 non sia il corrispondente di alcuno.

5. E infine che essa-sia la classe comune a tutte le classi s che
contengono V’individuo 1, e che, contenendo un individuo, contengono
pure il corrispondente.

I facile il vedere che queste condizioni sono indipendenti. Sulle
prime due non v’ha dubbio. La 3 non & verificata per ogni operazione,
essendovi delle operazioni (come elevazione a quadrato, integrazione, ecc.)
che non vi soddisfano.

Che la 4 non sia conseguenza delle precedenti, risulta dal fatto che
la classe dei numeri interi, positivi negativi e compreso 1o zero, sod-
disfa alle prime 3 e non alla 4

Per formare una classe di enti che soddisfino alle 1, 2, 3 e 4,
non alla 5, basta al sistema degli N aggiungere un altro sistema di
enti che soddisfino alle condizioni 2, 3 e 4; cosi la classe formata dai
numeri interi positivi N, e dai numeri immaginarii della forma 7+ N,
ciod che si ottengono aggiungendo all’unitd immaginaria un numero
intero positivo qualunque, soddisfa alle condizioni precedenti la s e non
a questa. Per far vedere che la 4 non & nemmeno conseguenza delle.

1,2, 3eb5, sl considerino le radici dell’equazione &7 =1} si chiami
prima radice (ovvero 1) la radice immaginaria avente il pill piccolo

argomento (%) ; e si chiami successiva d’una radice a il prodotto di a
per la prima radice; saranno verificate le condizioni 1, 2,3 e 5, e non
la 4, essendo la prima radice anche la successiva della nme. Lo stesso
esempio si pud enunciare sotto forma volgare coi nomi delle ore; l'ora
prima & la successiva della 12* Percid gli enti per cui sono verificate
le condizioni 1, 2, 3 e 5, ma non la 4, non corrispondono. univocamente
ai numeri interi, ma, si potrebbe dimostrare, sono in numero limitato.
Per vedere in fine come la condizione 3* non sia conseguenza delle 1,
2, 4 e 5, si considerino i numeri 1, 2 e 3, e si chiami suceessivo di 1
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il 2, successivo di 2 il 3, e successivo di 3 il 3 stesso. Saranno veri-
ficate tutte le condizioni, tolta la 3.

. .Fra quanto precede, e quanto dice il DEDEKIND, vi ha una contrad-
fhzmne apparente, che conviene subito rilevare. Qui non si definisce
il numero, ma se ne enunciano le propriety fondamentali. Invece il
DEDI:JKIND definisce il numero, e precisamente chiama numero cid che
soddisfa alle condizioni predette. Evidentemente le due cose coincidono.

§ 3. — ADDIZIONE.

Definizioni.
1. seK.aes\s.aés:0.aal =aa
2. » » » .beN:o.a(b~+)=(aad)a.

Teorema. -~
3.5¢K.aes\s.aes.beN:p.aabes
{1) Hp. 8=1.P1:5.Ts.
(2) Hp. aabes . P2:0.aa(d+)es.
1)~ (2)~§2P5.0.P3]

Conseguenze.

4. aeN.o.a+1=a—+

(%)=
5. ,beN. 0. a4+ +)=(a+b+ | » P2 =P5]
5 > o.a+0+1)=(a+b)+1

6. » .0.a+becN { » P3 = P6)

Teorema.

. “.s8:K.aes\s.aes.b,ceNzo.(aab)ac=aa(b-+c)
{(1) Hp. e=1.P1.P2:0.Ts.

(2) Hp. (@ad)ac=aab+c):0.((azb)ac)a=(aa(b+c)a
) > (0. (aad)a(c+1)=aa(d-+c-+1)
Hp. (1).(8):0.75.]
Teorema.
s _ )
.afb,csN.o.(a+b)+c—a+(b+c) [(I\i’,j)P’I’=PS]
Teorema.
9. a,beN.D.@a+b=>b-a.

Osservaziont.

Date le idee precedentemente introdotte, possiamo definire 1’addi-
zione. Prima comincieremo dal definire le operazioni ripetute. Nelle
prop. 1, 2, 3 si suppone che s sia upa classe; « un segno d’operazione
che ad ogni s faccia corrispondere pure un s; & @ sia un s. Allora,
essendo b un N, con aab vogliamo indicare cid che si ottiene eseguendo
su a Voperazione «, b volte di seguito. In conseguenza, se a & un nu-
mero, @+ b rappresenta cid che si ottiene eseguendo b volte su a la
operazione —-, ossia il successivo di a, d’ordine b, vale a dire la somma
di a e di b. Ancora, se ¢ & un uomo, € con ap indichiamo « il padre
di a,> con ap2, ap3,... si indicherd rispettivamente il nonno, il bis-
ponno, ecc. Si noti che la scrittura aab, ove si vogliano separare i
tre segni con parentesi, si dovra scrivere a(xb), e non (aa)b, che non
avrebbe significato. ‘

Per tradurre in simboli la definizione ora espressa a parole di aad,
comincieremo dal caso di b= 1, e porremo

1. « Nelle ipotesi enunciate, a1 significa a«. »

Poi ammesso che cosa significhi aab per un certo valore del nu-
mero b, si definisce la stessa operazione quando al posto di b si legga
il suo successivo:

9. « Nelle stesse ipotesi, a « (b +) significa cid che si ottiene ese~
guendo su a«b ancora una volta Yoperazione «. »

A completare queste definizioni occorre il teorema

3. « Nelle stesse ipotesi, essendo b un X, sard q¢ab un individuo
della classe s. » ’

< Infatti, per b =1, a causa della def. 1, la cosa & vera. Esebé
numero per cui aab sia un s, a causa della def. 2, anche aa(b-+)
sara un s. Quindi, per la legge d’induzione, la proposizione & vera,
qualunque si sia b. » .

Ne risultano come conseguenze:

4. < Essendo @ un numero, a--1 indica il successivo di a.
Invero basta nella P1 al posto di s ed « leggere N e -+, onde avere
la prop. a dimostrarsi. »

Colla stessa sostituzione dalla 2 si ricava la 5, che si pud anche
serivere sotto la forma 5', e dalla 3 la 6.

Un altro teorema sulle operazioni ripetute & il

7. « Conservando 8, &, a il precedente significato, ed essendo b
e ¢ due numeri, allora V’eseguire su a l'operazione «, b volte, e sul
risultato la stessa operazione c volte, equivale ad eseguire 1’opera-
zione «, b-+c volte. » .
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La dimostrazione, che si fa pure per induzione, & simile a quella
della P3.

Facendo nella 7 la solita sostituzione si ha la P8, che esprime la
proprietd associativa della somma.

La prop. 9, che ne esprime la proprietd commutativa, trovasi di-
mostrata sempre per .induzione nel § 1, prop. 24 e 25 degli Arith. pr.,
a cui rimando il lettore, non avendo da farci alcuna modificazione.
Cosi si hanno le proprietsa fondamentali dell’addizione.

Le proprietd 8 e 9 sono,in alcuni trattati d’Aritmetica (come in
quello del Bertrand), date senza dimostrazione, come un principio; e
credo che questo sia ben fatto in un insegnamento secondario. Le di-
mostrazioni contenute in altri trattati non sono soddisfacenti. Cosi per
dimostrare che a + b= b -+ a, il ragionamento )

« Infatti la serie di a unitd alle quali siano state aggiunte b unity

1 2 3 a 1 2 b
1+1+1 o +14+14+14. 41

guardata da destra a sinistra, non & altra cosa che la serie di b unity
alle ‘quali sono state aggiunte ¢ unit, »

non & trasformabile in alcuna delle forme note di ragionamento; ed
¢ forse pitt chiaro ammettere la proposizione a dimostrarsi che la va-
lidity di que! ragionamento.

Le dimostrazioni rigorose di queste proprietd, e che mnoi abbiamo
riportate, devonsi a H. Grassuaxn (!). Esse furono poi ripetute da
Haxker (?), PErRcE, DEDERIND, ece., il quale ultimo enuncid pure il
principio di induzione matematica, di cui gli altri si servivano « nach
einer bekannten Schlussweise », senza enunciarlo esplicitamente.

§ 4. — MAaGGIORI E MINORI.
a, b’ Cyena eN.o..

Definizione.

1.b>a.=.bea+N
2. a<b.=,b>aq.

(1) Lehrbuch der Arithmetik, Berlin 1861.
(2) Vorles. &. d. Complexen Zahlen.
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Teoremi.
a+b>a.
a<<b.b<lc:d.a<c
a<b.o.a+c<b-+c.
a<b.c<d:o.a+c<b-+d.
a=1.v.a>1
a=b.v.a>b.v.ab
a=0b.a>bi:=A.

10. a=b.a<<b:=a.
11. a>b.a<bi=A.

© @ e o

Osservaziont.

Indicando con @, b,... degli N, si dice (P1) che b & maggiore di a,
se b & uno dei numeri che si ottengono aggiungendo ad a .un.numer<o
(intero positivo). E, P2, che a < b, quando b_> a. Le re‘lizx(.)m >(1facui
soddisfano ai teoremi 3-11, la cui interpretazione & assai facile e dl
si tralascia per brevita la dimostrazione.

§ 5. — DELLO ZERO E DELL’INVERSIONE.

[Def.]

[( 1;';*“‘) P1— P?]

1. seK.xess.aes:0.aa0=a

2. aeN.o.a+0=a

Definizione dell’inversione.

3. a,beK.asa\b.yeb:o.ya—=5_e(ocu=y)

3 » > » (0. Yya=Yya—
Teorem?.

4. > » > tplxEYa— .= LE=Y [P3 ="P4]
5. SEK.a,Ees\s‘aces:o.acuE=w
6. » » » 10.Xaa=1T
7. > > > D LA—— =T _

’ a
8. » » » beN:p.wa—Dbes [(“)§3 P3.0.P7]
9. » > > 10.@(@b—)=a(a—Db)

Rwista &i Matematica.

N
]
3
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{
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Osservaziont.

La scrittura @« b, gia definita nel § 3 quando b & un N, si definira
ora per b=0, e, in certi casi, per b negativo.

« Essendo s una classe, ed o un’operazione che trasforma gli s
in s, ed @ un s, allora porremo, per definizione, che a0 valga a.» La
formola a a0 si potra leggere ¢id ¢he si ottiene eseguendo su a l’ope-
razione a, nessuna volta.

2. <« Leggendo nella precedente N e —- al posto di s e «, si
ottiene che, essendo o un numero, a -+ 0, cio il successivo di a d’or-
dine 0, vale a. »

3. « Essendo a e b due classi, ed a una rappresentazione degli a
pei b, ed y un individuo della classe b, con’ ¥ « — intenderemo la classe
degh individui «, il cui corr 1spondeme xo vale y. »

8" < E, per comoditd, eriveremo” ‘anche y & invece di ya—.»

La -prop. 3 contiene pertanto la definizione, dell’inversione; la nuova
funzione «—, bvvero u,.dicesi.l'inversq della funzione o, e si puo leg-
gore « diinversa..» Fra breve. ilzségno d’inversione — si potrad leggere
inent; e -indichera i mumeri:negativi, e la.sottrazione. Il secondo
modo, =, d’indicare 'inverso di a, si.pud considerare come derivato
dal primo, serivendo il segno d’inversione — sopra la «, invece che
dopo. Realmente perd la notazione a, pur mdxcare la tunzwne inversa
di a, & dovuta 41 DEpEKRD. ¢ :

La scrittura y o — & composta di tre segmi; volendola decomporre
colle ‘parentesi, si dovra scrivere y(z—), ciot su y si deve eseguire
Voperazione a—', e non in (y ) —, che non avyebbe significato. Come
esempi di \nversmne, se xp indica « il padre di «, » yp — indichera
« i figli di y »; e poiché x + indica il numero seguente x, ne risulta
che y -+ — indica il fumers ‘¢he'precede: p- (Védasi la def. § 6 P6).

La prop. 3, ove ai dpe membri della teSl Sl faccmno preoedere da
« €&, diventa

4. « Nelle stesse 1pobe51 aﬁ'em\nare che z & un ya— 51gmﬁca
che xa vale y. »

Dato y nella classe b pub avvenlre che ¥ & — non rappresenti alcun
ptes-cid Javvieng segqon @-il.cqrrigspondente di aleun 1nd1v1duq della
classe a, ciot se y non appartiene-alla classe a kA _Pu() avlvemre che
ve ne siano parecchi, formanti una classc, e pud avvenire che (ve ne
sia uno solo. In quest’ultimo caso, 56 Ta= y, si dovra scrivere x== ya,
e non xéyd, essendo " solo eotrisporidente di y nella relaziohe .
|77k dmpor gt i isq in cni ad ogpi. ipdividuo @ della classe g cor-
risponde un y =% della b, e viceversa, ad ogni y della classe b cor-

risponde un solo z =y J&1(el}a d;osdia‘tn cui aca\b e @ £bla. In questo

Y
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caso la corrispondenza dicesi univoca e reciproca, OVVero, secondo il
DEDEKIND, stmile.

5. « Essendo s una classe, e « una trasformazione degli s in s,
simile, eiot se anche & fa corrispondere ad ogni s un s, ed « & un s,
sard xoa===x,>»

6. cexaa=2x
vale a dire, eseguire prima Voperazione diretta e poi V'inversa, ovvero
prima l’inversa e poi la diretta, & come non fare alcuna operazione.
La 6 & anche vera per le rappresentazioni non simili.

7. « La funzione inversa dell’inversa di « & la a.»

8. « Avendo s, & e z il solito significato, ed essendo ) un nu-
mero, la serittura o a— b rappresenta un s. Invero, basta nella prop. 3
del § 3, al posto di « leggere la funzionc inversa di a.»

La serittura &« — b rappresenta adunque cid che si ottiene ecwuendo‘
su « Voperazione o, invertita, b volte. Volendosi decomporre il gruppo
precedente di quattro lettere, si dovrd serivere:

@ [(@—)], ovvero x:a — .0

I’insieme dcl segno d’inversione —, ¢ del numero positivo b & cid
che si chiasma numero negativo. Qum(h il segno — 5 ha il significato
«invertire, e poi ripetere cinque volte. » Cosl, se ap indica « il padre
di «,» la serittura ap —2 significa «1il tiglio del figlio di >; ese®
¢ wn numero, o -+ — 5, significa « cid che si ottienc facendo l'opera-
zione inversa di suceessivo di «, einque volte» ossia « il numero pre-
cedente o di cinque posti. » Nom avremo bisogno di introdurre alcun
nuovo segno per indicare « nuero negativo, » bastandoci 1a notaz. —N.

9. « Conservando le mnotazioni della prop. precedente, allora ri-
petere ’operazione «, b volte, e poi invertire loperazione risultante,
equivale a invertire la a, e poi ripetere b volte. »

Si ommette la dnnostrazmne, che si pud dare per induzione.

§ 6. — DEGLI n (NUMERI INTERI).

Definizioni.
1. n=Nuv0uv—N
2.0+1=1
3. ~1+1=0
4, aeN.o.—(a+1)+1=—a

Teoremd.

5. +¢n\n
6. aen.0.a—=a-+— | Def.]
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7. —enin

8. 5eK.a,aes\s.acs.benzo.aabes,
9. a,ben.0.a+b,a—ben.

10. seK.a,aesis.a¢s.b,cen:o.(aab)ac=aa(h-+c).

Spiegazions.

1. « Indicheremo colla lettera n I'insieme degli N (numeri interi
positivi), dello O (zero), e dei — N (numeri interi negativi). »

S8i vogliono disporre per ordine questi numeri, ossia si vuol definire
P'espressione @+ o a—+ 1 (successivo di a), anche quando a ¢ nullo o
negativo. Percid (P2), si fa l'unita successiva di zero, (P3), lo zero
successivo di — 1, e (P4), se @ & un numero positivo, il successivo di
— (@~+~1) sia — a. Ne risulta (P5) che <+ & il segno d’operazione che
seguendo un n qualunque, riproduce un n. Converremo poi (P6) di
scrivere @ — invece di @ + —, ciod di preccdente a. Ne risulta che
(P7), 11 segno ~, che ¢ attualmente Vinverso del ~+, seguendo un n
riproduce un n.

(P8) « Essendo s una classe, « una trasformazione univoca e reci-
proca degli s in loro stessi, ¢ un s, e b un numero intero (positivo o
nullo o negativo), a« b rappresenta un s.» Questa proposizione con-
tiene in s& le §3P3, §5P1 e § 5 P7.

Ne risulta come conseguenza, supponendo che l’operazione « coin-
cida successivamente colle operazioni + e —, che (P9), « essendo a
¢ b due n qualunque, anche a+b e a — b sono degli n, » ossia & de-
finita la somma e la differenza di due n qualunque.

Qui sarebbe opportuno 1’enunciare e dimostrare le proprieta dell’ad-

dizione e sottrazione degli n; ma noi lascieremo in disparte questa
trattazione.

§ 7. — ProporTo E POTENZE.

- Definizione.

- 4,ben.0.a X b=0[(+a)p]
Y > Lab=aXb

o

Teorems.
2 a,ben.o.aXben [(gta2)§6PS.o.P2]
3.a,b,cen.0.ab+ac=ab-+c) [ » §6P10.0.P3]
4 a,ben.o0.ab=ba.
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5.ssK.azss‘\s.aes.b,ceN:o.a[(ab)c]:a[a(ch)]
5 » .a,aésiss .bycen:o. 2 >

6. a,b,cen.o.(aXb) Xe=aX(Xe)
Definizione.

7.aen.beN:o.ab =1[(X a)]

Teoremd.
n Xal .
8. acn.beN:p.aben. [(s M a)§3Pd.o.P8]
9.aen.b,ceN.p.abac=ab+¢ { > §3P7.0.P9]
10. > .0.(ab)c == a’ [ » §7P5.0.P10]

11. a,ben.ceN:o.(ab)=ab°.

Osservaziont.

1. < Indicando a e b due n, per loro prodotto a X b inteqderemo
<cid che si ottiene eseguendo su O 'operazione —-a, b volte. »

2, «Qualunque si siano @ e 0, la scrittura a X b rappr-esenta
un n determinato, come si ricava dalla prop. 8 del §. 6, ove si . sup-
ponga che s indichi la classe deglin, l’oper:a\ziom.a * sia + a, ciod ag-
giungere a, e all’a di quella proposizione si sostltm%ca. 0 >

Si noti che la def. 1 & affatto generale, ed applicabile qualunque
siano i segni di @ e b. Quindi, per definizione, a)(3t——0+a+a+a,
ciod a-+a-+a, qualunque si sia «, positivo o neg:a,txvo ;. e per avere
2 X (— 3) si dovra eseguire su O l’operazione —+ a,'mvertlta, tre volte,
ossia si dovra escguire tre volte I’operazione —a, esl avra 0—a—a—a.
Ne deriva immediatamente la regola dei segni.

La definizione, assai comune, < moltiplicare 1'11'1 num:ero a per 1.111
numero b significa escguire sopra a le operazion} che si sono eseg"mte
sull’unitd per avere b,» non & soddisfacente, poxchf‘: dire 7che'3 un’ope-
razione (o complesso di operazioni, funzione) esegmta} sull umtfl d-a per
risultato b, non determina la natura di questa operazione, € quindi non
si pud sapere il risultato di essa eseguita su a. In al?re parole, se fél
un segno di funzione, dal sapere che f(l).= b, nulla si pud dedurre su
valore di f(a), essendo a diverso dall’unitd. S

Noi non svilupperemo qui le proprietd del'la, mol‘tlphca.mone, ma
accenneremo quelle sole che sono conseguenza immediata di proposi-

ioni precedenti. )
mor;‘azano la solita sostituzione nella P10 del § 6 si ba la P3, es.p.mmente
la propricta distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione.

3w mIge
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a La P4. esprime la proprietd commutativa della moltiplicazione. La
Iflos.tramone data dal Diricnrer (Teoria dei mumeri, pag. 1) non si
gu(g ridurre a ragionamento di logica pura; essa, secondo VHANKEL
i edotta < dux:ch eine im Grunde geometrische Construction. » Si trovz;,
mpr,odo.tca n'ell Aritmetica del Bavrzer. La dimostrazione contenuta
—Iflfl, Aritmetica .d.el ]?ERTRAND, a rigore, prova puramente che 3 X5
; ><3,'ma i intuisce come essa si possa generalizzare; e cercando
1 enunc.la‘rla in generale e ridurla a forma di sillogismi, si ricade
:ﬁ::ﬁ qué in quella data dal GrassMAXN, riprodotta in seguito da tanti
, ed espressa in formole di logica mnegli Arith. principi
Ay ‘g g i principia, § 4,
i .d5. « Sia s una classe, a una trasformazione degli s in s, a un
;fl viduo della clafsse 8, b e ¢ del numeri positivi. Allora ha significato
operazione « b, cio¢ 'operazione « ripetuta b volte; ed ha pure signi
\ Py . ]
ﬁ.cato la («b)c, ciod Voperazione « b ripetuta ¢ volte; e questa op:ra-
zione vale ’operazione « ripetuta b Y ¢ volte. »
La 5' estende la prop. pr :
. precedente, per b € ¢ n
Y’operazione « simile. S ! g Supposte
Dalla prop. 5 si deduce la i iati
) . proprietd associativa dell iplica-
zione, espressa dalla 6.  moltiptica
) 7.. « Essendo @ un n e & un N, con a’ intenderemo c¢io che si
ottiene ripetendo su 1 1’operazione > a, ¥ volte. »
. Risultano subito, .da prop. precedenti sulle operazioni, le prop. &
; 10. La prop. 11 si pud dimostrare per induzione. -

Questione.
Trattasi di costrurre una funicolare fra i due punti A e B; su essa
. . ’

debbono muoversi due carrozze (punti materiali) di egual peso, 1’una
" ascendente, e l’altra discendente, unite fra loro da una fune
pesamfe che si accavalca su di una carrucola posta alla

sommitd A della funicolare,
Si vuole che in ogni istante il sistema formato dalle due
ca.rrozze' e dai due rami della fune sia in equilibrio. Deter-
' mma_re .1] tracciato della funicolare, aggiungendo la condi-
z%one. che esso sia il pill breve possibile, ovvero altre condizioni sufti-

cienti a determinarlo.

Ing. F. 8.
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ptoLaechabipid
o bo shaconid

Un teorema di logica matematica. i, ...

Estratlo di lettera dellIng. G. VAILATI al Direttore i'(;l),

IO

. . ottt o
<wo.. E per finire ecco un ultimo teorema che forse non & mai stato
rimarcato e che non manca d’una certa eleganza, Se si ha contempo-

raneamente s et
aboed ¢ b+coa—+d aid

si ha bod R

Infatti: : i

Sanieg
bob(b+c)ob(a+d)oba+bdocd—!—bdod(b+c)od(a—kd)odm,
Come caso particolare di questo si ha che: se ab==ab, si ha b-——fa‘;

Questo si pud pure enunciare nel seguente modo (usando le locuzioni

ordinarie): Se ¢l prodotto logico di due fattori ¢ eguale alla negazione

della loro somma, UVuno dei due fattort é eguale alla megazione del-

Valtro.

RECENSIONI

Dott. Giulio PerErseN: Teoria delle equazioni algebriche.

La teoria delle equazioni del Dott. Giulio PETERSEN, Prof. nell’Univer-
sita di Copenaghen, & un ottimo libro recentemente tradotto in italiano dai
Prof. Girolamo RozzoLixo e Giuseppe SFORZA (2). In sole 164 pagine in-12°
tratta le parti principali della teoria delle equazioni fino alle ultime sco-
perte. Per dar luogo a tanta materia in sl breve spazio dovette qualche
volta lasciar da parte minute disquisizioni, le quali sarebbero necessarie
per togliere ogni possibile dubbio, della qual cosa il lettore viene indiret-
tamente avvisato p. es. con la nota che termina la pagina 114: le piu dif-
fieili proposizioni, che in parecchi libri che trattano delle equazioni neppure
figurano, vengono per cid appunto presentate in modo che nettamente si
imprimono anche nelle menti non ancora abituate alle pid delicate discus-
gioni. 11 libro, che principia con una concisa trattazione delle espressioni
complesse, contiene le principali proposizioni relative alle radici delle equa~
zioni ed alle loro funzioni simmetriche, le teorie dell’eliminazione e della
trasformazione, le diverse maniere di risoluzione delle equazioni cubica e

1) L’A., seguendo SCHRODER, Scrive a-+b invece di avd, e 2 invece
. ’
di —a. i N. d. R.

(2 Libreria Bened. Pellerano, Napoli 1891.
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biquadratica, la risoluzione, trigonometrica ed algebrica, dell’equazione
binomia ed una dimostrazione dell’impossibilitd di risolvere algebricamente
Yequazione di 5° grado: dedica un capitolo alla risoluzione dei polinomii
razionali in fattori raziomali, uno alle equazioni Abeliane con una radice
esprimibile razionalmente per mezzo d’un’altra, uno alle equazioni risolubili
per radicali quadratici e terminano questo capitolo, ed il libro, alcune con-
siderazioni geometriche, particolarmente sulle curve per le quali i punti
d’intersezione con una retta arbitraria, o le tangenti per un punto arbi-
trario, sono ottenibili mediante riga e compasso.

Prima di finire voglio dire alcune parole pel teorema di D’Alembert. Di
questo teorema, fondamentale alla teoria delle equazioni, ’autore porta due
dimostrazioni : in una ammette che ogni curva piano-algebrica divida il
piano in regioni positive e negative e che si passi da una regione ad
un’altra attraversando la curva un numero dispari, o pari, di volte se-
condo che le regioni sono di segno diverso, od eguale; ammette ancora
che se ¢(z) =0 & un’equazione e, ponendo z = + 17y e separando le parti
reale ed immaginaria, si ottiene @(z)=A+4¢B, le A=—0 B=0 rappre-
sentino due curve reali; infine dal modo di comportarsi delle curve

A=rn, cosnf+...=0 B=1rn.sen 78+ ...=0

per » infinito conclude senz’altro sulla natura delle stesse curve per r fi-
nito. Sarebbe conveniente che tutto cid fosse dimostrato: quanto pud oec-
correre per questo fine si trova nella prima dimostrazione di Gauss dello
stesso teorema (1). Nell’altra, di Argand, come dichiara I’autore, dimostra
che, se z & un dato valore reale o complesso, si pud dare 2’ in modo che
sia mod. f{s") < mod. f(z); osserva che non pud crescere indefinitamente z
col decrescere del modulo di f(z) e conclude dover esistere almeno un
valore di z per cui sia f(2)=0: ma per legittimare questa conclusione si
deve provare Iesistenza d’un minimo di £{z), come Gauss ha osservato a
proposito della dimostrazione dello stesso D’Alembert (®): ciod si pud facil-
mente dimostrare nel seguente modo: il modulo di f(z) é funzione sempre
positiva nel campo dei numeri complessi epperd vi ammette un limite in-
feriore il quale per un noto teorema di Weierstrass, generalizzato (3), &
anche un minimo della funzione mod. f(z) perché la medesima & funzione
continua della variabile complessa z==wx 44y, ossia delle variabili reali
x ed y. .

Finalmente eredo opportuno ricordare che il teorema di irresolvibilita
per le equazioni di grado superiore al quarto & dovuto a Paolo Ruffini. Di
nessun altro teorema é meglio accertato lo scopritore perché Ruffini, al

(1) Die vier Gauss’schen Beweise fir die zerlegung ganzer algebraischer

functionen in reelle factoren ersten oder zweiten grades. Wilhelm En-
gelmann, Leipzig 1890.

() Die vier Gauss'schen...; pag. 12, 4.

(3) Cale. diff. e principii di calec. integrale del Dott. G. PEANO, =
Libreria Bocea, Torino 1884, pag. 131.
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solo scopo di far conoscere il medesimo, pubblicd dufa volumi I’anno 179: ),
tre anni prima della nascita di Abel, mentre questi che fu sgcondo ta oi-
cuparsene, come egli stesso afferma @), se ne occupb publ?llcamen'e sodq
nel 1826 (3), quattro anni dopo la xporbe di Ruﬂ‘iqx. La d.lmostrvazmne dx
Ruffini non & senza difetti, come egli stesso 'ha riconosciuto mtorn.a\n dq
sulla medesima, nella Societd italiana delle. scienze, con una Mem'om'a, i
64 pagine dove dice nell’esordio : Non ogni tol{a che vien dato dzd fitmo-.
strare per la prima fiata un teoremzf di dr;‘;’?({zle s?opfzmento,' 7 tzforfz
che per cid si eseguiscono, sono 7 piu serr.zplz'cz, e ¢ piu esallt. Tlll 1 avia
Cauchy la trovd abbastanza buona per riferirne favorevolmente all’Aca-
démie des sciences. N

Palermo, marzo 1891,

) ) ; ict 1 denze che st possono sta-
Teoria dei gruppi geometrici e delle corrispon

bilire tra i loro elementi. — Memoria del Prof. RicCARDO DE' Paouis

(estratta dal tomo VII, serie III, delle Memorie della Societa Ita-

Liana delle Scienze detta dei XL).

Se non fosse ardimento soverchio da parte nf)stra I’additare gualg sia
il carattere che piul spiccatamente distingue le rl.cer-che m:%terr.xatlcvhe. che
si vanno svolgendo a’ di nostri da quelle che affaticarono .gl'1 sc_lenzmt.x ap-
partenenti ai decenni non ultimi del secolo nostro, noi mclmer((:,mm(Il a
segnalare come piu essenziale divario fr.u, le une e le al.tre questo, ¢ :,
mentre in addietro analisti e geometri percorrevano vie cgmple.tamen?
diverse, e ogni matematico si studiava di far pr:ogredlre l'a disciplina a c;u
erasi consacrato senza mai domandarsi se e in qual misura le scoperte
altrui erano capaci di esercitare qualche .inﬁuenza. benefica gulle proprie
investigazioni; ora, seguendo le norme d{ un betn inteso ecletxsmttz, semp::
pit esiguo si fa il numero di quelli che si r1pch1udono fra le quattro mur:
limitanti il campo alla cui coltivazione dudrgarono la lfn:o W{xta. N;)n gﬁ:.i
che si apprezzi ora meno che in passato la rigorosa unita di .meto:l o,t ctt:a)
anzi si pud dire che lo. determinazione e la. conseguente espulswnfa i dutte
che tolga ad un metodo il suo carattere di purezza. 'vengor}o oggi condo :
con ’accuratezza di un microscopista e il rigore d‘.l un giudice 1llummﬂ' 0
quanto inflessibile. Ma lo scienziato che si occupa (‘11 un a‘r'g?.mentq qualsia,
non trascura di compiere di quando in quandf) dei viaggi d’istruzione tie{]le
regioni circostanti a fine di persuadersi de visu che ivi non cresca qualche

] foni i i si dimostra impossibile la
1) Teoria generale delle equaziuni in cul 8l
solx(xz)ione algebraica delle equazioni di grado superiore al quarto. Bologna.
(2) ABEL, Oeuvres. Christiania MDCCCLXXXI, t. 1I, pag. 218.
) Io., id., t. I, pag. 66.
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pianta la quale, dopo un conveniente processo di acclimatazione, possa dare
anche nel suo campo dei frutti nutrienti e succosi (1).

Quale eccezionale importanza possieda questa mutazione d’indirizzo del
movimento matematico — allu quale contribuirono, forse piu d’ogni altro,
CrepscH e il suo degno discepolo e successore KLEIN (2) — non & chi non
vegga. Per essere dessa il portato di una maggiore larghezza di vedute e
di una pid grande agilith di pensiero nei matematici, deve senza dubbio
designarsi come progresso; mentre, in quanto porge allo studioso una col-
lezione ‘assai pid ricea di strumenti d’indagine, puo essere ragionevolmente
dichiarata come causa efficiente di considerevoli avanzamenti cui son chia~
mate a compiere le scienze esatte (3).

Queste osservazioni, da noi fatte e ripetute in casi numerosissimi, si
rioffersero spontaneamente alla nostra mente studiando la Teoria de: gruppe
geometrici e delle corrispondenze che si possono stabilire tra i loro ele-
menti che i1 Prof. R. DE PaoLis ha recentemente pubblicata; lavoro a cui
qualunque geometra, abbia esso pure delle opinioni la cui ortodossia tocehi
Pintollerauza, pu¢ conceders la cittadinanza nel regno che deve ad Eu-
clide il suo assetto definitivo (&), ma che tuttavia contiene come ingredienti
fondamentali una moltitudine di concetti la cui prima formulazione si deve
ricercare nella biblioteca di un analista. L’egr. Professore dell’Universita
di Pisa, piuttosto che scoperti e occupati nuovi e lontani territori, ha ap-
plicati a terre non ancora dissodate insoliti metodi di coltura e messo cosi
in luce meridiana tutta la fecondith di essi; metodi i quali, cou ogni pro-

(1) Io inclino a riavvicinare questo fatto alla tendenza odierna di ricer~
care in ogni ragionamento matematico quanto vi ha di essenziale, spoglian-
dolo da tutte le accidentulith che presenta una sua applicazione ad un
particolare soggetto; tendenzu a cui devono la propria esistenza la teoria
generale delle operazioni e la logica matematica, e della quale non saprei
citare risultato pit importante dell'omai classico Saggio d’interpretazione
della gecmelria non-euclidea del Prof., BELTRAMI.

(® Per quanto concerne la matematica pura: che, se si parla del suo
uso nell’interpretuzione dei fenomeni naturali nessuno pud vantarsi d’avere
combattuto in favore dell’ecletismo nel metodo piu di quello che abbia fatto
il LAME (v. oltre alla prefazione delle sue Legons sur les coordonndes cur-
vilignes, PLloge de Gabriel Lamé inserito nel volume intitolato Eloges
académiques par J. Bertrand, Paris 1890).

(3) Dopo che le precedenti linee erano scritte, io trovai una conferma
di quanto ivi & esposto nell’opinione di KLEIN «dass man als Aufgabe der
moderne Mathematik betrachten miisse, die uns liberkommenen, getrennt.
nebeneinander stehenden mathematischen Disciplinen in lebendige Wechsel-
wirkung zu setzten. » KLEIN-FRICKE, Vorlesungen viber die Theorie der el-
liptischen Moduifunctionen, 1 Bd., Leipzig 1890, p. 242). i

(%) Va fatta eccezione pel teorema N. 150 €, sé non ¢’inganniamo, per
questo soltanto.
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babilita, gli furono suggeriti da un’accurata analisi istologica di teorie esco-

gitate da coloro che pid efficacemente collaborarono all’erez.i‘on'e dell’analist
moderna; e anche ove egli si & servito di procedimenti gid in uso, 1o ha
fatto da maestro non senza apportarvi importanti cambiamenti: « ’Quand
« on joue & la paume, c’est une méme balle dont on joue I'un et4 Pautre,
« mais Pun la place mieux » (Pascar). Dotato di ingegno essenz1ahpente
organizzatore, egli ha saputo, con singolare maest:.rfa,, .estrarre da scritture
diverse quei concetti, quei metodi, quelle proposizioni che' potevano conve-
nirgli, aggiungendo del suo quanto fosse capace <'il riempire le Ia'cune che
presentava il loro insieme e fondere il tutto in una ben architettata e
completa teoria. o . )

Quanto lontano si sia spinto il DE PaoLis nelle espurswm che egli cc?mp}
col proposito di procaceiarsi i materiali per fabbricare la sua Z’goma, 8
rivelato ad esempio dall’avere egli avuta I'idea di trar pr(?ﬁtto di mve‘st.lt
gazioni compiute da \WEIERSTRASS, HEINE e DinI nella teoria qelle funziont
di variabili reali, e di porre allo scoperto il substruto geometrico p‘osseduto
da teoremi da essi dimostrati; inoltre dal’idea di introdurre metodicamente
nello studio delle corrispondenze (algebrichie) le superficie di RXE‘MAI\'N e
di fure largo uso dei ben noti risultati concernepti 1?. teoria dei gruppi
di punti ottenuti da G. Canror; intine dall’idea di 9hnamare a far purte
integrante della geometria YAnalysis situs (1) e le ricerche attinenti alla

() « Beider Untersuchung der Functionen, welche aus de;‘ I{Jtegmtion
vollstindiger Differentiale entstehen, sind einige (.ier. analysis situs ange-
horige Sitze fast unentberlich. Mit diesem von Leibnitz, weun auch v1e.1-
leicht nicht ganz in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen darf wohl ein
Theil der Lehre vou der stetigen Grossen bezeichnet werden, Wellche die
Gréssen nicht als unabhingig von der Lage existirend und durch einander
messhar betrachtet, sondern von den Massverhiltnissen ganz §b§elxend,
nur ihre Orts- und Gebietverhiltnissen der Untersuchung unterwirft. » .

Tali sono le parole con cui RIEMANN nel § 2 della, sua celebre 'The'orze
der Abel’schen Functionen (1857) preseuto agli scienziati l’zmalyszs' szlus,.
di cui, del resto, aveva gia fatto uso prima (1851) nella sua dissertazione dx
laurea. Un’altra definizione di questa — ma assai meno generale e pik
concreta — ¢ implicitamente compresa nelle prime frasi dglla Theor_'ze der
elementaren Verwandschaften (1863) in cui MoBIUS ne inizio lo studio geo-
metrico considerandola per primo come una disciplina a sé; & bene averle

:nti; sono queste: '
prezbzn\tvéi geomgtrische Figuren sollen einander eZemfmtar verwandt hels§en,
wenn jedem nach allen Dimensionen unendlich kleinen Elemgnt der einen
Figur ein dergleichen Element in der anderen derfgestalt‘entsprzxcht, dfxgs von
je zwei an einander grenzenden Element der einen Figur die «zwe1. ihnen
Entsprechenden Elemente der anderen ebenfalls zusgmmeqstosse.n, oder,
was dasselbe ausdruckt: wenn je einem Punkt der einen Figur ein Punct
der anderen also entspricht, dass von je zwei einander unendlich nahen
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connessione della superficie dopo averle purgate da guanto racchindevano
di non prettamente sintetico. :

M_a é omai tempo che chiudiamo questi apprezzamenti generali e ci
volgiamo ad analizzare parte per parte ’opera del DE PaoLis, non solo per
rilevare i punti di contatto fra essa e i lavori anteriori — co’sa non molto
agevole in causa della grande sobrietad nelle citazioni adottata dall’A. —
n§a ar.xche per contribuire, nella misura consentita dalle nostre forze 'alla
diffusione di cié che & bene si trovi nel dominio del pubblico matem:;tico

1. Nell’intento di dare alle sue investigazioni una base di grande r’eue:
ralith, ’autore comincia la sua Memoria con un’introduzione in cui aven-
gono .deﬂuite le wvarietd, come Pinsieme dei modi di determinazione che
?uo x:xcevere un concetto generale, e i gruppi che si possono formare con
§ suoi elementi. Gli elementi di un gruppo si distinguono fra di loro per
la ‘molteplicita da essi posseduta, mentre i gruppi vengono classificati in
base al loro grado che é il numero (il quale puod anche essere infinito) di
elementi che vi entrano. Hunno speciale importanza i gruppi aventi per
elementi certi gruppi di una determinata varieta: essi portano il nome di
aggruppamenti. Dati pit gruppi, di frequente fa mestieri considerare il
gruppo unione di tutti o il gruppo comune a tutti: da quest’ultima no-
zione nasce quella di gruppi fra loro concalenati o di gruppi concatenati
con un medesimo gruppo.

?I. Atpplicando le definizioni precedenti allo spazio, quale si concepisce
9rdmur1amente, PA. fa notare come esso sia una varieth di grado infinito
i cui elementi sono i solidi, le superficie, le linee o i punti, i cui gruppi
sono le.ﬁgure geomelriche. Quindi riassume le definizioni ::he si soglig)no
porre di consueto a base dellr geometria generalizzandone alcune: (« 1l
concetto di solido, di superficie, di linea, si pud estendere chiamando ‘solido
anche un gruppo divisibile in parti ciascuna delle quali sia un solido; chia-
ma.ndo superficie anche un gruppo tale che nessuna delle sue parti ;ia un
sol'xdo, e che si possa dividere in parti ciascuna delle quali sia una super-
ﬁ.CIG; chiamando linea anche un gruppo tale che nessuna delle sue parti
sia un solido o una superficie, e che si possa dividere in parti ciascuna
delle quali sia una linea ») e mostrando la dipendenza di ognuna dai con-
cett.i. generali. Si arresta sulla generazione di figure gemetlx:-iche mediante
movm'xenti; sulla nozione di gruppi connessi, introducendo il postulato
« ogni linea, superficie o solido si pué sempre dividere in parti ciascuna
delle quali sia una linea connessa, una superflcie connessa o un solido
connesso »; sulla divisione di un gruppo connesso in parti e sulla costru-

Puncten der einen auch die ihnen entsprechend i

en der and :
unendlich nahe sind. » d pderen elnauder
) Sembra *che il MF)BII'JS, nell’occuparsi di questo argomento, abbia seguito
il corso delle proprie ricerche sui poliedri, senz'essere in alcun modo in-
ﬂuenzato 'dall.e idee che molto prima aveva emesse il suo collega di Got-
tinga e di cui testé venne fatto cenno.
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zione di una figura mediante altre fra lore concatenate; da ultimo su i nod¢
delle linee e le linee nodali delle superficie, distinguendo le superficie in-
trecciate (dotate ciod di linee nodali) da quelle scéolte (che cioé.ne son
prive). Si avverta, coll’A., che quantunque molte di queste consideraziont
presuppongano il postulato di Euclide, pure molti dei risultati della Me-
moria in esame, varrebbero in qualunque spazio di curvatura costante
anche non nulla.

1II. Nel terzo capitolo — il cui scopo & di formulare con precisione delle
verith, ovvie — entra in campo il concetto di distanza, concetto non definito
esplicitamente, ma il cui uso in Geometria & reso possibile (GrAssMANYN) dalle
definizioni di coppie di puuti che sono pid, egualmente o meno distanti dei
punti di un’altra coppia. Ne scaturiscono subito le nozioni di gruppo inde-
finitamente esteso o infinito (quali lo spazio, il piano, la retta) e di gruppo
avente una estensione finita o finito (come una sfera o un circolo). Si di-
mostra agevolmente che nasce un gruppo finito sia un numero finito di
gruppi finiti, sia un numero finito di gruppi supposto che uno di essi sia
concutenato con tutti gli altri e che fra i gruppt dali non se ne possa
trovare uno tanto grande quanto st vuole (1); cosi, non & difficile per-
suadersi della possibilita di circoscrivere a un gruppo finito qualunque una
sfera o un cubo, a un gruppo finito piano un circolo, a un gruppo retti-
Jineo un segmento di retta. Stabilite poi le nozioni di punti ¢ gruppi fanto
vicini quanto si vuole si hanno dati sufficienti per mettere in clhiaro che
a fine di potere asserire clie un poligono o un poliedro variabili si possono
rendere tanto piceoli quanto si vuole, basta sapere che cid é possibile per
il relativo perimetro; inoltre che se quanti si vogliano gruppi variabili
tutti concatenati con uno di essi tendono equabilmente (2) a zero, oppure
quanti si vogliano gruppi variabili tutti concatenati fra loro possono ren-
dersi ciascuno tanto piceolo quanto si vuole, lo stesso accadra del loro
gruppo unione ; finalmente che due punti i quali si possono rendere tanto
vicini quanto si vuole ad un terzo si possono anche rendere tanto vieini
quanto si vuole fra loro e che lo stesso accade quando il primo si pud
rendere tanto vicino quanto si vuole al terzo e questo al secondo.

IV. Le proposizioni contenute nel quarfo capitolo concernono la divi-
sione di un gruppo in parti arbitrariamente piccole. Fra esse & da rite-
nersi per fondamentale quello che afferma la possibilita di dividere un
segmento rettilineo in segmenti fra loro eguali e ciascuno piceolo quanto
si vuole. Per dimostrarla fa mestieri ammettere quella proposizione che il
DEDEKIND ha chiamato postulato della continuitd della retta (3) e che P’A.

(1) Questa condizione, che il testo tace, fu pid tardi avvertita come

pecessaria dall’A.

(2) Aggiunta del Prof. PEANO.

(8) « Zerfallen alle Puncten der Geraden in zwei Classen von der Art,
dass jeder Punct der ersten Classe links von jeden Punct der zZweiten
Classe liegt, 8o existirt ein und nur ein Punct, welcher diese Eintheilung
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ha cura di enunciare in prineipio del capitolo in questione. Dalla proposi-
zione fondamentale emerge Ja possibilith di decomporre un quadrato, un
cubo eppero anche qualsivoglia altro gruppo finito in un numero finito di
parti ciuscuna arbitrariamente piccola, e, se il gruppo & una linea o una
superficie o un solido, di eseguire la decomposizione per modo che un
punto non esterno ad esso sia contenuto in una sola di queste parti. Queste
due propréetd di gruppi finiti si mutano in due proprieta di gruppi in-
finéli sostituendo negli enunciati alla parola finifo la parola infinilo. Ag-
giungiamo che la dimostrazione del teorema N. 45 non sembra conelusiva,
al Prof. PEano, il quale percio ritiene dubbio che « se un punto & limite
di un gruppo infinito, si possa sempre trovare un gruppo in esso conte-
nuto, che abbia per limite quel punto. »

V. Cn punto vien chiamato punto limite @i un aggruppamento quando
nell’aggruppamento esistono infiniti punti viecini quanto si vuole a quel
punto; se poi vi & un gruppo tutto composto di punti lineari di un ag-
gruppamento, esso si dird gruppo limite dell’aggruppamento. Queste defini-
zioni hanno per conseguenze immediate alcune ovvie relazioni fra un punto
che sia limite di un aggruppamento e le parti di questo aggruppamento.
Per non dilungarei troppo, sorvoleremo su di esse, e noteremo invece il
teorema-« ogni punto di un segmento ¢ limite del gruppo di punti che lo
dividono in parti eguali », nonché la proprieth di molte notissime figure
geometriche (quali la retta, una linea poligonale, una superficie poliedrica,
il circolo, la sfera, ecc.), di conienere ciascuna tutti i proprii punti limite.

Dalle cose testé accennate si & condotti alla detinizione di gruppt con-
vergenti (1) e allo studio delle loro proprieta, inoltre alle proposizioni se-
guenti che, sotto altra forma, furono dimostrate per 1a prima volta da
WEIERSTRASS (2): « Un gruppo finito composto di infiniti punti distinti,
possiede almeno un punto limite ». « Ad una data retta o ad un dato piano
appariiene almeno un punto limite di un dato gruppo finito se questo con-
tiene punti tanto vicini quanto si vuole alle rette o al piano. »

VL. Dulla nozione di punto limite di un gruppo scaturisce quella di
gruppe derivato di un gruppo composto di infiniti elementi, perche, se-
guendo Giorgio CanTOR, sotto questo nome si comprende la totalita dei

aller Puncten in zwei Classen, diese Zerschneidung der Geraden in zwei
Stlicke hervorbringt. » DEDEKIND, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braun-
schiweig 1872, p. 18.

(1) « Siano G'(My'Mz'My'.....), G" (My" My” M3".....) due gruppi di punti
di un segmento AB. Supponiamo che G', G” non abbiano punti comuni "
<he tutti i punti di M” stiano sopra AB dallo stesso lato di B rispetto a
tutti i punti M', e quindi tutti i punti M’ stiano sopra AB dallo stesso
lato di A rispetto a tutti i punti M". I gruppi ¢/, G" sono due grupps
convergenti di AB se il segmento M'M" si pud rendere tanto piccolo
quanto si vuole. »

" (2) Nelle sue lezioni orali.
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punti limite di questo gruppo. Se il gruppo (prirlno) depivato.contl'ene in-
finiti elementi, di esso pure si potrd considerare 1.1 gruppo derivato il gua,le
si dira secondo gruppo derévato del dato; e cost via. 'Ognl gr-'uppo derivato
& contenuto nei gruppi derivati precedenti; mentre 1'nvece'11 gruppo dalfo
0 pud essere contenuto nel suo primo derivato (e chiamasi c.ondensal.o zn
s& slesso), o pud contenere nessun punto de}'suo gruppo primo demv.a 0
{nel qual caso & #solafo), o pud contenere tuttl' 1_punt1 del suo gruppo primo
derivato (ed & in tale ipotesi chéuso). Se poi il gruppo é a}d un tempo con-
densato in 6 stesso e chiuso, esso dicesi perfetfo. L.’ordlname.x .geomgtrla
offre numerosi esemnpi di gruppi di queste varie specie, esempl ’1 quah. at-
testano Iopportunita dell’introduzione metodica nella sclenza .dell estensmlr:‘e
di queste idee che, diélro proposta del CaNTOR "), erano gla‘state accolte
nella scienza del numero. E eziandio opportuna la nozmne’dx‘ gruppo ben
concalenato, il quale & caratterizzato dalia seguente proprieta : Preso 1‘1Gn
determinato punto A del gruppo, un suo punto qualunque B e un aegmeng
A'B’ piccolo quanto si voglia, esiste sempre un numero finito di 11)\:[m1;
My Ma... Mn del gruppo tali che cinscuno dei segmenti ANy, My Mz...‘ nh

siu minore di A'B’. Se un gruppo, oltre ad essere ben .concaterato é”.mc e
chiuso, esso dicesi continuo: di tale na..tura ) lo.spuzxo e sono lfe piu sem-
plici figure piane e solide studiate negli element} de‘lla Geor.ietria. )

VII. Dato un aggruppamento finito di second or'dme. cont(.enuto in una
retta, nel piano o nello spazio, si dice clic le copple di punti che pe sonc?
clementi sono separabili risp. sulla retia, nel piano o nello spazzo, se &
possibile trovare un numero finito di parti d'ella retta, del piano o dellt(?
spazio, ciascuna finita e connessa, le quali insicme contengano ‘tuttlllpunt;
dell’aggruppamento, mentre nessuna conteuga‘u'n gruppo che smte emmen °
di questo. Invece due gruppi finiti e contenuti 1.r1.una stessa retta, mtun.
stesso piano o nello spazio si dicono separabflz.quando’ nessun punto é
limite di entrambi, nessun punto dell’'uno & limite }igll i.%ltl:o, e' nis?i[;
punto appartiene ad entrambi. La ricerca. delle condl'zmn'l ‘dl sell)\.xr.x 1; :
di un aggruppamento di second’ordine o di due gruppi ﬁ}lltl, e zflcune.t 11)0
plicazioni dei risultati ottenuti, compongono pressoché tutto il capito
setti ’opera in esame. ) ’
‘?elt:;ﬁ?. %Zl)lltoipconcﬁti e teoremi esposti e dimostrati per le rette, si p(?-
sono estendere alle linee conuesse, finite, sciolte o terminate da due pllx.n i,
e divisibili in due parti perfette da un suo qt{alunque. pgnt_o estergo,. mlee
che I’A. chiama elementari, n— 1 punti scelti 'ad arbitrio in una linea e z—_
mentare la spezzano in n linee elementari‘, e, YxceYersa, é elementgr«:tgudi
lunque linea connessa, finita, sciolta e divisibile in un m.lmegt‘) n .
parti elementari. Le nozioni di « punto compreso fra due altri », di « senso »,

(4) Ai cui lavori — inserti nei Mathematische Ann'a%en e negli Apta
Mathematica — & d’uopo ricorrere per trovare 1.’or1gme della ma‘ssuln;a.
parte dei materiali con cui fu costruito il sesfo capitolo della Memoria che
stiamo analizzando. .
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di «sensi opposti », di «intorno di un punto » si trasportano senza stento
dai segmenti rettilinei alle linee elementari; del pari la proposizione « una
linea elementare si pud dividere in un numero flnito di parti elementari,
ciascuna tanto piceola quanto si vuole » ha la sua analoga sulla retta; di
pit il concetto di gruppi convergenti di una retta e il postulato della con-
tinuith della retta, hanno i loro corrispondenti in qualsia linea elementare;
" e la proposizione «se una variabile assume valori minori di una quantita
fissa e maggiori di un’altra, essa avra un limite superiore e un limite in-
feriore » trova una rappresentuzione su una linea elementare qualunque
come sulla retta.

Analoga alla linea elementare & la linea chiusa sciolta ciie, fra le linee
connesse finite e sciolte, si distingue per la proprieta di essere divisa da
due qualunque suoi punti in due parti ciascuna perfetta e connessa. Tanto
le linee elementari quanto le linee chiuse sciolte possono esistere in una
qualungue superficie: imitando la classificazione dei Querschnitte e dei
Rickkehrschnitte proposta da C. NEuMaxN (1), I’A. divide lu totalita di
queste linee in cinque categorie, I’ultima delle quali abbraccia linee chiuse.

IX. Come analoga nello spazio della superticie elementare si puoé con-
siderare una superficie connessa finita e sciolta terminata da una linea
chiusa sciolta, quando venga divisa in due parti ciascuna connessa e per-
fetta da una qualunque linea elementare tracciata su di essa e avente gli
estremi del suo contorno; per tale analogia una superficie di questa natura
viene chiamata superficie elementare (2). Una superficie elementure & divisa
in due parti elementari da una linea elementare tracciata ad arbitrio in
essa ed avente gli estremi sul suo contorno; invece & divisa da qualunque
linea chiusa sciolta in essa contenuta in due parti connesse e perfette, di
cui una soltanto é elementare: togliendo questa dalla superficie data resta
una superficie elementare con un buco; similmente si possono ottenere
delle superficie elementari con parecchi buchi. A una superficie elementure
8i possono agevolmente estendere la nozione di punti o linee situati da uno
stesso lato di una linea, nonché quella di intorno di un punto, ecec., ece.

Una superficie elementare si pud sempre dividere in un numero finito
di parti connesse ciascuna tanto piccola quanto si voglia; in molti casi
queste parti risultano elementari: I’A. introduce il postulato che esse lo
siano sempre; egli pud allora estendere alle superficie elementari molti
teoremi dianzi stabiliti. Rimandando al lavoro originale il lettore desideroso
di conoscerli, noi osserveremo (e la portata di questa osservazione esten-

(1) Vorlesungen uber die Riemann’sche Theorie der Abel’schen Inte=-
grale, 11 Aufl,, 1884, p. 161-2.

(2) La definizione data da NEUMANN (op. cit., p. 146) per una superficie
elementare (« Jede ebene einblattrige Flache, die nur eine Randcurve besitzt,
soll eine Elementarfliche oder ein elementares Flachenstiick heissen ») &
apparentemente piu semplice di quella del DE PaoLis, ma non é completa
od esatta quanto quest’ultima.
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deremo a tutte le circostanze analoghe) come la necessith di introdurre
postulati o limitazioni concernenti le superficie da studiarsi fu ricono-
sciuta, anche in addietro, da coloro i quali vollero stabilire su una base
solida considerazioni affini a quelle svolte dal nostro A. (1).

X. 8i pud costituire una linea o una superficie concatenando risp. pit
linee o superficie elementariy A. ammefte che qualunque linea o superficie
si possa immaginare costituita in questo modo epperd sia divisibile in un
numero finito o infinito di parti elementari. Basandosi su quest’ipotesi, egli
studia come la nozione di intorno di un punto si possa trasportare su una
linea o superficie qualsivoglia, giungendo alla conclusione che di ogni punto
di una linea o superticie si possono in generale considerare parecchi gruppé
di intorni: introduce poi qui la nuova restrizione di considerare unica-
mente linee o superficie le quali, oltre essere continue dappertutto, non
contengono punti nei quali esistano infiniti gruppi di intorni.

XI. Allorché si considera un gruppo di infiniti punti situati su una linea
o su una superficie, si possono ripetere con lievi modificazioni parecchie
considerazioni dianzi svolte e giungere ai concetti di punto limite di un
gruppo su la lines o la superficie; di gruppo condensato o chiuso o per-
fetto o continuo s la linca o la superficie; e di aggruppamenti separabili
su la linea o la superficie: concetti i quali danno luogo a proposizioni affini
ad altre precedeuti. Quello che & indispensabile di tenere sempre presente
& che, vuoi mnelle definizioni, vuoi nei teoremi, in generale non é lecito
sopprimere le parole su la linea o la superficie senz’affermare cose con-
trarie al vero. .

XII. Si chiama orfentata una linea o una superficie costituita da un
numero finito o infinito di parti elementari due a due connesse nei loro
estremi se si tratta di una linea, in tutti i punti di un numero finito o
infinito dei loro contorni se si tratta di superticie; ogni linea costituente
il contorno di una superficie orientata si dice orlo di essa. Una linea o
superficie orienfata pud avere dei punti multipli, ma, grazie a convenzioni
precedenti, il loro ordine di molteplicita é sempre finito; essa pud sempre
o in infiniti modi immaginarsi divisa in parti elementari. Su una superficie
orientata sia segnata una linea orientata: l’orientazione della linea dépende
da quella della superficie se immuginando staccati i punti multipli della
superficie rimangono staceati anche «uelli della linea e se un punto si puod
muovere sulla linea rispettundo le leggi di connessione delle parti tanto
della linea quanto della superficie: tra le linee di uua superficie la cui
orientazione dipende dall’orieutazione della superficie, 1’A. crede opportuno
fissare lattenzione del lettore su cinque notevoli categorie, le quali, fra
'altro, intervengono nello stabilire le nozioni e le proprieti delle superficie
semplicemente connesse e doppiumente connesse. Invece lato di un punto
su una linea, lafo in un punto di una linea su una superficie, lafo di una
superficie nello spazio sono concetti preliminari necessari per intendere

(1) V. ad es. NEUMANN, op. cit., p. 151,

Rivista di Matematica. 8
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esattamente che s’intenda per intersezioni di linee fra loro, di superficie
fra loro e di linee con superficie e per altri scopi. Giunto a questo punto
’A. sottopone le figure da studiare ad una nuova limitazione supponendo
f:he in una qualunque delle linee o superficie considerate in ogni punto gli
intorni di ciascun gruppo si possano scegliere sufficientemente piccoli in
modo da risultare ciascuno semplicemente connesso. Poi svolge delle im-
portanti considerazioni che lo guidano alla definizione di superficie uni-
latere o bilatere : vista I’impossibilita di riassumerle, ci restringiamo a
rammeuntare il procedimento pratico indicato da MOBITs per formarsi un
concetto di queste due specie di superficie (da lui scoperte sullo scorcio del
1858): « Siano A, B, B, A’ i quattro vertici di un rettangolo di carta scritti
nell’ordine in cui si succedono; venga questo rettangolo ripiegato per modo
ch‘e il 1ato A'B' si conservi sempre parallelo a se stesso finche da ultimo
cgmcida con AB; allora la striscia di carta prende la forma d’un cilindro
cioé di una zona bilatera, la quale ha per contorni i due lati AA' e BB' de’l
rettangolo che ora banno assunta la forma circolare. Ma quando la coppia
AA' e BB’ di lati opposti é abbastanza grande rispetto all’altra coppia AB
e A'B', si pud immaginare di far coincidere A’ con B e B’ con A, dopo
avere proceduto nel modo seguente: si tenga fisso un estremo AB della
striseia, si facecia ruotare 1’altro estremo A’ B' attorno all’asse longitudinale
della striscia, finché AB e B'A’ abbiano la stessa direzione. Eseguita ’an-
zidetta sovrapposizione nasce una superficie avente una sola, linea di con-
torno, quella cioé costituita dalle linee AA’ e BB', ora incurvate e connesse
tanto in A e B’ quanto in A’ e B. Quesia superficie ha perd una solu faccia;
perc}lé:— se vogliamo render cid palese anche in altro modo — quando Szl
comincia in un posto qualunque a .percorrerla con un pennello colorato ¢
si continua senza mai oltrepassare col pennello Yorlo della superficie si
giunge tuttavia a colorire in un punto qualunque le due facce oppost; di
superficie ad esso adiacenti » (1).

Né q_ueste sono le uniche considerazioni materiali che é opportuno in-
vocare in questo argomento; altre se ne trovapo (ad alcune delle quali non
sdegnd ’di ricorrere lo stesso MoBIus) (2) di cui crediamo convenga far qui
un rapido cenno. Immaginiamo una sfera flessibile ed estendibile nella quale
siano stati operati due buchi e deformiamola in modo da portare a coin-~
cidere gli orli di questi buchi. Se tre punti dell’uno vengono a coincidere
con tre dell’altro succedentisi nel senso opposto, otterremo una superficie
bilatera detta sfera con un manico; se al contrario tre punti dell’un orlo ven-

(1) Ueber die Bestimmung des Inhalf eines Polyeders, 1865 (A. J. Mo-
BIUS, Gesammelte Werke, 11 Bd. 484-5). Cfr. anche Miitheilungen aus
Mobius Nachlass (op. eit., p. 519-521).

(2) Si veggano varii passi della bellissima (e forse troppo poco studiata!)
Thf:’orz'e der elementaren Verwandschaften (Ges. Werke, 11 Bd., p. 433-471).
V. inoltre Dycg, Beitrdge zur Analysis situs, 1 Aufsatz. (Mathematische
Annalen, Bd, XXXII, p. 457 e seg.). h

v -
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gono a caincidere con tre dell’altro guccedentisi nello stesso senso, otterremo
una superficie unilatera chiusa con un intreccio di seconda specie. Se in-
vece immaginiamo che nella sfera anzidetta sia praticato un solo buco e
la deformiamo portando a coincidere i punti diametralmente opposti del-
Porlo di questo, otterremo una superficie unilatera con un énlreccto di
prima specie. Ripetendo queste operazioni deformatriei risp. p, p" e P’ volte
su una sfera avente 2p -+ 2p" +1' buchi e praticando in essa poi altri »
buchi, si ottiene una superficie normale avente p manichi, ' intrecci di
1° e p" intrecci di 2° specie, nonché @ buchi.

XIII. 11 capitolo decimolerzo — il quale racchiude upa nuova esposi-
zione della teoria della connessione delle superficie — si apre con una
serie di osservazioni riflettenti le alterazioni che subisce una linea o und
superficie in causa di tagli in essa operati (notiamo, ad esempio, la pos-
sibilitd, di decomporre mediante convenienti tagli una linea 0 una super-
ficie in un numero finito 0 infinito di parti elementari), osservazioni che
inducono P’A. a restringere i propri studi alle superficie le quali oltre sod-
disfare le condizioni dianzi indicate, siano tali che esse & tutte le loro
parti, ottenute con un numero finito di tagli, si possano seinpre spezzare
in un pumero finito di parti semplicemente connesse.

Dato un gruppo G composto di un numero qualungue finito § di super-
ficie, s’immagini di decomporlo mediante tagli in un certo numero finito « di
parti semplicente connesse ; di questi tagli 74 (siano di prima specie, cioé)
abbiano i loro estremi in una stessa porzione di contorno di una fra le date
superficie, 7o li abbiano in due porzioni differenti e 74 siano rappresentatl
da linee elementari tutte contenute in una delle superficie date: gli altri
tagli siano dati o da linee elementari con un solo estremo interno al con-
torno o da linee chiuse sciolte. Orbene il numero K—=m+T2—7p—a &
indipendente dal modo con cui si sono eseguiti 1 tagli, dipende unicamente
dalla struttura del gruppo dato e si chiama numero fondamentale del
gruppo stesso. In particolare und superficie isolata possiede un numero fon-
damentale; se si chiumano K1 K ... Ks i numeri fondamentali dei membri
del gruppo G, fra essi e il numero fondamentale del gruppo stesso inter-
cede la relazione K =Ky -Kg-t ...+ Ks — 28 + 2.

£ importante e non difficile rendersi conto delle alterazioni che subisce
il numero fondamentale di una superficie quundo si operi in essa un taglio
di assegnata specie. Notevole & che il numero fondamentale di una super-
ficie non pud essere negativo ed & nullo soltanto quando essa & aperta;
esso ¢ eguale a 1 se la superflcie & semplicemente connessa, &, viceversa,
se una superficie apérta o bilatera ha 1 per numero fondamentale, essa &
semplicemente connessa.

Oltre al numero fondamentale K, in una superticie bilatera aperta o
chiusa con o >0 orli, si puod considerare il numero, », esprimente il mas-
simo numero di tagli trasversali di prima specie 0 chiusi che si possono
praticare nella superficie senza spezzarlu: esso si chiama genere della su-
perficie ed & legato a K e @ dalla relazione K==2p -+@. Anche in una
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superficie unilatera si pud eonsiderare un genere; chiamandolo 7, st
ha 7=K —w, K e & avendo i significati precedenti. ’
Un altro numero si suol considerare in una superficie, unilatera o bi-
Iatera. ; & quello che si chiama ordinariamente ordine ds connessione o
semplicemente connessione -della superficie. Chiamandolo " 8i ha T =K+2
se la superficie & chiusa e I'=K ge & aperta. Se la superficie ¢ bilatera e
d} genere p 81 ha inoltre I'==2(p~-1) se & chiusa e T=2p+a se pos-
;}ede o orli. Se all’opposto la superficie ¢ unilatera e di genere 7z, si ha
di;ﬂoﬁi.z oppure T' =7+ @ secondoché essa & chiusa oppure munita
Quali‘ variazioni subisca i genere e la connessione di una superficie
guando in essa si facciano dei buchi o dei tagli di specie determinata, vedra
il let&tore nella Memoria originale: nella quale egli apprendera ezia;ldio la
ampia estensione che comporta quella celebre relazione fra i numeri delle
fucee, degli spigoli e dei vertici alla quale ¢ attaccato il nome di EuLkro
beneheé assai prima essa fosse stata rilevata da CARTESIO (). Noi osserveremo
come le ora discorse ricerche del Dr Paouis si distinguano dalle analoghe
dfsl NEUMANN, non solo per D’intento e il metodo, ma anche per una mag-
giore generalits non presuppondo esse — come quelle di NEUMANN 2 —
la bilateralith delle superficie considerate; si differenziano poi da quelle
dgl DY'CK. (Mem. citata) perché in queste abbondano considerazioni anali-
’-clche,. indispensabili forse per chi tendeva allo studio della connessione in
ispazi comungue estesi.
) XIV. Col capitolo ora riassunto si chiude la prima sezione del lavoro
in esame, la sezione riflettente le propriets dei gruppi di punti. la seconda
sezione, concernente le corrispondenze che fra questi gruppi si possono
stabxllrfe, si apre colla definizione seguente: Dati due gruppi qualunqgue, se
ad _ogm'elemento dell’uno corrisponde mediante una legge, determinata’ma
a,r.’bltrama, un punto dell’altra, si dice che fra i due gruppi esiste uua cor-
rispondenza biunivoca: ove occorra distinguere la legge colla quale si
- passa da un elemento del primo gruppo al corrispondente elemento del
secor}do, dalla legge che governa il passaggio inverso, si potra parlare di
corrispondenza diretta e corrispondenza inversa. Di due elementi corri-
spondenti, uno si dice anche polo dell’altro; pit generalmente due gruppi
formati di elementi che si corrispondono si diranno 1’uno gruppo polare
dellfaltro. Un caso limite di corrispondenza si ottiene facendo corrispondere
ogni e?lemento di un gruppo a s stesso: la relazione che cosi nasece deno-
minasi 7dentitd.
Accet_tando le denominazioni proposte da G. CaNTOR, I’A. dice che due

(1) Oltre alla Theorie di MépITs (p. 467-8; cfr. anche MoBlus Werke,
II Bd.,, 3 547-551) e 1a Memoria di LEUILIER ivi citata, si consulti a questc;
_pr013081to Durkcr, Elemente der Theorie der Funktionen einer complexen
verdnderlichen Grisse, 111 Aufl. 1882, p. 226 e seg.

(%) NEUMANN, op. eit., p. 167-168.
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gruppi in corrispondenza biunivoca hanno la stessa potenza (tali sono, ad
esempio, un segmento e il gruppo di tutti i numerali reali compresi fra 0
e 1) e che un gruppo & numerabile se ha la stessa potenza del gruppo
costituito dai numeri interi e positivi. Sono numerabili tutti i gruppi di
grado finito nonche tutte le porzioni di gruppi numerabili; cosi dicasi pel
gruppo formato dagli elementi di un gruppo numerabile di gruppi nume-
rabili, per ogni gruppo isolato e per l'aggruppamento che collega un nu-
mero finito di gruppi numerabili. Notevole assai & la proprieta, scoperta
dal CanNTOR, di avere eguale potenza un segmento e 1’aggruppamento che
collega un numero finito di segmenti. Consegue da essa che un segmento
e un quadrato, un segmento e un cubo, un quadrato e un cubo, hanno la
stessa potenza, e quindi che i punti di un gruppo finito si possono sempre
far corrispondere biunivocamente ai punti di un gruppo di un segmento.

XV. Fra le corrispondenze biunivoche hanno speciale importanza quelle
che godono in parte o totalmente la proprieta della continuiti: il loro studio
& oggetto del capitolo decimoquinto, del quale riassumeremo ora i pit co~
spicui risultati, dopo di avere additata in generale I’affinita delle ricerche
ivi svolte con alcune che s’incontrano nella pil volte citata Theorie der
elementaren Verwandschaften del MoBius.

Stabilita una corrispondenza biunivoca continua fra un campo lineare cm
e un gruppo di un campo lineare ca, alla linea cm corrisponde o tutta en
o una sua parte. Ogni estremo di una delle due linee in corrispondenza é
polo di un estremo dell’altra. & impossibile stabilire una corrispondenza
biunivoca continua fra due campi lineari se uno é limitato (oppure finito)
e laltro illimitato (o risp. infinito). Stabilita una corrispondenza biunivoca
continua fra due campi lineari, dall’essere uno di essi semplicemente con-
nesso, segue di necessita che anche l’altro lo &, e stabilitane una tra un
campo lineare em e un gruppo di un campo lineare yn, alla linea cm cor-
risponde una linea e la cui orientazione dipende da ¥a.

Con queste proposizioni presentano perfetta analogia le seguenti. Sta-
bilita una corrispondenza biunivoca continua tra un campo superficiale ¥m
e un gruppo di punti di un campo superficiale ¥», alla superficie ¥m cor-
risponde tutta ¥, oppure una sua parte. Ogni punto termine per una
delle due superficie corrispondenti & polo di un punto termine dell’altra.
& impossibile stabilire una corrispondenza biunivoca fra due superticie se
una é limitata (oppure finita) e l’altra illimitata (o risp. infinita). Stabilita
una corrispondenza biunivoca continua fra due superficie, ’essere una di
esse semplicemente connessa implica necessariamente che lo sia anche
l’altra.

Risulta dai teoremi precedenti che (come é noto) non & continua quella
corrispondenza biunivoca che il capitolo precedente insegna potersi sta-
bilire fra un segmento e un quadrato. La condizivne necessaria e suffi-
ciente affinché si possa stabilire una corrispondenza biunivoca continua
tra due campi a) lineari o &) superficiali & risp. a) che essi siano egual-
mente terminati ed ambedue finiti od infiniti, e &) che essi siano ambedue
finiti o indefiniti e con la stessa leggé costituiti da parti semplicemente
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dqnnesse. Se ne deduce la possibilith di stabilire una corrispondenza biu~
pivoca continua tra due superficie bilatere aventi lo stesso numero fonda-~
me-ntale e terminate da un egual numero di orli, oppure tra due superficie
unilutere aventi pure lo stesso numero fondamentale e terminate da un
egual numero di orli, e di pid atte a venire ridotte a bilatere eollo stesso
numero di tagli di determinata specie.

) XYI. Le definizioni date e le ricerche compiute dall’A. nel capitolo quin-
dicesimo, sono suscettibili di un’ampia estensione. Si puo infatti immagi-
nare .che due gruppi di elementi Gm e G» siano fra loro siffattamente col-
legati che ad ogni elemento del primo corrisponda un certo numero n di
eleme.nti. del secondo e ad ogni elemento di questo corrispondanc m ele-
menti di quello: si dice allora che fra i due gruppi esiste una COrrispon-
denza (m, ), la quale chiamasi univoca se uno dei numeri m, n & eguale
a('i 1, ¢ biunivoca se entrambi sono eguali ad 1. Le parole « com:isp'ondenza
dlre(:.ta », « corrispondenza’ inversa », « gruppi polari », conservano per le
corrispondenze (, n) i significati che avevano nelle binnivoche.

Un elemento si dira eccezionale per una corrispondenza (m, n) se il suo
gruppo polare ha un elemento multiplo e questo si dira elen;ento unito
Sgpposto m.> 1, ad ogni elemento di Gm corrispondono 7 elementi di Gn'
ciascuno dei quali ha un gruppo polare formato dall’elemento donde si é’>
p‘artltl e di altri m —1: in tal modo ogni elemento di Gm vien fatto cor-
rispondere & n{m — 1) elementi del gruppo stesso e fra gii elementi di Gm
nasce una corrispondenza [n(m — 1), n(m — 1)} che si dice congiunta alla
data. Similmente, supposto #>>1, in G» si avra similmente una corrispon-
denga [m(n—1), m(n—1)] che si dira pure congiunta alla data. Se la
com"xsp.oudenza data & univoca, si ha una sola corrispondenza congiunta ;
se ¢ biunivoca non se ne ha alcuna. ’
) Anche fra le corrispondenze [m, n] sono degne di speciale considera-
zione quelle godenti in varia misura la proprieta della continuita; alcuni
dei loro. caratteri si riscontrano nelle corrispondenze biunivoche c’ontinue
ma .alt'm sono loro propri. Ad esempio, se tra due gruppi Gm e G» conte:
n.utl risp. nel campi Cm e Cn & stabilita una corrispondenza [m n} con-
tm'ua,' i gruppi dei punti eccezionali e dei punti uniti di Gm e, G» sono
chlu's1‘ risp. su Cm & Cn} se & continua una corrispondenza univoca [l n]
stabxllta' fra due gruppi G! e G» contenuti risp. nei campi Cy e Ca c; se
Gm & ﬁnlto.e chiuso su Cm anche la corrisp. inversa & continua, ecc. ecc.

In seguito 1°A. intraprende una serie di indagini di cui ci ’duole non
poter porgere al lettore un’immagine fedele; ce ne duole vista la loro im-
port:?,nzfet, perché mentre da una parte iniziano uno studio geometrico delle
funzioni algebriche, dall'altra forniscono all’A. gli elementi per potere in-
trodu'rre ¢ adoperare le superficie di RIEMANN, le quali appaiono qui per
la prima vol!‘.a come ausiliari potenti in ricerche geometriche: & questa
una innovazione importante il cui merito spetta, per quanto crediamo
t?talmeutfa al Prof. De PaoLis. Per mettere in rilievo quanto frutto possam;
ricavare i geometri dalla geniale concezione del grande analista di Got-
tinga, & sufficiente che si tenga presente il seguente teorema: « Ogni
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currispoudenza [m, ] continua fra due superficie Y. € ¥Yn si puo dedurre
da una corrispondenza biunivoca continua fra due altre superficie pm € pn
risp. costituite con m ed n ogli sovrapposti alle ¥m € Yn ». La costruzione
ingegnosa di quelle superficie e la considerazione dei loro generi in con-
fronto con quelli di Ym, ¥» conducono ad una relazione generale fra i
generi di queste ed i pumeri dei punti di diramazione della data corri-
spondenza; da cuj, grazie alla rappresentazione delle funzioni algebriche
di una variabile mediante superficie reali, si trarrebbe subito come corol-
lario una nota formola di corrispondenza di ZEUTHEN ).

XVIIL. La possibilith di una corrispondenza non & legata. all’ipotesi che
si considerino due soli gruppi di elementi. Invero, se si immagina di avere
un qualsivoglia pumero 7 di gruppi di elementi o™t G™2 ... G™r si pud
supporre che essi siano legati {ra loro in guisa tale che, scelto ad arbitrio
un elemento in tutti i gruppi uno G™s eccettuato, resti in conseguenza de-
terminato un certo numero 7 di punti dal gruppo escluso: si dird allora
che fra i dati gruppi esiste una corrispondenza 124 12 «.- my] di cui p=r—1
& il rango e mq+ma—+ ... S4-my ¢ lordine in particolare, la corrispon-
denza si denominerd h -univoca se R dei numeri mi sono egaali ad 1; se
non tutti questi numeri sono eguali ad 1, 1w corrisponderza presentera
elementi eccezionali e elementi uniti.

Si puo in particolare supporre che i gruppi dati coincidano in un solo G
e che tutti i numeri m: siano eguali ad uno stesso m. Presi allora ad ar-
bitrio # — 1 elementi di G, nse restano individuati altri m, e puo accadere
che il gruppo di grado m +r — 1 formato da tutti guesti elementi, abbia
la proprietiv che r—1 arbitrarl dei suoi membri abbiano lo stesso gruppo
polare comunque essi venguno distribuiti ciaseuno in uno dei dati gruppi.
In tal caso la corrispondenza é involutoria.

Oltre a queste particolari corrispondenze, sono degne di studio speciale,
le corrispondenze di qualunque rango fornite in vario grado di continuith;
le loro proprietd sono simili a quelle di cui godono le corrispondenze di
primo rango.

Tali sono le linee generali del robusto lavoro del Prof. DE PaoLis, il
quale sarh al certo accolto festosamente du tutti i cultori delle scienze esatte,
vuoi per la rara importanza del contenuto, vuoi per la speranza che essa
preceda l’opera, s1 impazientemente attesa, ove 1a teoria delle curve e
delle superficie algebriche, trovers un fondamentu geometrico pienamente
soddisfacente. Tutti si aceingano quindi coraggiosamente allo studio di essa;
e go talora nel percorrerla fossero tentati di fare un appunto all’autore di
non aver tenuto conto abbastanza, della raccomandazione implicitamente
contenuta nelle parole di PascaL: « Les matiéres de géométrie sont si sé-
ricuses d’elles mémes, qu’il est avantageux qu’il s’offre quelque occasion
pour les rendre un peu divertissantes », rifiettano che le occasioni di cui

(4) Mathem. Annalen, Bd. III, p. 150,
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parla Yautore delle Pensédes sono in realta assai rare, né si offrono a colui
che compie quelle faticose ricerche necessarie per organizzare una teoria
perfettamente rigorosa e della massima generalita possibile.

e GINo LoRia,

Sopra una recensione agli « Elementi di Aritmetica del Prof, 8. PIx-
CHERLE » (G. Frattini, « Periodico di Matematica per D’insegna-
mento secondario, » fascicolo I, 1891),

« Pur di non venir meno al rigore scientifico che si & imposto, Pautore
non & schivo di savie concession1 all’opportunith didattica. »
Cosl si esprime il sig. Frarrint-parlando degli Elementi di Aritmetica
del Prof. S. PINcHERLE (1), lasciando pero il dubbio nel lettore se queste
savie concessioni debbano esser Iimitate ad accettare dall’intuizione pit di
quello che ad essa scientificamente possa domandarsi, o se possano esten-
dersi alle definizioni o anche a guegli schiarimenti che prendono forma
dZ definizione.
Nel primo caso sono vere e proprie concessioni che la scienza non pud
g esimersi dal fare alla didattica; nel secondo caso perd sono inesattezze

o molto dannose in un libro elementare foss’anche solo per il fatto che i
glovanetti non possono fare altro che accettare come sana veritd tutto
quello che trovano sul libro, o che imparano dalla voce del maestro.

11 dubbio che pud nascere nel lettore alle parole del sig. Frattini ¢
causato da cid, che effettivamente nel libro citato dal sig. Pincherle le
definizioni fondamentali lasciano a desiderare, e molto, in fatto di rigore,
come ¢ facile convincercene, esaminando le seguenti :

Pag. 11, § 17.

: « L’addizione é I’operazione per 1a quale le unita di dus o pid numeri
dati si riuniscono in un sol numero. »

E riunire che cosa significa? & del resto noto che almeuo per ora non
é stato possibile dare una definizione di somma senza ricorrers ad altri
concetti pid complicati. 1l sig.” PEANO ha provato”che ammettendo come
‘noto pér mezzo dell’intuizione il significato dell’operazione a1, ove ¢ ¢
un numero intero, si ha, con logiche deduzioni, il significato di a8, ove
@ e b sono numeri qualunque. La concessione che pud farsi alla didattiea
elementare & dunque di ammettere come noto per mezzo dell’intuizione il
significato di 2+, ma non & conveniente andare pil in 1a, e quindi hi-
sogna rassegnarsi a non definire la somma. : :

: "Pag. 16, § 22.
« La sottrazione & I’operazione per la quale dalle unith di un numero
.. dato si tolgono quelle di un altro numero pure dato (necessariamente non
.- maggiore), » . - ) . T
: E togliere che cosa significa? Alcuni ammettono che appartenga all’in~

() Edita da Zanichelli, Bologna
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tuizione anche il sotirarre come il sommare ; ma in ta_l caso non si (cileg;
nisce né 1’uno né laltro. Perd la sottraz%one non appartiene aé ctf:\n.]pc? ?0_
intuizione, e basterebbe a provarlo solo il fatto che essa pub g n(11r51 qi;gin-
rosamente ricorrendo al concetto di somma..Del resto dimandan 0‘3 ol
tuizione il significato di @ — &, con a>>"b, }nsogna porre comz'pga uzu‘
(a — b)+b=a, il che tradotto in parole da: « .La, ,dlfffaren‘zg: i ug,mma
meri diseguali & quel numero che sommato c'ol minore di essi da per s

il maggiore »; e questa & una vera e propria definizione.

Pag. 20, § 28.

« La moltiplicazione & I’operazione per la quale un numero si prende
tante volte quante sono le unith di un altro. »
E dopo averlo preso che cosa se ne fa? m.

Pag. 78, § 85. .
i ehi to cid che si pud pensare raddoppiato. »

f?osn1 c?i?‘)ldlx’f sgl:.;;(()iszzzhzu; A & una grfndezza A+ A 'al_obia signiﬁcato
e A- A sia ancora una grandezza; in ta.l modo la definizione rlpctl)'rtata;
insieme ai due postulati, ci da per ogm‘g'rgnd'ezza le grali?ezklze b‘l Oesso
multiple secondo 2» e niente altro. La defIleOl.le, che del re;.,lt? i llism?ta-
di due postulati per diventar tale, non carati.:e'mzza ghe ung c as;‘, mita-
tissima di grandezze. Si capisce che la de.ﬁmzmne rlporta't-a. unita ad o
sistema di postulati pud dare una teoria delle grandezze, ma ess
serve a nulla,

Pag. 106, § 111. .
« 11 prodotto ¢ formato dal moltiplicando, come il moltiplicatore & for-
! ita. »

matﬁ(: ;Zg.llulgltl%A. dice: « Moltiplicare un pumero gualunqm.a A pe;'.3e/5 :’:nO}
dire, secondo la definizione del § 111, dévidere ‘A in 5pa?'{z3eg*a;zjz éo;lc}]é
derne 3 (?). Ci6 si esprime auche dicendo che s son prest 3,y o b lobé
le due espressioni — prendere  3/5 di A — moltiplicare A per 3(;
equ;;.al;g;:l.zi:ne sarebbe possibile certamente se nella de'ﬁni.zionte del § Li(l)
fosse dato il significato della parola formalo. Ora tale significato flloniim_
non & dato, ma credo sia anche impossibile ﬁs.sar}o senza z'xlFerar‘(ai 11 §slill
ficato ordinario della parola formare, e quindi la deﬁmz;ior‘le. e A a:
che & usata da molti, non pud ritenersi che come una definizione app
rente, propria della metafisica e non della matematica.

C. BURALI-FORTIL
Torino, marzo 1891,

(*) Si osservi che le definizioni fin qui riportate si riferiscono solo ai
numeri interi.

si
Rivista di Matematica.
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Dott. H. SnioN. — Costruzioni geometriche senza compasso. — (Geo-
metrische Konstructionen ohne Zirkel. Zeitschrift fir Math. und
noturwiss. Unterricht wvon J. C. V. Hoffmann. — Anno 1891
pag. 81). ’

Il Dott. Simon rilevd aleune costruzioni elementari di geometria che si
possono ottenere coll’ammettere solo di poter tracciare e prolungare la retta
che unisce due punti, e sopra una data retta portare un segmento uguale
ad un segmento da_tto. Ogni punto del piano risulta cosi determinuto o dal-
P’incontro di due rette, o come estremo di un dato vettore.

1 problemi che il Simon risolve, sono: Condurre da un punto la purallela
ad una retta; dividere per metd un angolo od un segmento; dividere un
segmento in 7 parti uguali; costruire un angolo retto, condurre da un punto
la perpendicolare ad una retta, costruire ’asse radicale di due cerchi de-
terminati coi loro centri e raggi, e quindi tutte le altre costruzioni che
dipendono dalle precedenti, conie determinazione dellu terza e quarta pro-

porzionale, divisione di upa retta in media ed estrema rugione, costruzione

del quadrato, del rombo di date diagonali, ecc. (%).

Si possono eseguire senza compasso le principuli operazioni del caleolo
geometrico, specialmente quelle relative alle formazioni di prima specie
come la determinazione del baricentro di un sistema di punti di pesi ra:
zionali, e le operazioni sui vettori.

Accennerd ad alcune soluzioni date dall’autore, e mi servird per mag-
giore semplicith della notazione propria al calcolo geometrico.

1) Condurre da P la parallela ad una retta a. — Preso sulla @ un
vettore B — A, si trovino i punti C, D, taliche: C=2A~P, D=2B—C:
sard PD parallelo ad a. ’

2) Trovare il punto medio del vettore B— A. (Determinare il punto
A+B

2
C, D, E, tali che: C=A-+2m, D=C-+m, E=2D—3B; il punto d’in-
contro di EC con AB sard il punto medio di AB.

3) Determinare la nesime parte del segmento AB. (Determinare il punto
A+n—1B
n
nino i punti C, D, E, F, tali che: C=A—+(®m—1)m, D=C—+m, E=D-m,

). — Preso il vettore m non parallelo a B — A, si cerchino i punti

). ~ Preso il vettore m non parallelo a B — A, si determi-

FzéB—E; sia M il punto d’incontro di FC con AB, sara MBz_]_ AB,
n

ciod M= A+(n—1B .
. n
(*)' 1t prof. E. Deamicis, dell’istituto tecnico di Alessandria, mi scrive di

avere gia da qualche apno introdotto nella scuola la distinzione tra la

geometria della retta e quella del compasso, e risolti senza compasso, nelle
predette ipotesi, gli stessi ed altri problemi.
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4) Costruire un angolo retto di vertice C. — Si tiri per C un seg-
mento CP, e per P una retta su cui si segnino due punti A e B tali che
AP =PB =CP. Sarh l’angolo ACB retto.

5) Innalzare ad una retta a la perpendicolare in un punto A. — Il
Simon da di questo problema due soluzioni di cui una & la seguente: Presi
sulla @ due punti B e C tali che AB=B, si conduca per A una retta ad
angolo e su di essa si segnino 1 punti D, E, tali che AD =DE = AB; sia H
il puuto di mezzo di EC, e si porti sulla AC un segmento AL=AH e’
sulla AH un segmento AM = AD; si raddoppi LM in N, sara NA perpen-
dicolare ad a.

Un’altra soluzione di questo problema si pud dedurre dalla teoria del-
P’involuzione; siuno &, ¥, ¢, ¢’ i lati di due angoli retti di vertice A; si
determini il corrispondente di e nella involuzione ciclica &Y', cc'; sard &'
perpendicolare ad a.

6) Costruire I’asse radicale di due circonferenze di dato centro e
raggio. — Siano C,, C, 1 due centri, r,, 7, i due raggi; sia C,Cy=¢, ¢ Q
il punto incognito in eui 1'asse cercato incontra la centrale C,C,. Poniamo

C,Q=2p,; QU,=0p,; sard [»z—p.g»:rz—- »2 ¢ quindi
1 19 2 1 Z 1 2 q ;

r,—r) (r + 7))
pg_pzz(I ..201 1.

1l segmento p, — p, & una quarta proporzionale dopo segmenti dati, quindi
se ne deduce facilmente la posizione di Q. La perpendicolare in Q alla
centrale C, C, sary l’asse cercato.

Un altro modo consiste nel cercare altri punti dell’asse stesso.

Dalle soluzioni precedenti si deduce la costruzione del triangolo ret-
tangolo dati i cateti, quindi della espressione ay/m dove a & un segmento,
ed m un numero razionale. Si pud costruire un angolo uguale ad un angolo
dato, e quindi alcuni poligoni regolari come il triangolo equilatero, il qua-
drato, ’esagono, ’ottagono ed altri.

Non pare possibile determinare coi mezzi suddetti i punti d’incontro di
due cerchi, o di una retta con un cerchio, e quindi nemmeno la media
proporzionale tra due segmenti qualunque, eccetto che in casi particolari.
La media proporzionale di dus segmenti si puo determinare senza compasso
quando i due segmenti sono commensurabili, cioé quando il loro rapporto
& razionale, perché il problema & ridotto alla costruzione della espres-
sione aym.

Dati i tre lati di un triangolo non si possono determinare i vertici, ma
su ciaseun lato si puo determinare il piede dell’altezza, gli estremi delle
bisettrici, i punti di contatto delle ecirconferenze tangenti ai lati, ed altri
elementi.

Torino, maggio 1891.
F. CASTELLANO.
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S. DicrsTEIN — Pojecia ¢ metody matematyki, tomo I. — Warszawa,
1891, pag. 268. Prezzo rubli 2,50.

Di quest’opera « Idee e metodi della matematica, » & or ora uscito il
primo volume « Teoria delle operazioni ». A causa dell’importanza e at-
tualita del soggetto, annunziamo la comparsa di guesto libro, pubblicandone
un sommario, e riservandone la recensione, dopo di averlo attentamente
letto.

Nell’entroduzione 1°A. tratta dell’oggetto della matematica, e esamina
le idee di Kummer, Dedekind, Cantor, Kant, Grassmann, Wronski, ece.
In seguito (N. 2) delle grandezze, del modo di considerarle secondo Gras-
smann, Helmoltz, ece. Nel N. 3 si discuteno le forme discontinue e con-
tinue. Il N. 5 & dedicato ai mutui rapporti della matematica e della logica,
e dell’importanza per quella dei recenti studi su questa. Il N. 7 si riferisce
al principio della conservazione delle leggi formali. .

11 capitolo I (numeri interi) tratta (N. 8) delle operazioni dirette e (N. 9)
delle inverse; nel N. 10 dei numeri transfiniti di Cantor.

Il cap. II (teoria delle operazioni formuli) sviluppa (N. 11) le teorie di
Grassmann e Hankel, e (N. 12) quella di Dedekind sulle rappresentazioni.

1l cap. III si riferisce ai numeri fratti, e discute le trattazioni di We-
ierstrass, Kronecker e Méray.

Il cap. IV sui numeri negativi, tratta dello_sviluppo storico del loro
concetto, e delle operazioni su essi.

Il cap. V contiene la storia e le operazioni dei comuni complessi.

1l eap. VI si riferisce ai complessi d’ordine qualunque. Dapprima si
segue il Weierstrass; molte pagine sono dedicate all’Ausdehnungslehre di
Grassmann; e infine trovasi un cenno sui quaternioni di Hamilton.

Il cap. VII ed ultimo (funzioni intere) contiene i risultanti, le funzioni
simmetriche, le derivate, i determinanti Wronskiani e Jacobiani, la for-
mula di Taylor, le differenze finite, le formule d’interpolazione e i numeri
di Bernoulli.

Tutti i capitoli sono seguiti da ricchissime citazioni delle fonti.

La difficolth della lingua (polacca) & pil apparente che reale, poiché le
formule, i termini di matematica gid comuni a tutte le lingue, e lo stile
proprio dei matematici ne facilitano assai la lettura.

®.)
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Sulle equazioni differenziali lineari.

Nota di F. GERBALDL a Palermo.

Fra le varie dimostrazioni, che furono date del teorema di Fuchs:
sulle equazioni differenziali lineari dotate di integrali tutti regolari
nell’intorno di un punto, notevole per semplicith ed eleganza @& quella
che si trova nel Cours d’analyse del Jordan (T. IIL, p. 177—18'7). Nel-
P’ultima parte perd di questa dimostrazione si presenta un lnconve-
niente, che parmi importante rilevare. o ’

Dopo di avere stabilito (N. 146, 147) che le condizioni dell’enun-
ciato del tcorema sono necessarie, vuolsi dimostrare che esse sono suf-
ficienti. Percio si comincia dall’esporre (N. 149) il metodo co.n.cui
caleolare i coefficienti di certe serie che entrano nella composizione
dellintegrale; indi si passa a far vedere (N. 130) che le serie cosl
caleolate sono convergenti; ed a gquesto SCOpo.0CCOTLC dimostrare che
una successione di quantitd positive dy_ ha un limite superiore. Tale

proprieta delle quantitd d,, s vuole nel citato libro dedurre semplice-

mente dalla disuguaglianza
46 #3!
1) dMé; % dy,

ove 46 & una costante positiva. .

I in questo punto che viene a mancare il fondamento alla dimo-
strazione, se noi osserviamo che dalla sola disuguaglianza (1) non si
pud dedurre la voluta proprieta delle dw ed a prova di cid diamo

Pesempio seguente:
__a(a—+—1)(a+2)...(a+pc——l)= (a-J—,u——l)

B 1.2.8..u w

Supposto 1<<a<46.

Queste quantitd, essendo a > 1, crescono (come & noto) oltre ogni limite
al crescere di . Esse tuttavia soddisfano alla disuguaglianza (1); infatti

si ha:
VE“ a+)\-——1)_(a—+—,u——1>__/~i<a+y—l)
o}\'( A u—1 a o .
‘u.—l 2
. _ by
ossia %dl o o

donde, essendo per ipotesi & <C 46, segue la (1).

o A e
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' Per.tanto non pud reggere la dimostrazione, colla quale nel ecitato
libro si vuol dedurre dalla disuguaglianza (1) che la successione delle
d, ha un limite superiore. L’errore si incontra quando, avendo trovato

45 46y HZ0
p.+1<r (;)J 2dy
si conchiude per analogia (pag. 186)
/46 4 m+1y m—l
du_'_,m<[( ) )—‘—-+-(——‘ J = dy .
‘M 1% o )

Col procedimento cold indicato si sarebbe invece dovuto conchiudere :

44 4.6 m m—1
d, << |1 = d
U —-m ) [ M.J ) A

Ma da questa disuguaglianza, anche se x> 46, non segue piii come
dalla precedente 'esistenza di un limite superiore per la quantitd d# ,

. 4 6m
perche [1 -+ 7_‘ cresce con m oltre ogni limite.

Notiamo da ultimo che la condizione necessaria e sufficiente, af:
finche una successione di quantitx d, , che soddisfano alla disugua-

glianza (1), abbia un limite superiore, & che sia 46 £ 1, e che di

3uesta condizione non si & tenuto conto nella citata dimostrazione del.
ordan.

Quistioni 1l e i1,

II. & possibile o no, in gencrale, decomporre in parti sovrapponibili
due tetraedri di egual base ed altezza?

III. X possibile o no, in generale, servendosi della sola riga, costruire
un segmento medio proporzionale fra due segmenti dati, anche ammet-
tend.o (se occorre) di poter prendere sopra qualsivoglia retta data, a
partire da un suo punto dato qualunque e da entrambe le bande di
€ss0, Un segmento eguale a qualsiasi segmento dato ?

Alessandria, 21 maggio 1891.
E. De Awmicrs.
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Le proprieta fondamentali delle operazioni

della Logica deduttiva
studiate dal punto’ di vista d’una teoria generale delle operazioni.

Nota di G. VaiLaTL a Crema.

Le definizioni di somma e prodotto logico e le proprietd principali
di queste operazioni possono supporsi gia abbastanza famigliari ai lettori
di questa Rivista per aver bisogno d’esser nuovamente esposte prima
di essere fatte oggetto delle presenti osservazioni.

Tornera invece pill opportuno per lintelligenza di quanto segue, il
richiamare brevemente aleuni concetti fondamentali del caleolo delle
operazioni, quelli ciod di relazione, di operazione e di proprieta com-
binatorie.

Supponiamo dato un sistema di enti od oggetti qualunque e si sia
tra essi stabilita una corrispondenza tale che, dato un oggetto a qua-
lunque tra essi, siano determinati uno o pitt oggetti ¥, c,... del sisterna
stesso come corrispondenti ad a.

Per indicare che b & uno degli oggetti che vengono in tal modo a
corrispondere ad a, conveniamo di scrivere le due lettere a, b Vuna di
seguito all’altra frapponendo loro un segno speciale, per es. 0.

1l fatto che per due oggetti a, b del sistemna si ha, nel senso so-
pradefinito, aob si esprime dlceudo che fra a e b sussiste la rela-
zione 0; i due oggetti a, b diconsi i membri della relazione [V. nota (a)].

Fra gli oggetti dello stesso sistema venga ora stabilita un’altra
corrispondenza in virtu della quale scelti due qualunque tra essi (sue-
cedentisi in un dato ordine) per es. a, b ne sia determinato un terzo ¢
pure appartenente al sistema come corrispondente alla coppia scelta.

In questo caso la corrispondenza individua cid che noi chiamiamo
un’operazione, a, b diconsi i termini su cui essa si eseguisce, ¢ il ri-
sultato della sua esecuzione in corrispondenza ai termini a, b. Tale
risultato lo designeremo scrivendo le due lettere a, b I'una di seguito
all’altra (nell’ordine indicato, ¢ separandole con un segno speciale per
es. ~ che serva a denotare l'operazione di cui si tratta: anb. [Vedi
nota (b)].

Il risultato d’un’operazione eseguita su due dati termini, essendo
anch’esso come i termini da cui deriva un oggetto appartenente al
sistema (in conformitd alla definizione di operazione data di sopra)
potrd alla sua volta essere assunto come uno dei termini per un’ulte-
riore esccuzione sia della stessa operazione, sia d’un’operazione nuova
(da definirsi collo stabilire una seconda corrispondenza simile a quella
che ci servi a definire la prima operazione): il risultato che cosi si
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ottlene. si potrd poi allo stesso modo assumere come termine in una
successiva operazione, e cosi via.

Giovandoci, per formulare questo processo, delle notazioni gia in-
trodotte, v.errtemo ad ottenere delle espressioni nelle quali oltfe alle

) lettex:e .demgnanti i vari oggetti del sistema presi in consiiierazione e
a cui si dé.l il nome di argomenti, figureranno pure i segni di una o
piu ogerazmni eseguite su di essi e sui risultati man nllbano ottenuti
11‘1_ Fah espre:%sioni el sard inoltre necessario introdurre altri segni spe:
c1a11_pe¥' evitare ambiguitd rispetto all’ordine in cui le operazioni in
esse indicate vogliono essere eseguite (1).

Se una relazione tra i risultati di due espressioni sussiste in corri-
spondenza a ogni possibile seelta (tra gli oggetti del sistema) degli
argqmenti che figurano nei suoi due membri si dice che tal r‘elazi e
sussiste identicamente tra le due espressioni date. e

Se essa'lnvece sussiste solo in corrispondenza a certe determinat
scelte degli argomenti stessi dicesi una relazione di condizione °
' Il. fatto che una relazione o tra due date espressioni (%) s;ussi*t
1dentlcam_ente o anche solo il fatto che essa sussiste ogni qualvolta blei
a%'gomer‘m che vi figurano soddisfino a una o pit determinate rel-azif)g i
d% cond%zione (%) costituiscono cid che chiamiamo una pl‘(;pi'iet(?( cw;Lli
bingtoria della relazione o e delle operazioni che compaiono nell
espressioni che si considerano. )

'Oggetto del calcolo delle operazioni & appunto lo studio delle pro-
p'rleta combinatorie sopra definite: i problemi che in esso si presentI;no
si possono riferire all’'uno o all’altro dei seguenti due tipi fondamentali:

'1) .Partendo dalla supposizione che un’operazione o sistema di
opera.?lom possieda certe determinate proprietd combinatorie, quali altr
proprietd combinatorie si pud dimostrare che essa possiede.’ ’
) 2) .Qu.ali tra le proprietd combinatorie d’un’operazione o sistema

d} operazioni & necessario assumere come primordiali sc si voglicno
d'1m0strare tutte le altre proprietd combinatorie che tale o eraziz
sistema di operazioni effettivamente possiedono [V. nota (c)Ii e

1 ’ . A-
(!) Sull’uso di questi wultimi segni (par i i) e
: entesi o pu i
entrare in dettagli. g punti) & superfiuo qui

N T ) S .

a (*) Dicendo tra due espressioni non s’intende escludere il caso che una
i queste o ancht_e ambedue si riducano a una sola lettera. Cosi, per es
aob é una relazione di condizione. P i

s NS -

'(t) Qgeﬂ}e relappm di condizione possono poi alla loro volta essere as-
szxr-; e,t§|ah1nconglz1onalmente, sia anche solo per ogni caso in cui gli ar
gomenti che vi figurano o parte di essi soddi o

¢ L c oddisfino a qu i
goment! che 1 qualche altra relazione

oo o cha s A

o
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In questo scritto mi propongo dj presentarc un saggio di risoluzione
d’un problema di questo secondo tipo riferentesi al sistema d’operazioni

del caleolo logico.
Questo problema pud enunciarsi pit definitamente sotto la seguente

forma:

Qual & il minimo numero di postulati che ¢ necessario ammettere
se si vuol dimostrare che per un sistema di operazioni hanno luogo
tutte le regole di calcolo espresse dalle note formole fondamentali della

Logica matematica.

Per un’esposizionc nello stesso tempo chiara e succinta di tali for-
mole rimandiamo il lettere agli articoli pubblicati dal Direttore di
questa Rivista sull’argomento, nei fascicoli di gennaio ¢ febbraio.

La previa conoscenza di questi e in generale la previa conoscenza
dei fondamenti del ealcolo logico senza esserc assolutamente presupposta
in chi legga le seguenti pagine, gli servira in ogni caso per poter se-
guire con competente interesse il corso dei ragionamenti che Vi si
espongono rendendolo fin dal principio chiaramente conscio di cid che
in inglese si chiamerebbe il loro drift, in altre parole di cid che co-
stituisce la loro ragione d’essere e fa si che non si ridacano ad una
mera analisi di definizioni arbitrarie o all’elaborazione delle conse-
guenze di ipotesi cui non corrisponde nessuna situazione di fatto, reale

o immaginabile. Solo il calcolo logico (sinora almeno) pud offrire alle
considerazioni astratte in cul entriamo un campo concreto e, direi
quasi, pratico di applicazione.
Designamo col segno 0 una relazione tra oggetti d'un

Ja quale goda delle due seguenti proprietd:

1) Se due oggetti a, b del sistema sono tali che si abbia a0b,
allora per qualunque oggetto k per cul sia koa, sia anche kob

2) e viceversa. Se per qualunque oggetto k del sistema per cul
si abbia koa si ha anche kob, allora abbia luogo a0b.

dato sistema

Designamo poi col segno —+ un’operazione eseguibile sugli oggetti
del sistema stesso e caratterizzata dalle seguenti due proprietd combi-
natorie :

1) Per qualunque oggetto I del sistema per cui
si abbia pure contemporaneamente a9 kebok

2) e viceversa. Per qualungue oggetto k del sistema per cui si
abbia contemporaneamente aok e bo k abbia pure luogo a +bok.

si ha a-+bok

Designamo infine col segno < un’altra operazione eseguibile sugli
stess] oggetti e tale che:

Rwisia di Melemalice.




— 130 —

1) Per qualunque oggetto k del sistema per cui si abbia k0 .ab (*)
si abbia contemporaneamente k0@ e k0ob

2) e viceversa. Per qualunque oggetto & per cui si abbia con-
temporaneamente ko a e Aob si abbia pure k0 ab.

Sulla natura della relazione o e delle operazioni +, < noi ci aste-
niamo assolutamente da ogni supposizione: non c¢i ¢ necessario cono-
scere altro, rispetto ad esse, eccetto il fatto che ciascuna gode delle
corrispondenti due proprietd combinatorie sopra enunciate, le quali
possono anche servire come loro definizione. Queste sei proprietd fon-
damentali per comodo di riferimento le denoteremo rispettivamente
coi segni: 1>, 22, 1+, 2+, 1X, 2X,

Basandoci ora unicamente su queste defihizioni vediamo quali altre
proprietd combinatorie & possibile dimostrare per la relazione o e per
le due operazioni -+, . Nel passarc ad una deduzione sistematica di
tali proprietd cominceremo a dimostrare alcuni teoremi elementari che
si riferiscono alla sola relazione o.

Th. I. Per qualungue oggetto a del sistema si ha a0 a.

Infatti per ogni oggetto k per cui si ha ko a, si ha per ipotesi k0 «
onde (per la 2°): ada.

Th. II. Se si ha aob e boc si ha pure aoc [V. nota (d)].

Infatti avendosi b0 ¢ ed a essendo per ipotesi tale che ha luogo aob,
esso sard pur tale (per la 1°) che abbia luogo aoec.

Th. III. Se per ogni oggetto k del sistema per cui ha luogo Lok
ha luogo pure adok si ha adb.

Infatti pel Th. I b & tale che per esso ha luogo b0 b onde per ipo-
“tesi sara anche tale che per esso abbia luogo aob

Th. IV. e viceversa: Se st ha a0 b, per qualunjue k del sistema
per cui albia luogo bok ha lwogo anche aok. Questo deriva imme-
diatamente dal Th. II, anzi non & che un’altra forma dello stesso
teorema. )

Per indicare che si ha a0d e inoltre anche b0 a conveniamo di
usare la notazione a==»50 che si legge a eguale a b: con cid non ve-
niamo ad introdurre una nuova relazione ma semplicemente a giovarci
d’un artificio abbreviativo che ci servira a render piti concisa 1’enun-
ciazione d’una gran parte dei teoremi che seguono. Risulta immedia-
tamente da questa convenzione e dai tcoremi precedenti: ’

i) a=a, 2)Sca=0beb=c,a=c, 3)Sea=>b b=a.

(*) Seriviamo pil brevemente ad in luogo di a6, il che non pud in-
generare ambiguiti.
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TUn altro mezzo per rendere pilt rapido e simmetrico I’andamento
delle deduzioni seguenti ci ¢ fornito dal fatto che la maggior parte
dei tcoremi che procediamo a dimostrare si possono distribuire in
coppie per modo tale che data Y'enunciazione e dimostrazione per uno
di ciascuna coppia, I’enunciazione e dimostrazione dell’altro si ottiene
da quelle sostituendovi ad ogni segno —- che vi figura il segno > e
viceversa a ogni segno 3 il segno —+ e inoltre invertendo i mt_ambri
di tutte le relazioni o che vi compaiono (*).

Valendoei di questa ogsservazione noi scriveremo i teoremi che in
tal modo si eorrispondono dualmente I'uno di fronte all’altro in due
colonne e tranne in casi speciali ci limiteremo a dimostrarne uno solo.

" Th. V. aboa Th. V' (!) aoa—+b

“infatti per ogni oggetto k per cui
si ha koabsihaperla 1X: koa
onde per la 2°: aboa.

infatti per ogni oggetto k per cui
si ha a—+0b0ok si ha per la 1+:
aok onde pel Th. III: aoa--b.

Th., VL. a=aa Th. VI a+a=a
infatti anzitutto pel precedente si
ha aaoa, ivoltre il Th. I appli-
cando la 2X da a0 aa.

Th. VIL aela+b)=a
infatti anzitutto pel Th. V si ha:
a(a-+b)oa: inoltre avendosi adoa
e, pel Th. V' aoa-+b si ba pel
2X: a o ala -+ D).

Th. VIIL Se si ha anb e cod Th. VIII' Sc si ha aob e cod
si ha anche acobd si ha anche a~+cob—+d (*).
infatti per ogni oggetto k per cui
si ha ko ae avendosi, per la 1X,
koa si avri, per la 19, kob:
con egual ragionamento si ottiene
pure kod onde per la 2X: kobd;
applicando quindi la 2° si ha il
teorema.

Th. VII' @ = ¢ + ab

(*) Questa specie di dualith proviene dal semplice fatto che, introdu-
cendo tali sostituzioni nelle nostre definizioni di -+, > otteniamo rispetti-
vamente le definizioni di X, =+

(®) 1 teoremi 1, 1 corrispondono dualmente a se stessi: i teoremi III
e IV invece corrispondono rispettivamente a 12 e 20

(®) Wenunciazione di questo teorema esattamente corrispondente per
dualita o quella del teorema VIII sarebbe la seguente: Se boa e doc si
ha b+-doa-+c. :

S d e
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CoroLLARIO: Scsi ha a=b e
¢=d si ha anche ac = bd, il che
si esprime dicendo che X & una
operazione univoca.

Th. IX. Se si ha aobd si ha Th. IX' Be si ha boa si ha
pure o = ab e viceversa. Infatti pure a-—+—b=a e viceversa.

1) da aodb e dal Th. I si
ricava pel teorema prec. aa o ab,
che confrontata con aa = a (Th.
IV) d3, per la 1°: a0 ab che col
Th. V da a =ab,

2) viceversa da a=al es-
sendo pel Th. V abob si ricava
pel Th. II: a0 b.

Th. X. ab = ba ciot X & una
operazione commutativa.

Th. XI. abc = a(be) ciod X &
un’operazione associativa. Questi
due teoremi si dimostrano imme-
diatamente facendo uso delle 29,
1X e 2X,

Th. XII. ab+acoa®—+c)
Infatti pel Th. I si ha aoa e
inoltre pel Th. V': bo b+ ¢ onde
applicando il Th. VIII si ha:
aboa(b+-c). Ragionando allo stesso
modo si otterra anche acoa(b-+c)
onde pel 2+ sard anche:

ab—+aco ab—+ c). (Continua).

Th. X’ a—b =b- «a

Th. XI' a—b+c= a—+(b-+c)

Th. XII' a+be o (a-+b) (a+c)

NOTE

(a) A corrispondenze di questo tipo fra gli oggetti d’un dato sistema
il Dedekind nel suo interessante opuseolo: Was sind und was sollen die
Zahlen ha dato il nome di Abbildungen eines Systems ¢n sich selbst. Come
‘esempi di relazioni a cui tali corrispondenze danno luogo possiamo citare
quelle di uguaglianza-o disuguaglianza tra quantity reali o imaginarie,
quelle di coincidenza, di sovrapponibilitd, di similitudine, di projeltivita
tra figure; le relazioni di equivalenza o di equiliorabitita tra sistemi di
forze applicati a un punto o a un sistema di punti connessi, rigidamente
0 no; le relazioni di inclusione od esclusione tra classi di oggetti o di
« subsumption » (Schrdder) tra i corrispondenti nomi di elassi o d’individuis
quelle di deducibilitd o di incompatibilita tra asserzioni; quelle corrispon~
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denti ai vari gradi di consanguineitd o affinila gia studiate dal Macfarlane
(Philosoph. Magazine, 1881) ecc.

(6) Come si vede i concetti di operazione e di.relazione sono str'etta-:
mente connessi tra loro: essi rientrano ambedue in quello piu gener:ale: di
funzione, che alla sua volta si definisce collo stabilire fra gli oggetti d u1:1
dato sistema una corrispondenza fale che sceltine comunque un' determz-’
'nato numero o, ne siano delerminali uno o piu altri come corrispondenti
agli n scelli.
agllz_.’ﬁnico concetto che in tal modo ci viene ad appar?re ‘come fondamentalg
& quello di corrispondenza, al qual proposit‘o g?overa riportare le segue.ntl
parole del Dedekind (nella prefazione al gia cxtat.o opuscelo): « .So wird
« man auf die Betrachtung der Fahigkeit des Geistes gefihrt, Dinge agf
« Dinge zu beziehen, einem Dinge ein Ding entspr?cl?en z'u l"assen, oder e}n
« Ding durch ein Ding abzubilden ohne welche Fahigkeit Giberhaupt kein

« Denken moglich ist »,

(¢) 1l merito d’avere per i primi richiamata I’attenzione su questo genere
di ricerche e d’aver posto i fondamenti d’una teoria generale delle opera-
zioni, spetta senza contrasto ai matematici inglesi, Peacock, De-Morgan,
b
Gregory e Boole. - 1830
Rev. George Peacock — Algebra, . N
On certain branches of analysis, 1834 (Report of the British As-
sociation for the adv. of science).
— Symbolic Algebra, 1845. . .
Augusytus De-Morgan Z On the foundations of Algebra (in Cambridge
Philos. Transactions 1841).

— Double Algebra, 1849. )
fo una Memoria di’ D. 1. Gregory (On the real nalural of Symbolic

Algebra) inserita nel volume XIV (1840 o 397?) delle Tr'ansactz;ms oflf}z'e
Royal Society of Edimburgh si trovano forse' per la prima volta es;‘)i ul:lx-
tamente e chiaramente espressi i connotati dx'questo nuovo ramo. e le
scienze matematiche che 1’autore presenta sotto il nome di Symbolic Al-
gebra; vale la pena di riportare il seguente brano:

« The step wich is taken from arithmetic to Symbolic Algebra is that

« leaving out of view the nature of the operations wich the symbols W(j
« use represent, we suppose the existence of a class.of unknqw: ot%)erz-
« lions subjected to the same laws. And as many different kn:) of op -
« rations may be included in a class so defined, whatever ean be pxl'oged
« of the class generally is necessarily true of all thf) operations mc\; e
« under it. This, it may be remarked, does not arise from any .arfa ?Igz
« ewisting in the nature of the operations that. may be totally dzs;zmz z; A
« but merely from the fact that they are subjected to.the 'same au?:'n o
« combination. And if we can show that jany operation #n l¢lmy siz e
« are subject to the same laws of combz‘natzm?s as those of.‘ t ZZse cla

« the theorems are true of these as included in the general class ».

I
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) Cl§e a questi precedenti studi si sia appoggiato il Boole nelle sue ori
gmalt;ig geniali inv\estigazioui sulla Logica matematica lo dimostrano gilia-,
?.yss;; O(;x‘e;z;.i;):pmmg parole della sua classica opera (Mathemalical ana-

« They‘ who are acquainted with the present state of the theory of
« Symbol'zcal Algebra are aware that the validity of the processe‘i c;f
« analysts does not depend upon the inferpretation of the symbols wich
« are employed but solely upon the laws of their combinalion. Every
« scheme ott interpretation wich does not affect the truth of Ll;e rélatiﬁ?
« supposed is equally admissible and it is thus thas the same process maS
« under one scheme of interpretaticn represent the solution of a ueslz’ogr/e
« on the properties of numbers under another that of a geomelrz’gal »ro-
« blefm .and.under a third that of a problem of dynamics or optics. This
« principle is in deed of fundamental importance and it may with .saf ty
« be affirmed, that the recent advances of pure analysis have been m:ciz

« assisted by the influence wich it has ex nalysis I
7 . erted in dire e
« of dnvestigation ». cting the current

(@) p’importante proprieta della relazione o espressa da questo teorema
fu desxggata col nome molto appropriato di fransitivita dal De-Morgan
che per il primo si occupd delle relazioni in generale dal punto di Jista
delle loro proprieta combinatorie. punte & vista

Il fatto che lugunaglianza tra quantita & una relazione tfransitiva é
espressa dull’assioma: Due cose uguali a una terza lo sono tra di lor (?
sul quaixle si basa ogni ragionamento che si riferisce a quantita o

Pammen.ti il fatto che la relazione tra due nomi a e 6 esp;*essa dulla
frase « ogni a e b », ¢ transitiva costituisce il famoso dz‘el,um de onini sul
quale si fonda tutto edificio delln logica aristotelica. La forma d: tfu
quest’ultimo assioma dai logici moderni, per es. dallo Stuart Mill (Ll; d‘a‘
Bo‘ok 11, .Ch. 1) (Whatever is a mark of any mark, is a mark of g:;;
@zcih this last és a mark of, o in altre parole: nola nolae est nota rei
gpsius) tradotta in simboli da immediatamente ’efiunciazione del teor léiz
el In' caso che si richiedesse una designazione unche per la proprieta d‘ella..
re szo‘ﬁer?ﬂezi?;-;;a dal teorema I (cioé @oa) non troverei disadatto il

Come esempi di relazioni fransitive ma non riflessive citiamo quell
espresse dalle frasi: antecedente a ..., susseguente a ..., maggiore (all °
mz‘z;ore di ..., discendente da ..., traduzione di ... ’ % L

elazioni né transitive, né ri, ; io: adi
o & : f iflessive sono per esempio: adiacente a ...,
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Sull’infinitesimo attuale.

Nota di G. VIVANTL

§ 1. — Varie definizioni dell’infinitesimo.

1’idea dellinfinitesimo nacque nella gran mente di Leibniz (1) quasi
a complemento dells sua lex continuatis. La legge di continuitd, gid
nota prima di lui, e formulata dagli scolastici nel famoso adagio: Natura
non facit saltum, divenne per €sso Uno dei cardini, non solo della filo-
sofia, ma dell’intera scienza della patura (%), e le sue vedute luminose
furono forse i primi germi delle tcorie che oggi dominano quasi indi-
scusse il campo scientifico. Tutto cid che esiste forma una serie con-
tinua, dove non v’hanno lacune no interruzioni; i fenomeni naturali si
svolgono in modo continuo senza angolositd, senza salti bruschi. Di
fronte alla natura si trova P'uomo, portato dal suo impulso innato ad
investigarne le leggi, a scoprirne i misteri; ma esso non ha a sua di-
sposizione che due strumenti essenzialmente discontinui, il numero e
la linea retta. Come dunque si potrd risolvere il grande problema, come
si potra studiare il continuo con mezzi discontinui ?

8i ha, per esempio, una curva pienamente determinata; qual ¢ la
lunghezza dell’arco compreso fra due suol punti?

11 metodo pitt naturale — quello degli antichi — & questo: si
prende sulla curva una serie di punti abbastanza vicini e si congiun-~
gono fra loro con linee rette i punti contigui; la somma delle corde
dara, con una certa approssimazione, 1a lunglezza della curva. E
questa approssimazione potra rendersi grande a piacere aumentando
opportunamente il numero dei punti da prendersi sulla curva. Da
questo all’invenzione del calcolo infinitesimale non v’era che un passo,
ma un passo da gigante. Bisognava concludere cosi: Si avrd la lun-
ghezza della curva con approssimazione infinita, ciod con esattezza,
prendendo i punti a distanza infinitamente piccola fra loro. Era una
conclusione ardita, perche trasformava d’un tratto delle equazioni ap-
prossimate in equazioni esatte, o piuttosto sembrava togliere alla mate-
matica la sua esatrezza caratteristica per farne una scienza d’approssima-
zione. Fu appunto principalmente Yintento di preservare la matematica
da questa temuta degenerazione e di mantenerla al suo rango di scienza
esatta, che diede origine alle discussioni interminabili di cui furono
oggetto i principl del calcolo. E poich¢ fu riconosciuto che i risultati
finali forniti dal metodo infinitesimale erano effettivamente esatti ed
identici a quelli ottenuti con altri metodi indiscutibilmente rigorosi,
rimase da spiegare il come ed il perche di tale curioso fenomeno. Molte

e T
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furono le soluzioni proposte, e queste variarono naturalmente a seconda

del senso attribuito alla parola énfinitesimo.

Non & qui il luogo di fare la storia dell’infinitesimo (®), il cui signi-
ficato non era forse ben chiaro neppure nella mente del suo creatore (*.
Le diverse interpretazioni che ne furono date si riducono essenzialmente
alle seguenti (%):

a) L’infinjtesimo & una quantitd nulla (Eulero) ;

b) Esso & una quantitd finita, variabile e tendente a zero (Carnot
Cauchy) ; ’

¢) Esso ¢ un ente di natura diversa dalle quantita ordinarie, una
grandezza intensiva, priva d’estensione, che funge quale momento ge-
neratore delle quantitd (Newton, Kant);

d) Esso & nna quantity ordinaria tanto piccola, che ripetuta un
numero finito qualsiasi di volte non forma mai una quantitl finita as-
segnata (Poisson, Du Bois-Reymond).

La definizione @) non merita discussione, perché sopra degli zeri
assoluti non si puo istituire alcun caleolo (8).

) La definizione ¥) & del tutto sufficiente a giustificare esattezza dei
risultati del calcolo infinitesimale. Riprendendo Pesempio poc’anzi eitato
co} dire che le corde divengono infinitesime noi non abbiamo bz‘sogm;
d’intendere se non che esse decrescono oltre ogni limite. A nostro cre-
dere & anzi questo il modo pill ovvio e pit semplice d’interpretare il
calcqlo infinitesimale, il quale resta per tal guisa indipendente da ogni
considerazione metafisica, e ci appare come una riproduzione del metodo
d’esaustione degli antichi, identica ad esso nel concetto, ma perfezionata
dal punto di vista dell’uniformita e della speditezza del meccanismo.

La definizione ¢) non pud essere discussa se non nel campo filoso-
fico; .matematicamente parlando, purché noi conserviamo agli incre-
menti dz, dy, dz,... le loro proprieta aritmetiche, possiamo attribuire
ad essi quel significato che meglio ci piace (7). '

La definizione d) & quella che formera I’argomento principale del
presente scritto.

§ 2. — Concetto dell’infinitesimo attuale.

] Abbiamo gia notato, € ci preme ripetere, come il caleolo infinite-
sx.male possa svolgersi affatto indipendentemente dalla considerazione
di gram%ezze non finite. Le quantitd che si dicono infinitesime possono
sen'lpn.a riguardarsi come quantita variabili aventi per limite zero, quindi
ﬁfnte in ogni loro fase. L’infinitesimo cosi considerato pud dirs,i poten-
ziale, in opposizione all’infinitesimo attuale, che sarebbe una quantita,

costante non finita, e che corrisponderebbe alla definizione d) del pa-
ragrafo precedente. 4
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Ma Dinfinitesimo attuale, bandito dal Calcolo, ricomparc in altri
campi della Matematica. Per esaminare la sua natura e la parte che
esso ha in questa scienza, ci & d’uopo anzitutto definirlo esattamente.

Che cosa significa la parola infinitesimo?

Sia divisa l'unitd in n parti; se m & un numero qualunque minore
di 7, m di quelle parti (m n-esimi) non basteranno a formare Funita.
Faceiamo ora crescere 7 oltre ogni limite, sino a che divenga infinito;
ciascuna parte dell’unitd potrd dirsi un ¢nfinitesimo, e, se m & un nu-
mero finito qualunque, m di quelle parti non potranno mai formare
P’unitd. Si pud adunque caratterizzare l'infinitesimo mediante questa
proprietd, che esso, ripetuto un numero finito qualsiasi di volte, non
forma giammai Uunitd {oppure una quantitd finita determinata qua-
lunque). L’infinitesimo cosi definito ci appare come una quantitd co-
stante, della stessa natura di Y, %5, ..., Yfn, ...; & cio® quell’infini-
tesimo attuale di cui vogliamo parlare.

E qui si presenta spontanea la domanda: Esiste 'infinitesimo attuale?

Tale questione, benché strettamente connessa con molti problemi
filosofici, puod esaurirsi completamente, come vedremo, col soli mezzi
fornitici dalla Matematica.

§ 3. — Dimostrazione di Cantor della non esistenza
dell’infinitestmo.

Ci occorre anzitutto orientarci e vedere in quale campo dobbiamo
cercare questo ente la cui esistenza abbiamo posto in discussione.

Tutti i segmenti che possono prendersi sopra una retta indefinita
sono dell’una o dell’altra di queste due specie:

O si ha un segmento limitato da due punti A, B della retta (seg-
mento AB);

O si ha un segmento costituito dalla porzione della retta posta a
destra o a sinistra d’un punto O di essa (segmento O o x Q).

La proprietdh caratteristica d’ogni segmento della prima specie &
questa, che, presa in qualsiasi modo una parte di esso, non si pud mai
farla coincidere col segmento primitivo. Invece, se si ha un segmento
della seconda specie O o ¢ si prende su di esso un punto qualunque O,
il segmento parziale O'cc, pud portarsi a coincidenza con O co.

I segmenti della prima specie si dicono finiti, quelli della seconda
infiniti (%). ’

Preso un segmento finito come unita di misura, si pud rafigurare
1’andamento d’una variabile reale mediante il moto d’un punto sopra
una retta, intendendo che ad ogni valore della variabile corrisponda
la posizione del punto mobile la cui distanza da un punto fisso della
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retta & data da quel valore. Allora, sc esiste una grandezza infinitesima
attuale, a questa corrisponderad una certa posizione del punto mobile;
¢ la nostra questione sard ridotta alla seguente:

Esiste un segmento tale, che, ripetuto un numero finito comunque
grande di volte, non esaurisca mai un segmento finito assegnato?

G. Cantor ha risolto tale questione in senso negativo. Del come egli
sia giunto a questa conclusione si trova un accenno breve e incompleto
a pag. 50-51 del suo scritto poc’anzi citato; e noi lo traduciamo fedel-
mente: '

« Non ‘possono esistere grandezze numeriche lineari { (oaéz'a gran-
dezze numeriche rappresentabili sotio forma di segmenti continui
rettilinet limitati) diverse da zero e minori di qualunque grandezza
numerica finita piccola a piacere, cio¢ grandezze di tal natura sono
in contraddizione col concetto di grandezza mumerica lineare.

« L’andamento della mia dimostrazione & il seguente: io parto dalla
supposizione d’una grandezza lincare {, tanto piccola che il suo
« n-plo {.n per ogni numero intero finito arbitrariamente grande n &
minore dell’unitd, e dimostro, partendo dal concetto di grandezza
lineare e mediante certi teoremi della tcoria dei numeri trasfiniti,
che allora anche {.» & minore di qualunque grandezza finita arbi-
« trariamente piccola, v denotando un numero ordinale (cio¢ un numero
« 0 tipo d’un insieme ben ordinato) ¢rasfinito grande a piacere e ap-
« partenente ad una classe di numeri elevata quanto si vuole. Ma cid
« vuol dire, che { non pud esser reso finito mediante alcuna molti-
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-« plicazione attualmente infinita per quanto potente essa sia, ciot che

« ess0 non pud certo esser elemento di grandezze finite. Pertanto la
« supposizione fatta contraddice al concetto di grandezza lineare, se-
« condo il quale ciascuna grandezza lineare pud imaginarsi come parte
« integrante di altre grandezze, e in particolare di grandezze finite.
« Dunque non resta che da abbandonare l’ipotesi dell’esistenza d’una

. .1 . s :
« grandezza { minore di — ber ogni numero finito intero », e con ¢id

« il nostro teorema & dimostrato. »

11 concetto della dimostrazione di Cantor sembra essere questo. Dire
che { & un segmento equivale ad ammettere che, disponendo successi-
vamente sopra una retta una serie abbastanza grande di segmenti tutti
eguali a {, si debba di necessitd arrivare a coprire per intero un seg-
mento finito assegnato; ora Cantor stabilisce (¢ qui v’ha una lacuna
nella sua esposizione) che, se ¢id non & possibile mediante una serie
finita di segmenti. non lo & neppure mediante una serie infinita, co-

munque estesa essa sia.
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§ 4. — Nesso della nostra questione col postulato d’ Archimede.

La questione dell’esistenza dell’infinitesimo pud essere considerata
sotto un punto di vista un po’ diverso.

11 postulato (%) 5° del 1° libro del trattato d’Archimede: De sphaera
et cylindro stabilisce che, date due grandezze geometriche disuguali
ad una, due, tre dimensioni, la loro differenza, ripetuts un numero ab-
bastanza grande di volte, arriva a superare una qualunque delle due
grandezze ('), Posto sotto forma piit semplice, e limitato alle sole gran-
dezze geometriche ad una dimensione, sso pud enunciarsi cosi: Se a, b
sono due segmenti qualunque, ed @ < b, pud sempre trovarsi un nu-
mero finito n tale che a.n>b.

Ora pud chiedersi: Di quale natura & questa asserzione, ¢ da che
atlinge essa la sua forza?

Per rispondere a tale domanda ci conviene premettere alcune con-
siderazioni generali. '

§ 5. — Digressione.

Gli oggetti, il cui studio forma largomento della Matematica, sono
enti fittizi, creati dal nostro pensiero in modo perfettamente arbitrario,
ed aventi quelle proprictd qualunque {purché tra loro non contraddi-
torie) che ci piace d’attribuire ad essi. Perd, siccome quella scienza &
nata, al pari d’ogni altra, dalla osservazione della natura, gli enti ma-
tematici derivano in gran parte, ci sia permessa la frase, dalla idea-
lizzazione di oggetti realmente esistenti (!'); cosl, per esempio, un filo
sottile fortemente teso ¢ la superficie libera delle acque hanno dato
probabilmente origine ai concetti di retta e di piano.

Sia pertanto E un ente matematico, che costituisca in qualche modo
Vimagine ideale d’un oggetto reale B, . Si tratta anzitutto di definire
rigorosamentc 'ente E; ciot di scegliere alcune fra le pit evidenti
proprietd di E,, convenientemente idealizzate, ¢ tali che bastino a di-
stinguere il nostro ente da qualunque altro. La scelta di queste pro-
prieta pud generalmente farsi in pit modi; stabilita perd in un dato
modo la definizione di E, tutte le altre sue proprietd devono potersi
dimostrare in base a questa. Tali proprietd costituiscono altrettanti as-
siomi o teoreni, secondocheé esse risultano in modo evidente dalla de-
finizione di E o devono dedursi da essa mediante una pili 0 meno lunga
catens di raziocini. Insomma il gruppo G delle proprieta dell’ente E
si scinde in tre sottogruppi D, A, T, di eui il ‘primo contiene le pro-
prietd che si sono scelte a formare la definizione di E, A gli assiomi,
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T i_tf:oremi. Ma, come sl & osservato, la scelta del sottogruppo D pud
farsi in pia modi differenti. Se D’ & una definizione di E diversa da D
a(’i essa corrispondera una nuova decomposizione di G in tre sottogrupp;
D', A, T'; ed avverrd che certi elementi di D faranno parte di A’ o
di T, mentre certi elementi di D' figureranno in A o in T. In altre
.parol_e, potrd accadere che una proprietd di E, la quale fa parte della
definizione D di esso, costituisca invece un assioma o un teorema
quando E s’intenda definito mediante il gruppo di proprieta D'

' La Matematica odierna, per la sua tendenza a generalizzare, ha
rivolto V’attenzione anche ad enti il cui concetto non & derivato di’ret-
famente dall’osservazione di oggetti esistenti, le cui proprieta sono scelte
in modo completamente arbitrario e senza la guida di considerazioni
relative al mondo reale. Anche per tali enti, che potrebbero dirsi con-
venzionall, valgono in gran parte le riflessioni esposte poc’anzi.

§ 6. — Il continuo e le sue definizioni.

Uno di questi enti convenzionali & quello che Bettazzi (*?) chiama,
classe continua ad una dimensione e Veronese (**) continuo ordinario
rettilineo (**); noi per brevitd lo diremo semplicemente continuo. Esso
¢ un insieme di grandezze ad una dimensione (*°) avente certe proprieta
determinate. Fra queste Bettazzi sceglie le seguenti a costituire la de-
finizione del continuo:

@) L’insieme considerato ¢ una classe propria C (1);
b) C & connessa (*7);
¢) C & chiusa (*%).

) Definito cosi il continuo, si pud dimostrare che per esso ha luogo
il postulato d’Archimede (1°).
Veronese definisce invece il continuo colle proprietd seguenti:

a) Esso & una classe propria C;

b) C & dllimitata (*°);

¢) C & chiusa;

d) C gode della proprietd enunciata nel postulato @’ Archimede (**).

Aw.rviene qui dunque il fatto che si era segnalato in generale; la
proprietd costituente il postulato d’Archimede figura nell’esposizione’ di
Bettazzi come un teorema, mentre in quella di Verondse & una delle
proprietd che servono a definire il continuo.
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§ 7. — Linsieme di tutti ¢ segmenti finiti posti sopra una retta
obbedisce al postulato d’Archimede.

Torniamo infine al nostro argomento, e consideriamo V'insieme I di
tutti 1 segmenti tiniti (**) posti sopra una stessa retta ed aventi un
estremo, p. es. quello di sinistra, comune. Definita nel modo ordinario
I’addizione dei segmenti, ¢ chiaro che il nostro insieme costituisce una
classe propria di grandezze ad una dimensione. A caratterizzare com-
pletamente questo insieme dobbiamo prendere altre proprietd di esso,
e dobbiamo sceglierle fra le pitt evidenti. Ora quali tra le proprieta
dell’insieme considerato ci risultano come evidenti dal concetto intuitivo
che abbiamo della linea retta?

A nostro avviso pud ritenersi come evidente, che l’insieme Ie¢
connesso e chiuso; per modo che esso ha tutti i caratteri attribuiti da
Bettazzi al continuo. Ne risulta (v. il § prec.) che nell’insieme 1 ha
luogo il postulato d’Archimede; quindi anche per questa via siamo
giunti alla conclusione, che non esiste un segmento rettilineo attual-
mente infinitesimo.

Quanto alla definizione di Veronese, mentre pel continuo come ente
condizionale non v’ha alcuna ragione di preterenza fra essa e laltra
definizione sopra menzionata, nel caso particolare dell’insieme continuo I
non ci sembra da adottarsi, perché la proprietd d che ne fa parte non
pud considerarsi come evidente, — e De & prova il fatto, che I'ipotesi
opposta — D'esistenza dell’infinitesimo attuale — fu ed & tattora am-
messa da matematici e da filosofi (*°).

§ 8. — Sulla teoria delle probabilita geometriche.

V’ha upa parte delle Matematiche, in cui sembrano presentarsi
quantity infinitesime costanti; e da cid vogliono i sostenitori dell’infi-
nitesimo attuale trarre un argomento a favore della loro tesi. Ci sara
facile provare che anche qui, come nel Calcolo, si tratta soltanto di
infinitesimi potenziali.

Intendiamo alludere alla teoria delle probabilita geometriche.

Per essere pil chiari, prenderemo a considerare un problema sem-
plicissimo. Si cerchi la probabilita che la somma di due rette prese ad
arbitrio, ma minori I'una e l'altra d’una certa lunghezza a, sia minore
d’un’altra lunghezza b. Naturalmente dev’essere b < 2a; supporremo
inoltre, per fissare le idee, b > a. Se rappresentiamo ciascuna possibile
coppia di lunghezze «, ¥y mediante il punto d’un piano avente x, ¥
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per coordinate ortogonali, i casi possibili saranno rappresentati da tutti
i punti del quadrato OMPXN di lato @, ed i easi favorevoli dalla parte
di esso OMHEN posta a sinistra della retta RS che taglia su ciascuno

OMHKN
OMDPX
La probabilitd che la somma delle due rette sia precisamente b & data

1 HK . o ps . .
‘75 OMPN (**); essa &, dicono, infinitamente piccola. Se invece

dei due assi una lunghezza b; quindi la probability cercata &

da 7 ==

di b si prende un’altra lunghezza ¥, pure maggiore di a, la probabilita

. . ., 1 HX'
che la somma considerata sia eguale a ¥ sari ' —

.+ infini-
vz OapN ¢ e

. . . . n HK
tesima pur essa, ma paragonabile con 7, giaccho 7= HK Eeco

dunque, secondo i difensori deil’infinitesimo, due quantitd infinitamente
piccole éostanti 7 e 7'; e la prova che esse non sono zeri assoluti & che
hanno tra loro un rapporto finito e determinato.

Noi vediamo la cosa un po’ diversamente. Anzitutto esaminianio in

‘qual modo si giunga ai risultati esposti. Ammesso che @ e b abbiano

una comune misura p, si comincia collo stabilire che i valori possibili
di = e y sieno tutti e soltanto i multipli di £, dove 7 & un numero
n
. - . . . jan 2
intero preso ad arbitrio; essi saranno rappresentati dagli (——+1
p

p £
vertici degli (%—) quadrati eguali in cui pud dividersi OMPN, e di

. n
questi (2a —-b)};——i— 1 cadranmo sul segmento HK. La probabilitd che

sia @+ y =">b sard dunque data da:
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n
2 —b) —+1
(2a—b) -

2
(C—Lﬁ—+—1>
p

Aumentiamo n indefinitamente; avremo:

T ==

. 1 (2a — b)p]
it O
? ' divisibile
ossia 7,=0. — Der un’altra lunghezza U, che supporremo

esattamente per p, avremo:

m
(2a—0)—-+1

Wy = - 2 ’
Ka—nﬁ'— 1)
p .
. 1 (@a—=0b)p:
Twz,}l_n},l_:n_ﬂ’r_l =0,
quindi:
R b) [ 1 J
2a —0)— - ! -
7 ¢ r_ , T » _—_1in17r—n = 2a .
= 7 n=xTn 2a—0b
T »

b * +1
(2a — )7

Tn realth dunque i pretesi infinitesimi attuali 7, 7, nc_m'so?nf) ;ltrlc;
che quantitd assolutamente nulle, le quali rappresentano 1 1.nmt1 igi]
infinitesimi potenziali #n, 7aj © i1 loro'rappox:to. é' selhnp.llcemen N
limite, per n =, del rapporto di questi due infinitesimi poten]zly( Si:
1 esistenza di questo limite & un farto perfettamncnte analogo all’e

stenza del limite di 23{ , ossia della derivata f'(x), per una funzione
L

ordinaria y = fiz); e come quest’ultimo, cosi an(ﬂxe 1’-alt1:o fat;(t) 1;10(:1
ha alcun rapporto colla questione dell’esistenza der,ll mﬁm'fo‘smxo a ubbié.L
Che poi il riguardare 7, e 7', come mism.'e di probabilitd nglr)l' a -
alcun senso, & cosa pressoche evidente. Lasciando da }.)arte le o .1951 :
di massima che possono elevarsi contro il concettf) dxg_probablht ne
problemi in cul il numero dei casi possibili & inﬁr.nto *, osset:veremo
soltanto, come il risultato 7,=0 (0 7,= inﬁnites1mf)) non abbia edr;;)llé
possa avere altro significato se non che, quah.mque' sia 1‘1 numero_
prove — numero il quale non pud concepirsi altrimenti che ﬁnlxlto —E
la speranza teorica di ottenere r+y=0b8 ?.ssolutammll;co ;un’a. .
quindi illusoria la distinzione tra il valore di 7, e quello dl 7.
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parimenti non v’ha luogo ad arrestarsi sulla circostanza che =, e %,
hanno un rapporto assegnabile. Infatti essa non permette di concludere,
potere equamente scommettersi 2a — b contro 2a — &' che si verifichera
il caso @ +y=> anzichd il caso @+ y =1'; giacche, lo ripetiamo, in
un numero finito qualsiasi di prove non puo ragionevolmente attendersi
né T'uno né l'altro avvenimento (*¢). -
In conclusione, anche dalla teoria delle probabilitd non pud trarsi
alcun argomento in appoggio all’esistenza dell’infinitesimo attuale.

§ 9. -— Di alcuni argomenti filosofict
in difesa dell’infinitesimo.

Come si era annunciato, una discussione puramente matematica ei
ha condotti alla risoluzione completa del problema propostoci. Non sara
inutile tuttavia accennare brevissimamente al lato filosofico della que-
stione, la quale ha stretti rapporti con altri problemi importantissimi,
fra cui quello della natura dell’infirito, e quello della costituzione del
continuo, Tali problemi sono fra i primi che abbiano occupato le menti
dei filosofi (*"), e sarebbe assai interessante rintracciarne la storia at-
traverso ’antichita e il medio evo; ma noi dobbiamo limitarci a par-
larne solodn quanto essi si collegano col nostro argomento.

Si ammette da molti, che V’esistenza dell’infinito porti come conse-
guenza quella dell’infinitesimo. Se si pud dividere ’unita in un numero
attualmente infinito di parti, ciascuna di queste, si dice, sard attual-
‘mente infinitesima. Ma di qual natura saranno queste parti? Pil pre-
cisamente, se imaginiamo diviso un segmento finito in un numero in-
finito di parti, ciascuna di queste sard un punto od un segmento? Qui
tornano al pensiero tutti gli argomenti accumulati dalla filosofia d’ogni
tempo (%) contro la possibilitd che il continuo sia costituito di punti.
Du Bois-Reymond (%), riproducendone alcuni sotto forma un po’ diversa,
arriva necessariamente alla conclusione che Vinfinitesimo attuale esiste.
Noi non sappiamo attribuire gran valore a tali argomenti, i quali si
riducono in sostanza alla impossibilitd nostra di concepire la retta come
formata di punti. Ci sembra anzi che la stessa impossibilita sussista pel

segmento infinitesimo, con questo di piui, che essendo tale segmento a
sua volta decomponibile in segmenti infinitesimi pia piccoli, esso non
ha il carattere di elemento, e quindi la sua introduzione non fa che
spostare, lasciandolo irresoluto, il problema della costituzione del con-
tinuo. Aggiungeremo ancora che, se si considerano i corpi come costi-
tuiti di punti materiali e si applica ad essi quel processo d’idealizza-
‘zione di cui abbiamo gis parlato, s’ottiene precisamente il continuo
matematico avente come elemento il punto geometrico.
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§ 10. — L’infinitesimo e i numert trasfiniti.

L’argomento a favore dell’esistenza dell’inﬁni:cesim'o poc’arlxzi‘acﬁce.x:
nato trova apparcntemente un appoggio nel!a teoria dei numeri t}l'asﬁ n-1.1
di G. Cantor (¥). Questa teoria ha posto Im luce come aTlc'h.e Vin uito
attuale ammetta delle gradazioni, come csistano degli mtll.llt.l superiori
ad altri infinitl. Di qui nasce il seguente ragionamento: Se ¢, ¢, denotanc

1 1 . ;
. cre s : 3 i ., — rispettivamentc una
due infiniti differenti, e se si designa con —-, % P

: i ii is'i i ivamente divisa
delle ¢ e delle ¢, parti eguali in cui §'imagina SuCCesst

1 ! i i; ora cid \ ossibile
1'unitd, — e T saranno pure differenti; ora cio non sarebbe p
C 1

se esse si riducessero ambedue 2 semplici punti.

Noi possiamo far vedere, che questa osservazione & priva di fon-
dmrglyig.ﬁniti i, 7, non sono altro che i numert o;_-dina{i corrispon('levl.lﬁ
alle duc serie ben ordinate di parti in cui fu §uccesswamente dx\'mf
’unita; ora, ammesso che queste parti sieno .verame?lte segr‘x'lenu Oc-
non punti, le due serie avranno, per u}] tcorcn}a. noto (*1), 1a (}in uul:;s 'pe
tenza, sicche ¢ ed ¢, saranno due numeri trasfiniti della seconda classe.

1 S -
insi i idi — e l’insiemc di
Ne scgue, che Uinsieme dei segmentl di lunghezza 5

1 .
mento, e poiche i segmenti di ciascun insicme sono per supposto tutti
?

i i i insicme sara eguale ad ogni
eguali fra loro, ogni segmento del primo insiel Ty g

quelli di langhezza L potranno farsi corrispondere clemento ad elc-
7, ~

1 1 .
> ¢ -—, =~ sleno tra loro
segmento del secondo. Adungue non ¢ Vero che T

differentiy e con cid cade ’obiezione, la quale‘ ha pur es,sa 11 su0 fo?-
damento nella petizione di principio (**) consistente nell’attribuire al-
’infinito tutte le proprietd del finito. ‘
]mfljlm;giche abbi;)mop parlato dei nun}eri .tmsﬁniti, gioverd 1*1.001'(152;':1
essere questi unicamente numert o,-dmalz,'e non p?tere rapp! isen ‘1\0:
stati d’una variabile reale. Nel campo d’es1sten7:a d’una var:labl ¢ r?tl
positiva non v’ha che una sola grandezza inﬁn_lt'a, quella (:1-06 .che rap-
presenta il limite superiore di tutd i valori finiti della variabile.

16
Rivista di Matematica.

3t

B P O e L P s

R W o R L

B P TP S N &

S e

-
o Ao e S At

T,
Lo



. — 146 —

§ 11. — Riassunio,

Xeco pertanto le conclusioni a cui siamo giunti:

1. 11 calcolo infinitesimale non ha bisogno che delle sole quan-
titd finite ;

2. 11 campo d’esistenza d’una variabile reale positiva consta
unicamente di quantitd finite, ad eccezione di due sole, 0 e o, ¢ I'in-
finitesimo attuale, come grandezza estensiva, ciod rappresentabile me-
diante un segmento, non csiste

3. Nessuna prova in favore dell’esistenza dell’infinitesimo pud
trarsi dalla teoria delle probabilith geometriche, né da quella dei nu-
meri trasfinit.

§ 12, — Adppendice.

Ma sc l'infinitesimo attuale non esiste, come abhbiamo ormai stabilito,
nel campo delle quamitd reali, non & escluso chie in altri campl pur
essi soggetti al dominio delle Matematiche possano definivsi enti dotati
di proprieta analoghe a quelle deglintinitesimi. Benehe tali ent sieno
estranei all’argomento propostoci, non parrd, speriamo, del tutto inop-
portuno il dirne quulche cosa. )

Abbjamo gia accennato ehe cosa g'intenda per grandezza in generale,
¢ per classe di grandezze ad una dimensione; ed aggiungiamo vra che
la grandezza:

SA, Ay A L A

. ¢ ER ma

si dice m-upla della grandezza . Se prendinmo a considerare le gran-
dezze pit generali, la definizione gia daw di finito, la quale si basa
essenzialmente sul concetto reale di quantitd, non ha pid aleun signi-
ficato. Non potendo perd conservare il valore assoluto della parola finilo,
tentiamo di mantenere alnieno il valore relativo delle tre parole finito,
infinitesiino, infinito. A tal wopo, exsendo data wna elusse di grandezze
ad una dimensione, ¢ couvencndo di riguardare come finita una gran-
dezza determinata A, occorre stabilire un eriterio per decidere guali
grandezze della classe debbano rispetto «d A chinmarsi finite, quali
infinitesime, quali infinite; ¢ conviene scegliere tali eriteri per modo
che il senso di queste parole ¢i scosti il meno possibile da quello che
esse hanno nella teoria delle quantitd ordinaric.

Chiamneremo finita rispetto ad A ogni grandezza B tale che possano
trovarsi due multipli suceessivi di A fra cui sia compreso un multiplo
assegnato di B

R e
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infinitesima ogni grandezza C di cui tutti i multipli sono mi-
nori di A .
infinita ogni grandezza maggiore di tutti i multipii di A.

i dimostra senza alcuna difficolta, che una grandezza infinitesima
(o infinita) rispetto ad Alo ¢ parimenti rispetto a qualunque altra gran-
dezza finita rispetto ad A. Se dunque esistono effettivamente nella classe
considerata grandezze della natura di B, C, D, la classe resterd divisa
in tre sotroclassi 8, y, & contenenti rispettivamente le grandezze finite,
infinitesime ¢ infinite.

Pud avvenire che nella sottoclasse 7 vi sicno grandezze 1 cui mul-
tipli arrivino a superare qualunque grandezza di 3, ed altre di natura
opposta; allora, se 7, & Vinsieme delle prime, 7, quello delle seconde,
queste saranno infinitesime rispetto a guelle di y, considerate come
finite, epperd potranno dirsi infinitesime di 2° ordine rispetto ad A,
mentre le grandezze di ¥, si diranno ipfinitesime di 1° ordine.

Puo ripetersi lo stesso ragionamento rispetto & 37, € €0 sidi seguitos
parimenti 8 puod sottoporsi ad uea seomiposizione analogn, 81 avranno
cosi infinitesimi ed infiniti di varl ordini *').

Taempl di grandezze di tad naturea farono proposti da Da Bois-
Reymond, da Thomae e da Stolz.

Du BoisxRevmond (34 considera turte Je possibili funzioni d'una va-
riabile » che al erescere indefinito di » sono pusitive e indelinitunente
eresventi; ¢ i corrispulidere qoclaseuna di esse un ente, che egli chiama
Uinfinite della funzione, ¢ che per comoditd denotereno, per una fan-

zione [, con I[fo)]. Ter definizione si ha I[ﬁ)"]? I[p(x}] secon-

i)

[4C8
teste definiti sono grandezze ad una dimensione. L’addizione ¢ definita
dalla relazione seguente:

La classe di grandezze studiata da Thomae (*) non ¢ che una parte
di quella pitt ampin di Du Bois-Reymond. Thomae considera le serie
seguenti di funzioni, dove w prende tuttl i valori reali e positivi:

doche tende ad un limite infinito, finito o nullo; quindi gli ent

" @\
wey Uglg "‘)'M’ Jg ;")My "‘-”ur (c'>M7 (ec /,u’

La classe di grandezze:
oy TlUglg ), TLag ), Tlat], Lee ], T, o

& appunto della natura di quelle di cui parlammo poc’anzi. Prendiamo
come punto di partenza la grandezza I[x], che riguardiamo come fi-
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nita; le grandezze della sottoclasse I[2*] saranno parimenti finite,

quelle delle sottoclassi I[(g )], [Uglg«)*], ... saranno infinitesime

di 19, 2°, ... ordine; quelle delle sottoclassi Iftey], 1 [(eﬂ“)'“], - I

ranno infinite di 1°, 2°, ... ordine.

Stolz {*) considera un insicme di funzioni f() le quali tendoty al
limite -0 mentre « decrescendo s’avvicina ad un valore a, ¢ ad ogni
funzione 7 fa corrispondere un ente w!f), da lui detto momento della
funzione f. Egli stabilisce poi le seguenti definizioni:

f >

lim —=:1
.c:-_a¢< ’

wf+ @) = w(f)+ulp), wf.-g)—uf).ulg).

w(f) 2 u(g) secondoch

T momenti sono grandezze ad una dimensione, ¢ nella classe da essi

costituita non ha luogo il postulato d’Archimede. Infatti, se lim I 0,.

a—=a

sard u(f) < u(p), &, poiche. anche lim " 0 per ogni valore finito
L=a
di m, sard u(nf) = n . u(f) <<u(®).
Si pud estendere la classe di grandezze considerata agginngendovi

ulfy | .. - . )
u v 3 definite, sotto la condizionc lim / -0, dalla
1 SZoed 1

nuove grandezze
cguaglianza :

w(f,) %’?) — u(f) . (@

Le condizioni d’eguaglianza e discguaglianza di queste grandezze:

sono determinate dalla relazione: -

5‘(—]’:‘)-\%:—:52) secondoche (7). u(fy) Zulf) . u(fs),
>

oseia secondoché lim —— =1

w=al1fe<

Se f, fi, g sono tre qualunque delle funzioni considerate, ¢ se

lim —f—\O, sara Hm%:oc, donde segue u(f)>u(f,g), ossia

a-=a [y t

w(f) > u(f,) . w(g); questa relazione pud seriversi in virth della (a):

)
u(f,) - ;’f((; > u(r) i),

e pp e

— 149 —
?
e di qui si ha infine ?7(/(% > u(g). Quindi qualunque rapporto di mo-
\/1
menti ¢ maggiore di qualuffjue moniento.
Quando lim z & una quantitd finita 2, possiamo porre u(f)_: Ay
S f{ 1L(f1)
(
se juoltre lim I , sard, lim@ =a«, quindi }17(9);> —ULQ .
a=a 4 191 ulgy ” (i)

La elasse di grandezze da noi considerata consta adonque:
a; Delle quantitd reali e positive (grandezze finite) 3
b) Del momenti (grandezze infinitesinie) ;

- .o Lou .
¢) Dei rapporti di momenti ~(‘(L) per lim I (grandezze
u(y,) w=a i
infinite}.
Un altro sistema di grandezze studiate da Stolz ¢, come egli stesso

osserva, identico in sostanza con quello di Du Bois-Reymond.

Movtova, 24 marzo 1891,

NOTE

(*) Anclie D’invenzione del Calcolo infinitesimale ha avuto, come ogni
altra, i suoi precursori; ma la gloria d’aver fatto dell’infinitesimo, consi-
derato come una rappresentazione infinilamente approssimata della realti,
un istrunento potente ed universale spetta incontestabilmente a Leibniz.

(®) I Murchese de I’Hospital scriveva a Leibniz: « 1l y a encore un autre
« principe don{ on vous c»t redevable, et dont je conviens avec vous, et
« qui est d’une utilité werveilleuse pour resoudre plusieurs questions tant
« physiques gue mathématiques, c’est que la nature n’agit point per sal-
« {um... » (Leibnizens malth. Schriflen herausgegeben von Gerhardt, t. 11,
p. 303-4). E Leibniz stesso scriveva a Giov. Bernoulli a proposito di questo
principio: ¢« ..... quod primus forte observavi ..... et legem continuitatis
X VOCO ..... » (op. cit., t. 11, p. 541).

(*) Si possono consultare, fra le altre, le seguenti opere: Mansion, Es-
quisse de Uhistoire du calcul infinitésimal, Gand 1886; Cohen, Das Princip
der Infinilesimal - Methode und seine Geschichte, Berlin 1883. V. anche:
Du Bois-Reymond, Die allgemeine Functionentheorie, Tilbingen 1882, § 28.

(*) Mansion serive (op. cit., p. 28): « Il existe relativement & Leibniz
« une tradition inexacte, d’aprés laquelle il aurait admis Pexistence des
« pseudo-infiniment petits (quantity infinitesime costanti)..... En réalité,
« Leibniz a employé, comme la plupart de ses contemporaius, le langage
« conventionnel de la méthode des indivisibles, mais en ’interprétant duns
« le sens de la méthode des indéfiniment petits ». Alle citazioni recate in
appoggio di questo asserto se ne possono contrapporre moltissime altre, da
cui risulta, che Leibniz ammetteva l'esistenza degli infinitamente piccoli
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almeno come enti matematici, che anzi li riguardava come il fondamento
vero della sua analisi, ma che — per mostrare come essa si reggesse in-
dipendentemente da ogni discussione filosofica — insisteva sul fatto, po-
tersi essa svolgere anche considerando gl’infinitesimi come quantita finite
indefinitamente decrescenti, per modo che la nuova analisi si riduceva in
sostanza al metodo d’Archimede. V. p. es., op. cit., t. 1II, p. 288; t. 1V,
p. 91-92, 218; t. V, p. 322, 327-28, 350; t. VI, p. 150-51.

Che poi Leibniz, pur propendendo a ritenere come non esistenti nella
natura reale le grandezze infinitesime, non avesse una convinzione decisi
in argomento, risulta dai seguenti passi delle sue opere: t. III, p. 499,
516, 5513 t. IV, p. 63, 110. Infine sembra che Leibniz abbia pure concepito
il differenziale come una grandezza intensiva, cio¢ di natura diversa dalle
grandezze (estensive) di cui esso & l’elemento, il prinecipio geueratore, —
V. Cohen, op. cit.

(%) Non ci pare esatta l’asserzione seguente di Stolz (Die unendlicl.
kleinen Grossen, Ber. des naturw. med. Vereins in Innsbruck, t. X1V):
« Dass die quontitates infinitesimoe von den extensiven Grdssen, bezie-
« hungsweise von den diese darstellenden reellen Zahlen wesentlich ver-
« schieden seien, wird voun allen iliren Anhangern zugegeben ». Lo stesso
Leibniz (V. la nota prec.) parla sovente dell’intinitesinio come d'una quan-
titd ordinaria. E passando ud uno degli ultimi sostenitori dell’infinitesimo,
il Du Bois-Reymond, ecco che cosa egli scrive: ..... die Einheitsstrecke in
« unendlich viele Theilstrecken zerfillt, von denen keine endlich ist. Also
« existirt das Unendlichkleine wirklich » (op. cit., p. 72). « Wie hut man
« das Unendlichkleine sich zu denken?..... Natiirlich hut man es so sich
« vorzustellen, wie es vor unseren Augen entstanden ist: nimlich, sofern
« wir die Lange als Vertreterin der Grosse beibehulten, als Theilstrecke,
« also gleich dem Endlichen, als Strecke » (p. 745). « Wenn man die
« (positiv gedachte) Verdnderliche x gegen die Null abnehmen lésst, wie
« dies bei Grenzbetrachtungen vorgeschrieben wird, und man denkt sich «
« erst alle Stufen der Grossen endlicher Abmessung, wenn man will, jede
« Stufe durch Unendlichkleines vermehrt oder vermindert, sodann auch alle
« Stufen des Unendlichkleinen aller Ordnungen durchluufend, so hut & das
« positive Grossengebiet erschopfe » (p. 80).

(% I rapporti di quantith nulle considerati da Eulero (v. le sue Institu-
tiones caleuli differentialis) non sono altro che limiti di rapporti di quan-
titdh variabili tendenti a zero.

(") V. Cohen, op. cit. Cfr. le teorie di Du Bois-Reymond, Thomae,
Stolz di cui parleremo in fine.

(&) V. Cantor, Zur Lehre vom Transfiniten, gesammelte Abhandlungen
aus der Zeitsehrift fir Philosophie und philosophische Kritik, Halle-Saale
1890, p. 61; Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen, Braun-
schweig 1888, § 5.

() AapBayvéuevoy, cosa che si assume come vera, equivale nel senso a
postulato, che etimologicamente corrisponde piuttosto ad air#ux. Non bi-
sogna poi confondere i AapBavoueva con quelli che posteriormente vennero
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chiamati lemmi, e che sono teoremi ausiliari di cui, per non interrompere
il filo della esposizione, si omette o si rimanda ad altro punto la dimo-
strazione.

(1% Questo postulato trovasi ancora, per le sole aree, nell’altra opera
d’Archimede : De quadratura parabolae, dove & detto che esso era noto
anche a geometri anteriori, fra cui Eudoxo da Cnido. L’importanza fiel
postuluto d’Arclimede fu posta in luce da Stolz; vegg. le sue Memorie:
Bolzano’s Bedeutung in der Geschichte der Inﬁm’lesimaZrechnunq, Math.
Ann., t. XVII, p. 253, e Zur Geomelrie der Allen, tnstesondere uber ein
Axiom des Archimedes, Math. Ann., t. XXII, p. 504. o ‘

(") Riguardo all’origine ed alla patura degli enti matematici puo vedersi:
Kroman, Unsere Naturerkenntniss, trad. tedesca di Fischer-Benzon, Kopen-
hagen 1883, p. 16-17, 135, 172, 184.

(¥2) Teoria delle grandezze, Pisa 1890.

(1) It continuo rettilineo e Vassioma V a’ Archimede, Mem. della R. Acc.
dei Lincei, serie 47, vol. VL. )

(*) Primu di essi G. Cantor (Grundlagen einer allgemeinen Mannich-
faltigkeilslehre, Leipzig 1883) e Stolz (Memorie citate e Vorle.sungen ubef
allgemeine Arithmetik, 1 Th., Leipzig 1885) si erano occupati della (_leﬁfn-
zione matematica del continuo; ma, poiché le loro ricerche hunno servito
i buse a quelle posteriori e si sono in qualche modo compenetrate in esse,
stimiamo inutile tenerne parola in particolare.

Per rendere pill spedita l’esposizione, faremo uso della nomenclatura
adottata da Bettazzi, spiegandone di mano in mano il significuto nelle
note. Per maggiori dettagli rimandiamo alla Memoria di Bettazzi e ad
un‘estess recensione che ne abbiamo pubblicuto nel Bull. des Sc. Math.
Marzo 1891. o

(*%) Grandezza &, secondo Grassmann, ogni ente d’un insieme tale, .che
di due suoi elementi quulsiasi puo stabilirsi se sieno eguali (=) o dise-
guali (==), quulunque sia il senso che si attribuisqe a queste due parole,
purché sieno soddisfutte le due condizioni seguenti:

Se A=B, B=A};
Se A==B e B=C, A=C;
e inoltre la condizione A= A. .

Le grandezze sono poi ad wna dimensione, se di due grandfezze dise~
guali qualunque puo stabilirsi quale sia maggiore (C>) e quale minore (<)!
qualunque sia il senso di quelle parole, purché abbiano luogo le seguenti
relazioni:

Se A>B e A'==A, B'=B8, allora A'>B';
Se A>B, B<{Aj

Se A>Be B>C, A>C;

Se A>>B, S(a, C)>8(B, C).

Qui § & simbolo d’un’operazione (addézione) univoca, commutativa, as-
sociativa, e avente le seguenti proprieta :

Se B=C, S(A, B)=58(A, C);
Se B==C, S(4, C)==8(A, C).

i
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S{A, B) diresi la résultante di A e B. Se D denota l’operazione (sot{ra-
zione) inversa di S, cioé definita dalla relazione A=S(D(A, B), B), D(A, B)
dicesi la divergenza di A e B.

(1%) Se un insieme di grandezze & tale che, essendo A, B due suoi ele-
menti qualunque, anche S(A, B) appartiene ad esso, si dice che quell’in-
sieme costituisce una classe; questa é propria se contiene pure D{A, B).

(") Si dividano le grandezze d’una classe propria ad una dimensione I’
in due gruppi I1,, I, tali che, se P & un elemento di I1, (o di Il,), ap-
partenga a II, (o a [1,) ogni grandezza di I' minore (o w.aggiore) di P.
Pud avvenire che I1, abbia o non abbia una grandezza massima, e che Il,
abbia o non abbia una grandezza minima; di qui 4 casi, nel 1° dei quali
si dice che ha luogo una successione, nel 2° e nel 3° un collegamento,
nel 4° uno spezzamento. In quest’nltimo caso si ha in purticolare una se-
zione od un salto, secondoché la divergenza fra le gramdezze di [l; e
quelle di [T, diviene o no minore di gqualunque grandezza della classe.

Una classe propria in cui qualunque scomposizione da lnogo a collega-
menti o a sezioni dicesi connessa.

(18) Se una sottoclasse A d’una classe I pud scomporsi in due gruppi
I1,, II, formanti una sezione, e se nella classe I' v’hanno grandezze mag-
giori di tutte quelle di Il; e minori di tutte quelle di [1,, si dice che
queste grandezze riempiono la sezione. Se per ogui sezione di qualunque
possibile sottoclusse d’una classe T’ esistono nella classe grandezze che la
riempiono, la classe I' si dice chiusa.

(**) Omettiamo la dimostrazione, che pud leggersi nella Mem. di Bettazzi.

(*") Cioc non ha grandezza minima.

(3') L’equivalenza delle due definizioni si dimostra immediatamente, os~
servando (v. Bettazzi, Mem. cit., §§ 50-52) che ogni clusse propria illimi-
tata che soddisfa al postulato d’Archimede & connessa, e reciprocamente.

(3) Finito & detto qui nel senso di non infinito.

(%) Per lo scopo del presente scritto sarebbe bastato esporre la defini-
zione di Bettazzi e mostrare come le proprieta che essa assume come ca-
ratteristiche pel continuo possano intuitivamente riscontrarsi nell’insieme
di segmenti da noi considerato. Abbiamo tuttavia ereduto opportuno porre
di fronte a quella definizione l'altra emessa recentemente da Veronese,
ed indicare i motivi per cui nel nostro cuso ci atteniamo piuttosto all*una
che all’altra di esse.

(*) Ctr. Czuber, Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mitiehwerte,
Leipzig 1884; Giudice, Sopra una questione di probabilita traitata recen-
temnente dal Prof. Murer, Periodico di Matematica, t. V, p. 73.

(*%) V. una nostra Nota nel fascicolo d’aprile della Réivista.

(236) Cfr. Frattini, Iniorno al significato di alcune questioni di proba-
bilita, Periodico di Matematica, t. V, p. 72.

(*") V. Zeller, Die Philosophie der Griechen; Tannery, Histoire du con-
cept de Vinfini au VI siécle av. J. C., Revue philosophique, dic. 18823
Tannery, Le concept scientifique du comtinu: Zénon d'Elde et Georg
Cantor, Revue philosophique, ott. 1885; G. Cuntor, opere citate.
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(%) V. oltre le opere e memorie citate nella nota precedente: letberlft,
Das Unendliche metaphysisele vnd mathematisch verrachtet, Mainz 1878.
Vedi pure a proposito della questione dell'infinito: Gutberlet, pa.v Prrob.le.‘m
des Unendlichen, Zeitschrilt fir Philosophie und philosophische Kritik,
t. LXXXVIII, p. 179. :

(®) Die allg. Funclionentheorie, § 21. o .

(**) Riservandoci di esporre in altro articolo i prineipil d.1 questa inte-
ressantissima teoria, ¢i permettiamo di rimandare per ora il lettore alle_
Memorie originali di Cantor. Veggasi pure il § I dei nostri Fondamenti

.della teoria dei tipi ordinati (Annali di Matematica, t. XVII).

(%) Cantor, Ueber unendliche, lineare Punktmannichfuliigkeilen, Math.
Ann., t. XXI, p. 54; Acts. Math., t. 1I. p. 376. )

(*) V. Cantor, Grundl. einer allg. Mannichfaltigheitsiehre, § 4; Zur
Lehre vom Transfiniten, p. 3.

(®) Cfr. Bettazzi, mem. cit.

(3 Ueber die Paradoxen des Imfinitircaleuls, Math. Ann., t. X1, p- 1f16;
Die allg. Funclionentheorie, § 69. V. anclie Bettazzi, Mem. cit. passim.

(3%) Abriss einer Theorie ‘der complexen Functionen und der Theta-
functionen einer Verdnderlichen, Halle 1870; Elementare Theorie der
analytischen Functionen ciner complexen \'er(inderh’chain, Halle 1880.

(3) V. la Mem. gii citata: Die unendlich kleinen Grissen, e le Vr).rle—
sungen @b. allg. Arvithm.; inoltre: Ueler zwei Arten wn 1fn('nd21ch kleinen
wnd von unendlich grossen Gréssen, Math. Ann., t. XXXI, p. 60L.

NB. Mentce stiamo correggendo le bozze di stampa, riceviamo, gentﬂ.—
mente inviatoei dall'autore, un discorso pronunziato dal prof. Stolz il
2 marzo 1891, dal titulo: Grdssen und Zahlen (Leipzig, Teuhner., 1891).
Citiamo in particolare le pagg. 13-16, perché esse si riferiscono pitt pro-
priamente all’argomento del presente articolo.

Questione V.
In un piano sono date n rette @, Q... dn. Determinare grafica-
mente la posizione di un punto T per il quale si abbia
Py P~ Po Pilesees o+ pu P’ = minimum

essendo p,, Py-.-.. Pn le distanze del punto P dalle rette date e ¢,

Paeeess fn coefficienti assegnati ().
N. JADANZA.

(%) Si desidera una soluzione diversa da quella data dal B_er'tot ch? tro-
vasi nei Comptes rendus hebdomadaires des séances de UAcadémie des

.Seiences. Paris, 1876.
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Corrispondenza.

Per evitare nei Jettori ogni pericolo di equivoco nel vedere la dichia-
razione che segue, e per impedire ogni dubbio sulla cortesia, che & uno
dei doveri del Direttore d’una rivista, devo avvertire che, appena ricevuto
dal prof. Segre il manoscritto del suo lavoro, pubblicato in questo volume
a pag. 42 e segg., gli comunicai, come d’abitudine, il mio giudizio, che in
seguito pubblicai nelle prime linee delle mie osservazioni (pag. 66), avver-
tendolo in pari tempo che in aleuni punti la mia opinione differiva dalla
sua, e speciulmente dal futto d’aver egli proposto (nota a pug. 60) a ri-
solversi una questione senza citare gli autori che gih I’uvevano sostanzial-
mente risolta. E poiché egli non eredette fare modificazioni, io, dietro suo
invito, feci seguire il suo lavoro dalle mie osservazioni.

Appena ricevuta, e non senza meraviglia, la dichiarazione che segue,
credetti ancora mio dovere d’inviture 1’A. a sopprimere quello che credeva
meno necessario, avvertendolo di guali risposte erano suscettibili aleune
sue frasi. Ma, aderendo al suo desiderio, la sua dichiarazione viene pub-
blicata integralmente, affinché il lettore possa farsi idea esatta delle ra-
gioni che egli adduce. '

C. SEGRE. — Una dichiarazione.

Alle Osservazioni del Direttore, pubblicate di seguito al mio articolo
(pag. 42-66 di questo volume), non avrei forse replicato, sia per l’avver~
sicne istintiva che io ho per le polemiche (che in certi casi reputo non solo
inutili, ma dannose), sia perché gia troppo a lungo io avevo discorso delle
mie idee nella Riévisfa, e d’ultronde dopo le parole del Direttore io non
avrei avuto che da ripetere senza modificazioni di sorta quanto gia nei
paragrafi da lai citati (VI e VIII) avevo detto ('), Ma una circostanza vi &

(*) Al lettore che voglia prendersi la briga di confrontare le cose da me
esposte in quell'articolo con le osservazioni del Direttore non é forse inutile
di far rilevare che per quanto riguarda la geometria degl’iperspazi il
Prof. Peano esamina uno solo fra i punti di vista di cui io ho parlato, e
che, anche rimanendo in quello, le varie geometrie (geometria della retta,.
piana, solida, ecc.) hanno per lui un significato diverso da quello usuale
(come risulta dalle sue definizioni). Similmente la frase che una proposi-
zione cessa di valere, o non sussiste péu, ecc., pud trarre in inganno chi
non badi bene al senso che egli le attribuisce.

Riguardo poi a quel passo dclle osservazioni del Direttore che si trova
a metd della pag. 67 non posso tacere che, come non so fino a qual punto,.
traltandosi di malematica, si possa parlare di ipotesi contrarie all’espe-
rienza, cosl non intendo come vi possano essere delle {eorie meravigliose
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che non mi permette di tacere. 11 Prof. Peano (a pag. 67) dice che trova:

strano (son le sue parole) che in giornali autorevoli, e trattandosi di’

matematica purissima, sia scritla una certa frase. Ora poiché il Profes-
sore Peano dopo averla riportata non ne indica la fonte, io eci tengo a
dichiarare ai lettori della Rivisfa che quella frase & mia e che quindi ne
assumo tutta la responsubilith. Essa si trova in un lavoro che porta per
titolo: Recherches géndrales sur les courbes et les surfaces régldes algé-
briques, e che & stato pubblicato nel vol. 34 dei Mathematische Annalen
(efr. la nota alla fine della pag. 14). Tant’s: la Redazione di quell’au-
torevole giornale ha accettato ¢ pubblica continuamente lavori importanti

in cui si trovano ben altre cose contrarie alle vedute esposte dal Profes--

sore Peano che quella chie io ivi dicevo e che ancora mi pare iunocen-
tissima I..... Si trattava di questo: che non avendo io altro modo di risol-
vere un’importante questione che di ricorrere ad una formolua generale
data poco prima da un altro geometra, credevo pers dovere di onesfd (cfr.
il mio articolo, pag. 55) di avvertire clie la dimostrazione ingegnosa {con-
seguenza diretta del principio dell’invariabilith del numero, cfr. pag. 54)
di quellu formola mi pareva potesse lasciare il dubbio che vi fosse qualche
eccezione..... .

Ora il Direttore della Rivésta non ammette che in un easo simile si
possa considerare il risultato come veramente ottenuto: ed in sostanza la
stessa cosa avevo detto io nel mio articolo (§ VI), esprimendo ripetuta-
mente il concetto che I'ideale del matematico non & raggiunto finché non
§’8 conseguito una precisione ed un rigore completi. Mo dove noi differiamo
& nelle conseguenze che ne tragghiamo. Egli stupisce che una cosa siffatta
si pubblichi, e giunge fino ad angurarsi di poter ben convincere i giovant
suoi colleghi di questa veritd, che ¢ lavort in cut fa difetto il rigore non

possono far avanzare d'un passo la matemalica. lo invece credevo (e su:

¢i6 mi basavo nei consigli relativi alle investigazioni geometriche dati in
quel paragrafo — del resto con molta cautela, come il lettore pud verifi-
care) che in tutti i rami della matematica, nell’aritmetica come nell’analisi
infinitesimale, nella geometrin come nella meccaniea teoretica, il periodo

di scoperia avesse nella maggior parte dei easi preceduto quello del régore-

(come appunto accade continuamente ai singoli ricercatori); e che tutta
una moltitudine di cognizioni a cui cosi si era giunti per vie non perfet-
tamente rigorose non solo avessero fatto avanzare di qualche passo la
matematica, ma avessero anzi costituito una gran parte dei materiali con

cui essa s°¢ fatta, e sui quali pot¢ si & proceduto, e finora solo ér una parte:

di essa, al lavoro critico atto a renderla assolutamente rigorosa (*). lo

atte a far rammaricare che l’autore non abbia applicato il suo ragiona-

mento ad ipotesi pratiche! Per me, se una teoria é meravigliosa, e Pero:

raggiunge lo scopo supremo della scienza: Uonore dell’intellelto umano,
io non oso chieder altro,
(%) Attualmente questo lavorio di critica, di perfezionamento logico, che

& desiderabile di vedere in ogni pil minuta cosa, per molte teorie non si.
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-eredevo che si potessero citare innumerevoli lavori, di grandi geometri e
di grandi analisti, i quali sono stati veramente fondamentuli nella scienza
-quantu!)qtle, ahimé! i loro risultati ammettessero delle eccezioni avvertitc;
solo pit tardi, o non fossero conseguenza puramente logica di premesse
tutte enunciate esplicitamente. Ma il Direttore delln Révésia dice che risultati
siffatti sono falsé, o che procedendo a quel modo si po/rd fare della poesia,
ma non della matematica (pag. 67). O certo & poesia, ma nel pil ulto si-
gnificato della pavola, quella che si trova net grandi scienziati a cui allu-
devo! Ma é pur matematica! Matem itica in un senso largo, elevato, che
preferisce attepersi al massimo eclettismo anzi che ad esclusioni atte solo
a rimpicciolire gl’ideali scientifici; in un senso che permette di apprezzare
tanto le audacie di quei grandi ingegni che nella foga della ricerca si pre-
oceupano pitt di dur idee nuove e feconde e di abbozzare teorie originali
che di fure dimostrazioni complete e di escludere ogni caso d’eccezione:
-quanto In puzienza mirabile e ’acume critico di quegli altri ingegni che
completano l'opera dei primi rendendola picnamente rigorosa e logica in
ogni parte !
Torino, Aprile 1891,

Risposta.

l.. Le mie Osservazioni (pag. 66 di guesto volume) contengono sulla
teoria dei cosl detti ¢perspazéi una serie di affermazioni (dalla pag. 67
alla 69). Nessuna di esse vien dal Prof. Segre contraddetta. Quindi questa
-questione & finita.

) 2: Ma Pavrersione istintiva ch’egli dice di avere per le polemiche si
riferisce solo alle scientifiche, poiché egli non esita, specialmente nella
pota 1, nell’addurre argomenti e termini extrascientifici. Io passero oltre

-a questi, né discuterd quelli; basti uno:

lo serissi:

Se si distingue la geomelria in piana e solida secondoché....., avremao
fatio una senplice distinzione didaltica..... Ma se per geomelria della
retla intendiamo quella che..... avremo fatio una distinzione scientifica.

¢ ancora in grado di farlo. Si dovrhd per questa ragione trascurarle ? —
D“altronde non si pud nemmeno dire che in ricerche siffatte vi sia defi-
cienza di logica. Spesso la questione si riduce tutta ad aleuni principt
matematici ai quali si giunge con ragionamenti per ora incompleti (come
- alle leggi da cui parte la fisica matematica si giunge, almeno in molti casi,
per via d’esperienze), ma dai quali poi si traggono le varie teorie mediante
deduzioni perfettamente logiche. Si considerino, ad esempio, | meravigliosi
risultati a cui pervenne RIEMANN grazie al prineipio di DIrICHLET, quan-
tunque la _dimostrazione che egli dava di questo principio fosse tanto in-
eompletg! Vedausi anche i principi della geometria numerativa accennati
a pag. 54. '
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A queste parole precise egli replica:

Le varie geomelrie hamno per Wi un significato diverso da quello-

usuale.

Io ritengo la polemica scientifica una delle forme sotto cui si possono
esprimere, aleuua volta utilmente, delle idee. lo stesso debbo ad alcune
polemiche I'aver stretta amicizia col momentaneo avversario, clhe prima
nou conosceva. Ma affinche la polemica non sia inutile e dannosa ¢ ne-
cessurio che essa si mantenga strettumente scientifica.

3. Se io ho purlato solo del terzo punto di vista, sugli iperspazii, esposto
dal Segre, si é perche a quello solo io muovo l’obbiezione. Ma egli dice
che 7o esamino uno solo fra i punti di vista dai cui egli ha parlato;
come sc io non lo avessi espressamente dichiaruto, riportando (pag. 67,
linee 26-27) le sue testuali purole (pag. 60, linea ultima). Queste parole
poss0LO parere ull invito a parlare anche di altri; ed io Daccetto, par-
lando del primo.

a) Se si chiama punto un gruppo qualunque di # variobili (pag. 59),
allora & Len noto che cessa ogni Jiscussione sai postalati di Geometria; le
teorie che si deducono sviluppano le conseguenze dei prineipii di aritme-
tica, e non di quelli della. geonietria; ogni risultato cosi ottenuto & indi-
pendente da qualsiasi postuluto geometrico.

) In conseguenzu, per questa via, ’affermare che si ha un grande
vantaggio a cercare in uno spazio superiore applicaziond allo spazio or-
dinaréo (affermazione che, nel terzo puuto di vista, come dicono ¢ il buon
senso e la logica rigorosa, ¢ un assurdo), signitica che da relasioni [ra
Ppit mumeri i possono wtilmente dedurre delle relasioni fra tre; ¢ questa
& una trita verita, ideutica a quest’altra: E utile il sillugismo, nel quale,
da relazi ni fra tre termini «t deduce una relazione [ra due.

¢) Per questa via si fu ancora della Matematica? Certo che si fa
delPAlzebr se si ragiona bene; ma aleuni autori trattano usualinente
queste questioni contravvenendo alle regole algebriche.

a) Cosi un aatore {*), nella prima pagina dell’esposizione di questo
metodo, dall’ipotesi che :

« si possano attribuire a ciascun elemento (d’uno spuzio ad 7 dimensioni)
i valori numerici di 7 quantity, in modo che, senza alcana eccezioue ad
ogni gruppo arbitrario di valori di queste corrisponda un solo elemento di
quello spuzio e viceversi..... »
deduce come conseguenza che
« ogni elemento di questo, senza. eccezioni, sard individuato dai rapporti

Cmutwr di me—+1 coordiuate omogenes, servirh viceversa a individuure

questi loro rapporti..., fatta eccezione pel cuso in cui tutte le coordinate
owmogenee date sono eguali a 0, oppure eguali ad o ».

Ora quuli sono i mutui rapporti delle 6 quautita 0, 0, 1, 2, », ), O

i loro rapporti alla prima o allultima di esse, quantunque esse non siuno
)Y s

() C. Suurk, Studéo sulle quadriche (Mem. R. Acc. di Torino, serie 1I,.

t. XXXVI, pag. 15).
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tutfe eguali a 0, né eguali ad ? Del resto & noto che non ¢’ ’identith
“fra il sistema di m numeri, ed i rapporti fra m 1, sia che colla parola
numero si comprenda o si escluda D’infinito, sia che si comprendano o si
escludano i casi in cui le m -1 quantith di cui si considerano i rapporti
siano eguali a 0 o eguali ad ®; e che nessuno dei due sistemi considerati
dall’A. & quello di cui si serve la geometria proiettiva. Questi varii sistemi
sono solo all’incirca identici.
e) Nella stessa pagina I’A. scrive:

« In uno spazio lineare ad m dimensioni & chiaro, che a determinare
ogni elemento si potrunno prendere invece delle m + 1 coordinate omo-
genee, alire m + 1 quautita che siano proporzionali a date funzioni lineari
omogenee indipeudenti du quelle coordinate, poiché dute quelle m -1
quantith saranno pure determinate in modo unico le m <1 coordinate omo-
genee o meglio i loro rapporti. »

Quindi egli afferma che esprime una quantiti la serittura 0 e —w—+4-2%.
Anche qui bisogna modificare le ipotesi; la proposizione & prossima alla
verita, ma sta ancora nella clusse degli errori; e ben si vede dove si possa
arrivare con questo metodo. Parlo naturulmente nel campo scientifico, e
‘non in quello pratico.

6. Rimane la questione del rigore. Io parlai su questo soggetto sola-
mente come Direttore della Réivista, collo seopo di tenerne fermo indi-
rizzo; ché altrinenti non ho ns Petir, né Pesperienza, né nutorith neces-
sarie, ne¢ la voglia di discutere una questione di metodo. Ma ad alcune
opinioni del Segre & necessario contrapporre le niie.

Cosl io non ho mai visto in aleun ramo della matematica, dall'arit-
melica clla meccanica teovetica, che wn periodo di scoperta preceda
-quello del rigore. Un teorema, in matematica, ¢ seoperto quando & dimo-
strato. Il progresso della matematica consiste sempre neli®uzgiungere nuove
verita alle antiche. Nemmeno questi due periodi si presentuno successiva-
mente ai singoli ricercatori; ¢’ invece il perioduv di ricerca che precede
Vistante della scoperta. -

E se il prof. Segre credeva si potexsero citare dmanmerevoll lavori, i
-eui risultati ammettessero delle cccesioni avvertite solo piu tardi, io so di
poterne citare mille volte mille {nnwmerevoli, i cui risultati non ammet-

“tono eccezioni, né tinora avvertite, ne che potranno essere avvertite mad.
Qui sta la niatensatica; ed ¢ appunto il rigore con cui i sommi matematiei
esposero le loro scoperte che ne costitui la fama, che sempre dura, e du-
‘urerd quanto il mondo lontana.

E vero che nei mumerosi volumij, per es. di Lagrange e di Cauchy,
si trovarono delle inesattezze. Ma anche questi sommi erano uomini, e
quindi fallibili. Del resto Ju differenza fra i somnii e gli infimi matematici
‘sta in questo che i primi dicono moltissime cose giuste e rarissime fulse;
4 sccondi invece dicono ‘meno verita e piu errori. Nel primo caso gli uni
e gli altri fanno progredire la matematica, nel secondo no. Ma essi hanno
stutti di comune I'intenzione di dire, a seconda delle proprie forze, delle
‘verita.
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E credo nuovo nella storia della matematica il fa.tto Qi autori che nelle
loro ricerche, scientemente usano proposizioqi a cul essi co.nos.conotdel-le
eccezioni, o che sanno non dimostmte.; e c'he invece di seguire i ma em.;:
tici passati negli innumerevoli punti in cui fecero bene, prendano per m

dello i rari punti in cui trovansi ir} difetto. 6. Praro.

RECENSIONI

Dott. Enrico De Amiors — Iatroduzione alla teoria matematica della
propagazione del calore. — {Torino, Loescher, 1891).

Nella breve prefazione PA. uvverte che al'la pubblicazione di .gufagto
lavoro lo lia principalmente determinato jl p_ena:n:ro che esso ;?c;s“a.nu:m:
di qualche aiuto agli studenti della Facoltiv di .Flsmu e M:\te‘.m-adl'cd, :r:};i-
cinlmente per questo riguardo ci sembra che 11' Jlavoro meriti di ess
corgttl(l);; prima parte I'A., partendo dal noto principio di Lu?fe’ stt:lbllx:.c;ej
Pespressione generale del fusso di ca{o?'e attraverso a un e -Lr'rg}nc().n(;lot‘fo
lunque di uu corpo (non omegeneo, e }sot1~(:pq), e viene p:‘xc.x oo
all’integrazione yelativa a una mezza §ter:x. -1 limiti di que? i md",es o
sendo rappresentuti da funzivni dis(:ontmug, I’A. t'rova ‘oppoxltu}m %1‘ p e
con ung certa diffusione alcuni teoremi e msulLu.tx axsad notl. di Anulisi
perd, duta Pindole del lavoro, possouno trovurvi posto assul ben?. e

Nella seconda parte I'A., seguendo presso a poco, co.me. appare %mq e
dalle frequenti citazioni, 1'esposizione del chiar. }_;rof. Lettl,ldctezmg;;no_
equazioni fondamentali che regolano li.J prgpaguzmne <.1c1‘ ca orf X e~
stratas Iuniciti della ranzione da esse lllll.IVI(lllatLl, .p:xS..\i‘l d' Frm“ne o
sformate di quelle equaziont per un cambiamento di variabili. La ques
dell'integrazione nou e affatto trattati. .

L’esposizione ei sewbra in generale chi
aleune vsservazioni. Per esempio, dalla sola espre
cipio di Lame

ara e rigorosa. Faecinmo solo
ssione analiticu del prin-

aQ =F(r, 6, @) (V,— V) drds dt

e dul fatto che fru due punti ad uzual temperatura si ammette nullo lo

seambio di culore non risultercbbe che T ¢ sempre ﬁl?ltu.. i dire
Coat pure (pag. 37-38) nel teorchiu dello stato st:xznon\f} 10. \1 %?’;.;}ibuim,‘
praticamente, chie dopo un certo tempo la tgnxpemtura siosura l.lbtl o
in uno stato stazivnario, ma anahticumente §1 Lia ‘sqlamepte che t..xr‘ eglper
ratura tende verso uno stato stazionario; glacch¢ 1 ragionamenti .n.xpoi
1a dimostrazione del teorema non richiedono che da un certo tempo in p
(-i—tY sia zero, ma solo clie tenda convenicatemente nello zero.

d
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Del resto, a pirte queste osservazioni di poco momento, ¢i pare che la.
lettura di questo lavoro possa essere utile a chi voglia intraprendere lo-

studio di questa parte della Fisica Matemutica.
A. CAMPETTL

G. Lazzerr ed A. BassaNt — ZElementi di Geometria.

Gli Elementi di Geometria dei prof. Lazzeri e Bassani, recentemente
pubblicati (*), meritano lode sincera per 1’ordine, il rigore e la chiavezza
con cui vi sono trattate le diverse teorie ed anche per Paccurata compo-
sizione tipografica e per la nitidezza delle figure. Lo studio contemporaneo

della Geometria piana e solida, praticatovi, par che realmente giovi sia per-

n{igliomre o semplificare dimostrazioni ed anche intere teorie, sia per scol-

pire i varii concetti in modo pit completo ed esutto nelle menti degli sco-

lari. Formano, essi Elements, un volume di 455 pag. in-8, diviso in cinque

Lbri. Ad ogni libro seguono molti esercizé, 71 al primo, 237 al secondo,
© 311 al terzo, 235 al quarto, 227 al quinto, 1081 complessivamente.

11 primo Ubro & diviso in cinque capitols. 11 primo capitolo contiene le
definizioni ed i postulati relutivi a retta e piano: con un postulato viene
ammessy Desistenza d'una linea, retta, tule cle, se una figura lu contenga
¢ roti intorno a due punti della medesima, tutti e solamente i punti d’essa
linea restino immobili; cosl vien subito stabilito che basti fissare tre punti
d’una figura non situati in linea retta per render fissa la figura. Il secondo
capitolo pone definizioni e postulati relativi a segmenti, angoli e diedri e
tratta dell’addizione e della sottrazione dei medesimi. Il terzo contieue le-
prime nozioni su circolo ¢ sfera. Il quarto tratta di rette e piani paralleli.
L’ultimo capitolo tratta di rette e piani perpeundicolari e contiene le defi-
nizioni e le principali proposizioni relutive alle figure simmetriche.

1l secondo libro & diviso in quatiro eapiloli. 1l primo capitolo tratta déi
poligoni; il secondo degli angoloidi; il terzo dei poliedri; il quarto delle
distanze. .

1l terzo litro & diviso in sei capifols. 11 primo tratta delle rette e dei
piani, seganti e tangenti al circolo ed allw slera, considera gli angoli nel
“circolo e le diverse posizioni relative di due circoli nel piano e di due sfere
nello spazio, insegna a costruire Ja quinta parte del piatto. 11 secondo eupi-
tolo.s"occupa dei circoli e delle sfere, passanti per punti o tangenti a rette
od a piuni, e costruisce i poligoni ed i poliedri elementari regolari. 1l terzo

_cupitolo tratta dei sistemi di circoli e di sfere, considera particolarmente
. fasei e connessi di cireoli e di sfere, e complessi di sfere. 11 quarto capitolo
tratta dell’omotetia diretta, affine ed inversa. Il capitolo quinto & dedicato
. alla.sfera, studia gli angoli ed i poligoni sferici e stabilisce per i poligoni.
sferici e per i cireoli della sfera alcune delle nozioni gia stabilite per i

(") Tipografia R. Giusti. Livorno, 189i.
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poligoni e per i circoli nel piano. Il cupitolo sesto si occupa del cono e del:
cilindro.

Il quarto libro & diviso in set/e capitoli. 1 primo tratta dell’equiva-
lenza in generale; il secondo tratta dell’equivalenza di poligoni e di super-
ficie poliedriche; il terzo tratta equivalenza di poligoni sferici e di piramidi
sferiche; il quurto capitolo s’occupa dell’equivalenza di prismi; il quinte
contiene la teoria dei limiti; il sesto s’occupa dell’equivalenza di poliedris
il settimo & dedicato all’equivalenza del circulo, del cilindro, del cono, della
sfera e del toro.

1l quénto libro ¢ diviso in quatiro capitoli. 1l primo capitolo tratta dei
rapporti e delle proporzioni in generale, della proporzionalita di segmenti,
di superficie e di solidi; il secondo s’occupa delle figure similij il terzo
della misura; il quarto contiene purecchie applicazioni dell’algebra alla
geometria, piana e solida.

Dopo d'aver accennito rapidamente agli argomenti contenuti nel libro,
credo opportuno di fare alcune osservazioni. Ben fecero gli autori ad in-
trodurre i concetti di superficie e di linee complete: perd sarebbe forse
stato utile, per evitare fulsi preconcetti, dire una parola sulla connessione
delle superficie; almeno pariundo del toro si sarebbe potuto far rilevare
che la circonferenzu, linea completa perché basta da sola a dividere p. e¢s.
piano e superticie sferica che sono superficie complete, non basta da scla
a dividere la superficie del toro. A pag. 34, dal postuluto: « Quando una
figura si muove nello spazio, in modo che un piano scorra su sé stesso
Jungo una sua retta a, ogni punto della figura si muove sopra una retta
parallela alla retta a » & dedotto il corollurio: « Da un punto non si pud
condurre pit d’una retta parullela ad una retta data »; eid rickiede di-
scussione, diversa da quella che trovusi nel libro, perché se un piano scorre
su so stesso lungo una retta a parallela ad altre due & e b' dello stesso
piano concorrenti in A, dal postulato segue solamente che A deve muo-
versi o sopra b o sopra b’ o sopra un’altra retta passante per A e parallela
ad a e che, se A percorre b, U’ devesi trasportare con A: la teoria dclle
parallele, Euclidea, potreblbe p. es. anche fondarsi sull’ipotesi clie in ogni
piano il quale scorra su se stesso lungo un asse esista almeno una retta
distinta dall’asse la quale scorra su se stessaj tuttavia laver conservato
il postulato Euclideo anche coloro che pur si sono occupati dei vari modi
in cui potrebbe venir presentuta la teoria delle parallele (*), parmi una
prova almeno molto forte della convenienza di non mutar grandemente la
primitiva forma del postulato d’Euclide. A pag. 253 son dette di seconda
specie le classi di grandezze tali che di due grandezze della classe I’'una sia
sempre maggiore, equivalente o minore dell*altra, e la somma di due gran-

- dezze della classe non goda della proprieta commutativa; tuttavia si parla

poi della differenza, invece che delle differenze, di due grandezze della classe;
quando sia A-+B==B+A : ’

() -V.p. es. R, BALTZER, Pianimetrz‘a. — R. DE Pacuws, Elementé di

- Geometria.
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viene immediata P’ides che possa essere
(A+B) ~B==(B+A)—B

per cui & almeno necessario uno schiarimento. A pag. 264 & detto che i
poligoni piani non intreceiati formano una classe di grandezze di seconda
speeie; ma questo significa includere Y’idea deila forma delle figure nello
studio dell’equivalenza e ¢id complica la teoria, la quale, a parte questa
osservazione di poca importanza, & trattata molto bene: ci sarebbe p. es.
contraddizione con la definizione di differenza data a pag. 253 dove do-
vrebbe dire wna, non la, differenza, perché ancora due grandezze di prima
specie avrebbero infinite differenze.

Finalmente voglio dire poche cose, non speciali per gli Elemen!? di cui
¢i occupiamo, sulle definizioni; in quelle relative ai corpi rotondi p. es. non
si riscontra che un adattamento artificioso a ragionamenti fatti, cosicche
1o scolaro potrebbe anche non riconoscervi quegli enti dei quali prima
aveva un concetto ehiaro, per quanto intuitivo. Le definizioni dovrebbero
esser tratte dai concetti comuni e formulate semplicemente, per quinto é
possibile: i ragionamenti con cui si stabiliranno le proposizioni relative
ad un ente, anche se pieni d'artifici, non potranno oscurar lente stesso,
quando il medesimo sia messo nettamente e semplicemente in evidenza.
Le definizioni debbuno esser formulate almeno in modo che nessuna parte
sia totalmente superflua. A pag. 181 p. es. sono definiti i poliedri regolari
cosi: « Un poliedro si chiama regolare, se tutle le sue facce sono poligoni
regolari eguali, e tutti i suoi angoloidi sono pure eguuli e regolari »; ba-
stava dire p. es. che ha facce ed angoloidi regclari, e se tutto questo oec-
corresse avrei taciuto perché molto facilmente avrebbe ognuno riconosciuto
il superfluo; ma bastava dire soltanto che ha facce regoluri egunli, essendo
dimostrato che: « Dans un polyedre convexe, dont toutes les faces sont
« invariables, les coins compris entre les faces, ou, ce qui revient au
-« méme, les inclinaisons sur les différentes arétes sont aussi invariables:
« en sorte qu'avec les mémes faces, on ne peut construire gn’un second
« polyédre convexe symétrique du premier » (). Bisognava quindi o limi-
tare, come fa detto, la definizione od evitare I’jnconveniente mettgndola
sotto un diverso aspetto, perché cosi com’s porta certamente gli scolari,
quelli intelligenti, a ritenere, erroneamente, che nessuna delle due eondi-
Zioni enuneciate possa venir soppressa totalmente (3).

Palermo, maggio 1891. . FRANCESCO GIUDICE.

. (1) A. Cavcny, Journal de Vécole polylechnique, tome IX, cahier sei-
zieme, pag. 96. ’

~ (® A questo proposito vedasi pure questa stessa Rivisfa di Matematica,
pag. 20. -
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Exposition de la théorie des intégrateurs, par M. G. De LoXGCHAMPS,
professeur de mathématiques au lycée Saint-Louis, & Paris.

On sait que le but principal des instruments intégrateurs c’est 1'éva-
luation des aires des surfaces plaines.

Parmi ces instruments le planimétre polaire d’Amsler est le plus appelé
& Pemploi le plus fréquent.

Done, M. Longchamps, dans le travail qui vient de paraitre sous le
titre indiqué ci-dessus, s’occupe particulisrement du planimétre polaire
d’Amsler. Aprés avoir posé I’idée sur laquelle repose la théorie de ce pla-
nimotre (1) (celle des autres prend pour base des principes analogues) il
déduit des formules qui donnent toute la théorie du planimétre polaire.

En suite il considére les cas particuliers qu'on peut se présenter. Le
premier cas qu’il examine c’est quand 1'aire de la courbe considérée est
complétement, extérieure au cercle polaire, et alors il démontre que 1’aire
cherchée s’obtient en multipliant le chemin enregistré par la roulette par
le rayon r de la tige AS. Il examine ensuite deux autres cas: le cercle
polaire coupant la courbe polaire et méme lui enveloppant complétement.

Le raisonnement que M. Longchamps a suivi pour ramener ces deux
cus au premier, est trés-intéressant, et simplifie potablement la théorie du
planimétre. Dans ces deux cas l'aire cherchée est exprimse par la formule

ir+H,
II désignant une constante que M. Longehamps a retrouvé par valeur
H=7(R2+1r>—2rp)
telle que 1’a donnée Amsler (3).

Connue la constante H, M. De Longchamps enonce le théoreme suivant,
en faisant connaitre donc toute la théorie des planimotres.

Théoreme. — Lorsque le cercle polaire ne laisse pasla courbe donnée
complétement en dehors de Wi, Daire s’obiient en mullipliant le chemin
enregistré par la rouletle par T, puis en ajoutant & ce produtl la cons-
tante H.

(*) Reduit & son expression théorique le planimétre se compose de deux
tiges rigides AP et AS, articulées en A; la premiére pivote autour d’un
point fize P, de telle sorte que Particulation A, décrit towjours un cercle
de centre P et de rayon PA. L’autre tige AS porte: 1° & son extrémité
une pointe ou style §; 2° en un point R une rove qui est mobile dans un

_ plan perpendiculaire & la tige. D’aprés cela, on comprend déja que si la

tige AS est mobile sur son prolongement, la roue R éprouve un mouve-
ment de glissement, sans influence sur la rotation. ) L
(®) Ueber die mechanische Bestimmung des Fldicheninhalles, der sta-
tischen Momente und der Trigheitsmomente ebenen Figuren, insbesondere
siler einen neuen Planimeter von Jakob Amsler, 1856. :

e A e tmne b
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En terminant le compte rendu de cette petite mais remarquable note,
nous sommes heureux de rendre ici un hommage public & M. De Long~
champs, le savant professeur qui a donné tous ses soins depuis si long-
temps aux études des sciences mathématiques.

Lisbonne, Juin 1891. - ' RopoLPHE GUIMARAES
Officier du Génie a Portugal.

Dr ErxsT ScCHRODER. — Vorlesungen diber diec Algebra der Logik
(Exacte Logik). I Bd. Leipzig, Teubner, 1890.
— II Bd. Erste Abtheilung, 1891.

1l primo volume della vasta opera intrapresa dallo Schrdder contiene
718 pagine. E si pud prevedere che, colla prossima comparsa del secondo
volume, si avra un’opera che conterra quanto si & detto e fatto finora su
questo nuovo ramo di scienza, fondato dal Boole, e che ora va rapida-
mente svolgendosi. La grande cura usata dall’A., la sua profouda erudi-
zione, la completissima bibliogratia che accompagna il lavoro, funno sperare
che quest’opera colossale sard il vasto repertorio che dovra compulsure
chiunque intenda fare nuovi studii in questo campo:

Perd non vorrei che la mole del libro spaventusse il lettore, e chic
questi ne deducesse una difficolth nello studio della logica matematica. Lo
pit importanti leggi, quelle riconosciute utili alla pratica, si possono ap-
prendere in breve tempo, e con minor fatica, di quella che esiga la lettura
d’un comune trattato di logica. Il libro detlo Schirdder contiene moltissime
discussioni, spesso di pura filosofia, che pud benissimo tralasciare chi in-
tenda servirsi a solo scopo pratico di questo nuovo strumento.

L’A. invero destina il suo libro a due specie di lettori oggidi troppo di-
versamente predisposti, ai matematici ciod e ai filosofi. Ed avendo auche
Vintenzione di pubblicare un libro intelligibile a chiunque abbia retto in-
tendimento, senza presupporre cognizioni precedenti, dovette minuziosa~
mente spiegare molti punti, a cui i matematici sono assucfutti.

Non seguird PA. nella parte filosofica, essendone io incompetente. Ri-
guardo alla parte maﬁemdtica, gia implicitamente ne feci una recensione
negli articoli precedenti sulla logica matematica, nei quali mi sono appuuto
ampiamente servito del lavoro dello Schroder. Tutte le formule contenute
nelle prime 8 lezioni dello Schroder trovansi in sostunza riportate nei
§8 1-4 della mia ultima nota. Perd c'e differenza nell’ordine con cui si
~presentano queste formule nello Schrader, e nella mia raccolta, e non ¢’s
nemmeno -corrispondenza fra gli assiomi o principii, le definizioni e i teo~
remi, poiché si partl da punti di vista differenti; invero, in questo primo
volume ' ’A. si occupa solamente del calcolo sulle classi (GebielekalZul)
riservando al secondo volume il caleolo sulle proposizioni (Aussagenkalkul,
(il quale & invece loggetto della mia nota). .
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L’introduzione (di 125 pagine) costituisce da s¢ un libro. In essa P’A.
espone lo scopo della logiea deduttiva, la natura del pensiero, delle idee,
dei nomi, ece., ossia tutto quel materiale che trovasi nei trattati ordirarii
di logica. Solo dopo questa introduzione L'A. entra in medias res, cioe
nell’Algebra della Logica, ehe differisce cosi notevolmente e nella forma e
nella sostunza dalla logica esposta negli ordinarii trattati, e.che appartiene
alla matematica, e pil precisamente alla teoria delle operazioni.

Nella prima lezione I’A. spiega il concetto di subordinato e sovraordi-
nato. Per indieare che « la classe a é contenuta nella classe & » scrive
« a<b », o meglio adotta un segno derivato dal £; e fa vedere, d’ac-

-cordo col Peirce, che questa & lu pitt semplice relazione che si possa im-

magiuure. (Per evitare difficolta tipografiche, io indicai la stessa relazione

_con aob). Invece il Boole riteneva come fondamentale il concetto di egua-

glianza. Con numerosi esempi I'A. discute e chiarisce questi concetti.

Spiega gli equivoci cui pud dar luogo lo scrivere, come alcuni fanno,
a =b per indicare « ognia &b ». Cosi secondo questa notazione, si avrebbe
argento = metallo, oro==metallo, onde c¢i sarebbe pericolo di dedurre la
eguaglianza dei primi membri (). Analogamente vi sarebbero a temere
equivoci adottando per lo stesso scopo i segni ordinarii di maggiore e
minore. ' '

Nella seconda lezione enuncia due principii, quello di identith (Formule
di logica § 1 P1) e il sillogismo (id. § 1 P8); definisce l'eguaglianza (id.
§ 2 P1), e ne dimostra le proprictd (id. § 2, prop. 2, 12, 11, 13). In seguito
introduce i moduli dell’addizione e moltiplicazione logica, cioé le classi
nulla e tutlo, che egli indica con 0 e 1, e che definisce mediante la pro-
pricta, che, qualunque sia a, si abbia 09a0 1.

Si noti perd che l'uso di queste cifre in questo significato particolare
puo dar luogo ad equivoei. Cosl la serittura:

(Radice d’una data equazione)=0
si puo interpretare in due modi, secondoché il segno 0 si legge zero o
nulla; nel primo caso essa significa

« Quell’equazione ha la sola radice zero »
nel secondo:

« Quell’equazione non ha radiei ».

Questo pericolo & notato dall’A. a pag. 193, ma non parmi che il rimedio
indicato sia sufficiente. Quindi parmi miglior consiglio usare d’accordo col
Peirce, il segno v (iniziale di vero) come modulo della moltiplicazione, e
lo stesso segno rovesciato (4) come quetlo dell’addizione, il quale ultimo
poi solo ha importanza pratica.

Le lezioni terza, quarta e quinta si riferiscono alla moltiplicazione e
addizione logiea (congiunzione e disgiunzione), e allo studio delle loro

proprieti.

() Anche in molti trattati di aritmetica si scrive impropriamente p. e.
« a=multiplo di &» per dire «& & un multiplo di b » cios «aebX N,
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La sesta lezione é specialmente dedicata all’esame della proposizione
{awb)esacwbe (che é la prop. 21 del § 3 della mia raceolta), e che P’A.
fa vedere non essere conseguenza delle precedenti, ma doversi ammettere,

-almeno in parte, come un nuovo principio (o proposizione primitiva) (*).

() & questo un notevolissimo risultato dovuto allo Schréder. Questa
questione si pud enunciare nel modo seguente: '

Si consideri un sistema di erti S; suppongasi definita una relazione fra
due enti a e &, che indicheremo con ao*b. (Il segno o* indica una rela-
zione qualunque; per indicare la deduzione conserveremo il segno 9). Sup-

poniamo che essa sia riflessiva e transitiva (vedasi la nota del dott. Vailati,

in questa Rivista, pag. 134), ciog si abbia
asa
ao*b.bo*c:0.a0%c.

Suppongasi poi che dati due enti a e & del sistema, risulti determinato
un entc @ ~* 6 tale che si abbia qualunque sia ¢:

eo*antb.=:¢0"a.co*b
¢d un altro ente a v* & tale che
arbotei=:a0"c.bo%c.

In conseguenza per questi enti saranno vere tutte le formule contenute
nelle lezioni 1°-5* dell’A. (e quindj p. e. tutte quelle della menzionata nota
del Vailati). Si domanda se di necessita sarh anche vera la relazione

(@ w*d)y n*eco*(an*e) w* (6 n*e)
(poicLé la relazione inversa, corrispondente a §3 P20, si pud agevolmente
dimostrare). )

In pid modi si possono interpretare i segni 0%, o* ~* in gnisa da ve-
rificare alle condizioni precedenti. Cosi:
si consideri il sistema dei numeri reali, e

con ao*b si intenda la relazione a b,

con a n*Y » il massimo dei due numeri a e &,
con a v*b » il minimo di essi.
Oppure :

si consideri il sistema dei numeri interi e positivi, e
con ao*b si intenda « @ & multiplo di 6 »,
con a n*b » il minimo comune multiplo di a e &,
con a w*b » il massimo comun divisore di @ e &.
Sempre saranno verificate le condizioni precedenti e quindi sono vere tutte
le formule suddette, ove loro si dia 1’interpretazione indicata.
. Questa osservazione dimostra maggiormente I'importanza dello studio
delle formule di logica, potendosi esse applicare non rolo alla logica pura,

.ma anche in altre riecerche. Cosi il principio di duality in logica, inter-

pretato nell’ultimo modo, si enuncia cosi:
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Le lezioni settima e ottava si riferiscono alla negazione.

La nona contiene una lunga serie di applicazioni. .

Dapprima fa vedere gli inconvenienti cui si va incontr.'o c_;uando per
somma di due classi @ e & si intenda Pinsieme di due individui che sono
o a o b, contando due volte quelli che appartengono ad ambe le cjateg.orze.
Poi si ferma sulla mancanza di precisione e sui pericoli di equivoci che
derivano, ne! linguaggio -ordinario, dulle congiunzioni e, o, non, e come

« Se in una proposizione qualungue che rigunarda i multipli, i diviSf)x-i?
il massimo comun divisore e il minimo comune multiplo di pid numeri, »i
scambia il primo col secondo termine, e il terzo col quarto, si avra una
nuova veriti ». o
In questi due esempi & verificata completamente la proprietd distributiva
in questione. Per far vedere che gquesta proprietd non é conseguenza d.elle'y
enunciate, basts recare un esempio d'una interpretazione teflc'e dg .darm ai
segni 0%, ~*, U* in modo che, essendo verificate le condizioni imposte,
non sia verificata la proprieth distributiva. L’A. porta appunto nelle ap-
pendici 5 e 6, due di tali esempi, appartenenti al dominio della, 'loglca..
Credo non inutile ’aggiungerne altri due, presi da differenti parti delle
matematiche. )
1° Si considerino le sostitugioni di » lettere, e siano a, b, ... det
gruppé di sostituzioui (JORDAN, Substitutions), (vvero sistemi di.soslz'lu‘-
ziuni comiugate (SERRET, Algébre). Si indichi con a9 b la relazione « il
gruppo a ¢ conteuuto nel gruppo & ». '
Con @ ~*b si indichi il massimo gruppo contenuto in @ e in & (ch.e e
appunto il sistema di sostituzioni comuni ai due gruppi a e b, poiché
questo sistema & appunto un gruppo). .
Con a w*b si indichi il minimo gruppo contenente a e & (che contiene
tutte le sostituzioni di @ e di &, ed altre ancora, loro prodotti).
Allora non & sempre vero che sin (@ U*d) n*c o* (an*c) ’u" (2 n*cj).
(Per assicurarsene, busta considerare i gruppi di sostituzione di 3 ogggttl).
29 Si considerino delle figure piane convesse, cioé delle figure pxa}ne,
tali che se due punti appartengono ad essa, tutto il segmento che li unisce
appartiene pure alla figura. Essendo a, 9, ... figure siffatte, con
ao* b si indichi « 1a a & coutenuta nella & »,
an*d » « la massima figura convessa contenuta inaein & »
(che & appunto la figura comuune a a e a b, essendo questa ¢onvessa)
e con @ u*b si indichi « la minima figura counvessa contenente a e b »
(che contiene i punti di @ e di b, ed altri punti).
Nemmeno in questo caso & vera la proprietd distributiva. Per es. se &
e b sono due cerchi esterni I’uno all’altro, allora a o*b indica una tigura
limitata da due archi di quelle circonferenze e dalle loro tangenti esterue.
Si prenda per ¢ un cerchio contenuto in a w* b, ma avente nessun punt(_)
a comune né con a, né con b. Allora siavrh (a w* &) n*c==c; mentreche
(@ ~*e) w* (b v*e) & nullo. .
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esse si debbano nei varii casi tradurre in simboli. Tratta in seguito del
modo di trasformare e semplificare, in virtu delle formule di logiea, alcune
proposizioni del linguaggio ordinario. P. es. la proposizione « i sali inco-
lori sono sali inorganici, ovvero sono corpi inorganici incolori » & una
identita logica, ovvero una proposizione di chimica?

Sono a notarsi (pag. 380) le proprieta della classe a—-&vb-a ch’egli
indica con a & (V. Formule di logica, §4 P21 e segg. nelle aggiunte).

La lezione successiva si riferisce alle funzioni d’una o pit classi varia-
bili, ottenute eseguendo su esse e su classi fisse pitt volte le operazioni
studiate. Il teorema principale, dovuto a Boole, &:

Ogni funzione fizr) d’una classe a si pud ridurre alla forma

fix) = aw v b(—x),

ove a ¢ b sono i valori di f(), quando al posto di o si metta rispettiva-
mente la classe tutto e la classe nulla, cioé a=/(v) e b=/{{a) (vedasi la
pag. 10 di questa Rivista).

Nella lezione undecima sono spiegati i metodi per risolvere ogni equa-
zione logica o sistema di equazioni siffutte. La dodicesima trattu delle ope-
razioni‘inverse dell’addizione e moltiplicazione logica. Le lezioni tredicesima
e quattordicesima infine contengono moltissimi esercizii, e nuovi metodi per
risolvere problemi particolari.

Una recensione, dal punto di vista matematico, di quest’opera, fu pub-
blicata da. D. Z. C. de Guldeano, E! progreso malemdtico, 1891, pag. 139.

Un’altra recensione, dal punto di vista filosofico, fu pubblicata da Il.
C. Husserl, Géttingische gel. Anzeigen, 1891, pag. 243, e in questa il re-
censionista va poco d’accordo coll’autore.

Recentemente é uscita la prima parte del secondo volume di questa
opera; e I’A. (lez. 15) entra nel calcolo sulle proposizioni (Aussagenkalkul).
Essendo a una proposizione contenente una lettera x, aliora, seguendo

" il Peiree, scrive %a per indicare « la proposizione.a é vera per qualche

x », ossia « esiste almeno un 2, per cui é vera la a »,
e serive

I}a per dire « qualunque sia la o, & vera la a ».

Perd questi segni non sono punto necessarii. lavero la prima proposi-
zion~, che & la negazione della a=a4, si pud scrivere a—==4, avendo
cura di mettere al segno == ’indice 2, ove sia necessario per la chiarezza.
La seconda proposizione poi non si presenta mai sotto la forma indicata
« qualunque sia «, é vera la @ », ma bensi sotto quell’altra « qualunque
si sia la o, purché d’una certa classe s, & vera la a », che si indica con
xes.0.0 (mettendo al segno o l’indice @, ove sia necessario). Cosi si
scrivera: _— :

R 2eq.0.(@+1P=x>+20+1,
- ovvero weq.(@+1)P2==02420+1:=A4.
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Solo quando si sappia a priori quali enti rappresentano le lettere intro-
dotte, come avviene nel caso attuale in cui le lettere ruppresentano sempre
classi, quella indicazione si pud sottintendere.

Coi segni introdotti I’A. esprime in formule il centinaio di proposizioni
contenute nel 1° volume.

In seguito fa vedere come nelle formule cosi scritte non sussista pid
completamente la legze di dualita.

Nella lezione 16* 1’A. tratta delle proposizioni fondamentali della logica
nel caleolo delle proposizioni, e siccome u questo puuto ¢'¢ molta reluzione
fra il lavoro dell’A. e le mie formule di logica, sard bene arrestarci un
momento.

Il vrincipio dell’identita, che & la formula §1 Pl della mia raecolta, cioé
aoa, siguifica « se a & vera, essa € vera ». In conseguenza questo prin-
cipio, che i logici chiamano fondamentale, non pud essere di alcun aiuto
in un ragionamento, poiché permette solo di ripetere tale e quale una pro-
pesizione gid enunciata. E invero, nella mia raccolta, mai ebbi a citare
siffatto prineipio (salvo per ottenere 1’altra proposizione dello stesso valore

==g). L’A. invece attribuisce a questo principio un signifiento pit ampio,
cioe che « una proposizione riconoscinta vera, si possu #n ogni occasione
ripetere », e quindi implicitamente fa contenere in questo principio le pro-
posizioni primitive 2, 3, 4, 5 e 12 del mio §I. A mio avviso iuvece, queste
proposizioni che permettono non solo di ripetere inulterato un complesso
di proposizioni, ma bensi di fare in questo complesso qualche leggiero
ceanbinmento, non sono contenute nella prop. 1, ma debbouno essere espli-
citamente enunciate.

L’affermazione simultanea di due proposizioni (pag. 53), é mel calcolo
sulle proposizioni, un’idea primitiva (Urbegréff); con essa si pud definire
il prodotto di due classi. L’A. osscrva che la prop. aobe.=:ao0b.aose
{Fornwule, §2P18), che, per le classi aveva assunto come definizione del
prodotto, per le proposizioni si debba ritenere come un teorema, o come
un principio. Nella mia raccolta esso figura come un teorema. L’A. a questo
punto aggiunge: « lo sono effettivamente in dubbio, se in questi casi limiti
esista uneora una rigorosa differenza fra le idee di definizione, assioma o
principio, e teorema ».

Nella lezione 17* I°A. tratta dei giudizii e delle relazioni fra due classi.
T; a notarsi un sistema di notuzioui relativamente semplici e simmetriche
che permettono di esprimere gueste relazioni; perd, siccome esse esigono
dei segni tipograficl speciali, difficilmente entrerauno nel dominio pubblico;
d’altra parte esse non sono necessarie. )

Nella lezione successiva si riducono tutte le relazioni fra classi ad egua-
glianze o aineguaglianze, e si studiano le relazioni chie posseno sussistere
fra due o pit classi.

Nella 194 lezione si tratta della risoluzione di sistemi di eguaglianze e
di ineguaglianze, e della eliminazione di classi incognite in tali sistemi.

Nella 20° lezione si discute il sillogismo, che & I'ebminazione del ter-
mine n:edio fra le due premesse, ¢ si esaminano quali delle forme usuali
sono vere e quali incomplete, '
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La lezione 21* contiene alcune acute discussioni su delicate differenze
fra il caleolo sulle proposizioni e quello sulle classi. In seguito s1 risolvono
parecchi problemi, che conducono alle questioni trattate nella lezione 19
Eccone uno come esempio (MITCHELL):

« Si sa che alcuni a, che sono degli 2, non sono degli y; ovvero che
ogzni d & ad un tempo x e y. Contemporaneamente si sa che alcuni y sono
6 ed x; ovvero che gli 2 sono o dei non ¥, o sono ¢ e non &. Cesa si pud
conchindere delle classi @, &, ¢, 47 » Eliminando le & e y colle regole pre-
cedenti, si ottiene:

« Ne avverra che, o nessun d & b, e tutti i 4 sono ¢, ovvero esistono
degli a, o esistono dei & ».

La lezione 22° riguarda gli individui (punti); e io non intendo ora di
fermarmi su questo argomento. Alla fine 1I’A. di la definizione del numero
(Anzahl) degli individui contenuti in una classe.

La lezione 23* contiene studii ulteriori sui sillogismi e sulla risoluzione-
di eguaglianze e diseguagliunze fra classi.

Conchindo questa recensione coll’ammirare 1’opera magistrale dell’A. in
cui & contenuto tutto quanto si riferisce, al giorno d’oggi, a questo nuovo
ramo scientifico. L’Algebra della Logica é ora in via di formazione ; quindi
'accurato Autore dovette discutere tutti i tentativi fatti, e riesporre molte
teorie di diversi autori, che non hanno applicazione immediata. Solo 1"ap-
plicazione continuata, e su vasta scala, di questa scienza, i cui prineipii,
ripeto, sono assai semplici, ¢i porra in grado di riconoscere quali fra le
innumerevoli formule sono utili e quali meno; quali teorie si dissecche-

" ranno spontaneamente perché sterili; quali notazioni, sia in riguardo alla

sostanza che alla forma, sono a preferirsi; e cosi ottenere un corpo di
dottrina semplice ed utile nella pratica. Io credo che a questo risultato si
arrivera specialmente colle applicazioni alla matematica, ove le idee sono
completaniente precisute; invece applicandole, secondo ’antica usanza dei
logici, ad esempi tratti dal linguaggio comune, in cui i termini sono sempre
alquanto imprecisi, e quindi non atti a passare pilt volte nel meccanismo
delle formule, si arriva qualche volta a risultati assurdi o troppo sem-
plici, e quindi poco utili ad illustrare la teoria. ®)

Risoluzione della questione a pag. 102.

Si prenda per asse delle « P’orizzontale condotta per B e per asse
delle y.la verticale condotta per A. ®’indichi con P il peso di ciascuna
delle due carrozze, con p il peso dell’unitd lineare di fune e con @
Tangolo che la tangente alla linea, in un punto (2, y), fa colla direzione

positiva dell’asse Ox. La componente tangenziale del peso P & allora (!} -

(1) Dei due segni di tg e si tien conto soltanto del — perche @ non pu(‘»
prendere evidentemente valori <{90" né > 180°.

— 171 —

y
_we __p Y __,
Vistg'e Vi+ry?

to @
Psenw=—P g

e quello del peso dell’elemento ds di fune &

sen @ = — p tg @ dr = — py'dx ;

ds sen & = —
b Pcosco

onde, per ogni posizione (x, y) di ciascuna carrozza, la tensione della
fune nel punto di contatto A (0, a) colla carrucola, & espressa da

’

—p— Y (yar——P—Y— —py—+pa.

Vixy®: Je J1+ye

Ora ¢ evidente che la condizione d’equilibrio del sistema sard sod-
disfatta ove questa tensione si conservi costante; e poiché quella cor-
rispondente alle posizioni A ¢ B delle earrozze @ P sen o + pa, avremo
che ’equazione del tracciato di una funicolare soddisfacente alla que-
stione, sard somministrata dall’equazione differenziale

——P——'Z—-——py=}?senwa ,
Visy®

ovvero, posto P 7, dall’altra 3

r y i

1 y=—1'seno.>0—r—‘—/——- . b
Vity®

Differenziando, separando le variabili « e y' e integrando, s’ottiene
successivamente :

, dy’
yde=—r——"—gp >
A —+y'?) e

dy
ya+y? %

de = —71r ’

. 1+y?t—+1
€= et ]—————'—y +C3

Vi+y: 2 ’1—*—?/ —1

ed eliminando y' mediante la (1), ricavasi

r =+ 7" = (y + rsen wo)?

1
9} @ == — / 7® ~+ (y — 7 860 @) + — 1l ~+C.
( ) @ VT‘ ( o) 2 ,-_Vrz—-—(y—i—rsenwo)? }

o —
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I valori delle eostanti sen @, e C saranno forniti dalle equazioni

0“"V"2—(a+1-senwo)2+_1.1.l"'+]/”'2‘“(a+1'sena>o)’-
2

—+C

r— V= (a5 rsen w,)

()

) P
I T 1 1 } — 2
b=——-'rI/1—sen2wo+—2—rlw

— +C,
1—)1T=sen’w,

le quali esprimono la condizione che la curva contenga i punti A e B,
distanti fra loro di a sulla verticale e di b sulla orizzontale,

Di qui si rileva intanto che la condizione relativa alla invariabilita
della tensione serve a determinare completamente il problema.

Vediamo ora come possa ottenersi effettivamente il tracciato della
funicolare, giacchd, non sapendo risolvere il sistema (3), il medesimo
non pud esserci fornito direttamente dalla sua 'pm'ticolare equazione.

Esaminando la (2) si scorge che la forma della curva da essa rap-
presentata & indipendente dai valori di senw, e di C, inquanioché ad
ogni variazione di queste costanti corrispondono nient’altro che trasla-
zioni di essa lungo gli assi coordinati. Posto allora C = 0, sen @, = 0,
sl ha l'equazione della medesima curva sotto la forma pill semplice

] 2
(@ RSN 1 e SO ) e
2 . ’/ ey

e il tracciato richiesto s’otterra determinando graficamente su di essa
due punti A e B distanti fra loro di a sulla verticale e di b sulla oriz-
zontale. Questa operazione, avendo una squadra con un cateto diviso
in millimetri, puo farsi con sufficiente esattezza, facendo scorrere questo
cateto parallelamente alla nota direzione AB fino al punto in cui la

pa.rte di esso intercettata dalla curva sia eguale a ]/ a® —+ b2
E degno di nota che essendo la (4) omogenea rispetto a x, y, 7,
uno stesso disegno rappresentativo della curva pud servire per tutti i
possibili valori di », purche si adotti caso per caso una conveniente
scala di riduzione nella rappresentazione delle distanze a e b.
Discussione. — Dall’equazione (4) e dalla relazione

) Y = — l’/,—;_‘q‘__——? ’

. : o

che si ricava dalla (1) dopo avervi fatta sen w, = 0, si deduce che
questa curva ha per assintoto I’asse delle = ed & tangente a quello
delle y nel punto di sua massima elevazione y =r (1)

DR} mtende che qui consideriamo il solo ramo con ordinate positive.
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Cosicch® una prima condizione di possibilita del problema ¢
a<lr ovvero ap <P,

vale a dire, & necessario che il peso di ciascuna carrozza sia mofggiorﬁa
del peso di quel tratto di fune eguale al dislivello che v’e tra i punti
estremi della strada.

Quanto alla distanza b, corrispondente a un determmaro valore di a,
conviene anzitutto dimostrare che essa va decrescendo a misura che
awmenta ordinata del punto A, e che quindi essa diventa minima
quando A coincida col punto y = ¢ per conseguenza B col punto
Yy=r—da. H

Indicando infatti per brevith di scrittura con f(y) il 2° membro :
della (4), abbiamo LB

b= fly —a)— W) | B

W _dfy—a) _dfy)
dy = dy—a)  dy
e poiche¢ per la (5) . L
d'l._l VTQ—Z/?, i
dy g y
se ne deduce i
@_—l/'rz__y2_,/7.z__(y_a)z=l ) 1_‘/ 7

y oy y—a v

e derivando,

2

—1

o

(y —ay

2 )
7

la quale & sempre negativa per tutti 1 valori d'y = a. Cid posto, &
chiaro che per ogni dato valore di a<Cr, affinch¢ il problema sia
possibile, & necessario ¢ sufficiente che sia

(6 bZfr—a).

Trattandosi effettivamente della costruzione d’una funicolare, non :
potrebbe prendersi per estremo superiore della linea il punto y=1 ¢ i
peppure punti ad esso molto prossimi, per la ragione che non ¢ lecito 1
far assumerc alle carrozze inclinazioni troppo forti. Stabilendo I'm i

4
i
i

per 100 come maxzimun delle pendenze praticamente tollerabili, si pud
dedurre dalla (5) il limite super iore y, dei valori di e per un data
valore di =, ¢ dalla (6) il corrispondente valor ménimo delle distanze b.

ST _

Si ha infatti dalla (5) per y' = — 100 . .:;
m

. y4=z='I'V1002+m2 | - 5

e dalla (6) b= fly,—a) —Fy) B
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Dimostriamo finalmente che il problema non pud ammettere che una
sola soluzione. Se vi fossero due coppie di punti A, B ed A', B' sulla
curva (4), corrispondenti agli stessi valori delle distanze a ¢ b, le corde
AB, A'B’ sarebbero eguali e parallele e tali sarebbero, per conse-
guenza, anche le corde- AA’ e BB'. Ora che cid non sia possibile si
rileva dall’esame della {5) la quale insegna, che la funzione y & con-
tinuamente decrescente al crescere della x, che la sua derivata y' pud
prendere futti i valori da 0 a — o, e che a valori differenti d’y corri-
spondono valori differenti d’y'; in virth di queste proprietd della fun-
zione y, infatti, si pud evidentemente asserire che i quattro punti A, B,
A', B, in qualunque ordine si sucecedano, determinano tre archi con-
secutiri le cui tangenti (che certamente esistono) parallele alle rispettive
corde sottese, hanno direzioni tra loro differenti.

Pistoia, 27 maggio 1891. S. Spraxa (M).

Osservazioni sopra Uarticolo del DT G. VIVANTI
Sull’infinitesimo attuale
dZ RopoLrFo BeTTAzzI a Torino.

11 chiarm D* G. Vivanti, in un suo pregevole articolo pubblicato
nel fascicolo precedente di questa Réivista (p. 135-153), si & proposto
1a questione: « Esiste Vinfinitesimo attuale? » e I’ha risoluta rispon-
dendo cosi (§ 11):

1° I1 calcolo infinitesimale non ha bisogno che delle sole quan~
titd finite;

20 J1 campo d’esistenza di una variabile reale positiva consta
unicamente di quantitd finite, ad eccezionc di due sole, O ed w; e
Yinfinitesimo attuale, come grandezza estensiva, eiod rappresentabile
mediante un segmento, non esiste;

() La questione proposta ¢ indeterminata. Per determinarla occorre ag-
giungere qualche condizione. 11 prof. 8. Sbrana nella soluzione che precede
aggiunge la coundizione che la tensione della fune sulla carrucola sia co-
stante. Noi continueremo a pubblicare quelle altre soluzioni che ci perver-
ranno, nelle quali si impongano alla funicolare altre condizioni, come quella
del tracciato minimo; e questo facciamo sia per ’eleganza analitica del
problema, sia perché ’ingegnere che lo propose, lo fece a scopo pratico,
quindi & utile che di esso si diano pi% soluzioni, onde poter scegliere nella

pratica la migliore.
G. Pcano.
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30 Nessuna prova in favore dell’infinitesimo pud trarsi dalla teoria
delle probabilith, geometriche, né da quella dei numeri transfiniti.

In una appendice poi (§ 12), ha dato esempi di infinitesimi esistenti
in campi diversi da quello delle quantita reali.

Mi permetto di esporre alcune osservazioni su quell’articolo, al solo
scopo di promuovere uno scambio di vedute su di un argomento cosl
interessante, e pur rendendo omaggio alla non comune competenza
dell’egregio autore.

1. L’autore espone le prineipali definizioni date per Vinfinitesimo,
delle quali una sola merita per noi esame e discussione. L’infinitesimo
di cui si studia Vesistenza non & quello potenziale, usato in tutti i trattati
di ecalcolo, che si definisce come una quantitd finita, variabile e ten-
dente a zero: questo & senza dubbio rigoroso, ed evidentemente basta
a trattare il calcolo (come dice nella prima conclusionc I'autore) senza
che cio deponga per altro nulla nd in pro né contro P’altro infinitesimo,
quello atfuale di eui dobbiamo occuparei ¢ che ha il carattere di quan-
titd fissa.

La definizione dell’infinitesimo attuale, meglio che dalle parole del-
Pautore (§ 2): « Sia divisa I'unita in n parti; se m ¢ un numero qua-
« lunque minore di %, m di quelle parti (m n-esimi) non basteranno
« a formare P'unita. Facciamo ora crescere n oltre ogni limite, sino a
« che divenga infinito; ciascuna parte dell’unitd potrd dirsi un énfini-
« tesimo, ¢, s¢ m & un numero finito qualanque, m di quelle parti non
« potranno mai formarc 1'unitd », per le quali Vinfinitesimo si otter-
rebbe dalla divisione in infinite parti uguali, non ben definita, si ha
dalle altre dello stesso autore, che fanno seguito a quelle citate:
€ e esso (I'infinitesimo), ripetuto’ un numero finito qualsiasi di volte,
« non forma giammai .... una quantitd finita determinata qualunque »
purche si prenda la parola ripetere nell’ordinario significato della mol-
tiplicazione.

Definito in tal modo P’infinitesimo attuale (che talora per brevitd
chiameremo semplicemente infinitesimo) mi sembra che la questione
posta dall’autore sia una questione gid risoluta, almeno finche si
enunci semplicemente cost: Esiste I'infinitesimo attuale?

In matematica si dice che un ente esiste quando, non contraddi-
cendo esso per la sua definizione alle definizioni ed alle proprietad degli
enti gid ammessi, s¢ enuncia, per nostro arbitrio, la frase «il tale ente
esiste », che sard quindi un postulato. Per tale esistenza dunque non
occorre che un ente della matematica abbia riscontro nella realtd, senza
di che non si studierebbero, p. es., lo zero, Vinfinito, gli spazi a pid

P PO U
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di tre dimensioni, la geomectria non euclidea, cce.; ma basta che non
contraddica i postulati gia ammessi ¢ le loro conseguenze. -

Allora la domanda dell’autore, enunciata in quel modo, equivale
all’altra: « I1 concetto di infinitesimo ha contraddizioni in s& o con
« gli altri concetti generali della matematica? » A questa domarida &
stato gid risposto negativamente col dare esempi di classi di enti dei
quali presi due convenienti « e 8, qualunque sia il numero intero n
si ha na <8, cio® non & soddisfatta la condizione che suol dirsi Po-
stulato d’Arclhimede, mentre lo sono tutte le altre proprietd ordinarie
delle grandezze: e 'autore stesso riporta nell’appendice (§ 12) i rela-
tivi esempi.,

Se dunque V’assenza del postulato d’Archimede non contraddice alle
altre proprietd ordinarie delle grandezze, possiamo crearc una classe di
enti dotata di queste e non di quella: fra esse ve ne saranno alcune
«, B tali che per = qualunque intero sard nz <8, ed « sard in quella
classe un infinitesimo, se 8 si dice una quantita finita. Possiamo quindi
concludere :

« L’infinitesimo attuale esiste ».

2. Bisogna ora vedere limportanza che pud avere in matematica
‘questo infinitesimo. Importanza astratta avra certamente il suo studio
come quello di qualunque altro ente esistente, e forse esso potrd ren-
derc importanti servigi, se non foss’altro in una trattazione del calcolo
diversa dall’ordinaria; ma ci si pud chiedere sge esso avrd valore di
fronte alla realtd o al modo consueto di considerare le grandezze.

Questa & del resto la questione che veramente vuol porsi 1’autore,
conie appare dal corso dell’articolo. Occorre per altro osservarc che sc
si troverd che il coneetto d’infinitesimo ripugni a qualche altro concetto
o non renda questo conforme allo scopo a cui si destina, ¢id non deporra
contro Yesistenza dell’infinitesimo, ma bensi contro 1'uso dell’infinitesimo
in quel coneetto: cosi come non si oppone all’uso del numero complesso
in tante parti della matematica il fatto che esso non si pud applicare
al continuo dei segmenti. :

L’autore cerca in realtd se I'infinitesimo esiste in uno speciale campo;
quello delle grandezze lineari, cio? delle grandezze corrispondenti ai
segmenti: talché possiamo cosi formulare la sua domanda: « Esiste il
segmento attuale infinitesimo? »

Tale ricerca consiste, per quanto si & gia detto, nel giudicare se il
concetto d’infinitesimo va d’accordo © no coi postulati che servono a
definire il scgmento come grandezza, e quindi dipende da tali postu-
lati. E siccome la scelta dei postulati pel scgmento, come per qualunque
altro ente, & arbitraria e si fa soltanto a seconda dello scopo che ci
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proponiamo nello studio di esso, cosi bisognera dapprima intendersi sui

postulati che vogliamo validi per il segmento.

In questa scelta ci possiamo lasciar guidare o da concetti puramente
teorici o dal desiderio di avere un segmento che meglio renda alla
mente il fatto di retta e di sue parti che si ha nella pratica comune.
In questo secondo modo di vedere sembra che sia I'autore: ed allora,
poiche 2 chiaro che fra i postulati da porsi per il segmento v’¢ il po-
stulato d’Archimede, il quale equivale all’altiro che la classe dei seg-
menti & connessa (4), giacche senza di esso si avrebbero fatti ammis-
gibili in teoria, ma non del tutto rispondenti a cid che si riscontra in
pratica, almeno dentro i limiti delle mostre osservazioni, si conclude,
come giustamente avverte 'autore, che il segmento rettilineo attual-
mente infinitesimo non esiste. La conclusione che deve dunque trarsi
& questa:

« Se si vuole che il segmento sia un ente che si adatti agli usi
« che si fanno nelle ordinarie applicazioni, stando a cid che si osserva
< dentro i limiti di osservazione che ci sono concessi, ¢ quindi se si
« voole che la classe dei segmenti sia connessa, il segmento infinite~
« 8imo non esiste ».

Qualora per altro si ritenga che il campo delle nostre osservazioni
sia troppo ristretto per poter giudicare se meglio ei si accosti alla
realth con 'ammettere che la classe dei segmenti sia connessa piuttosto
che con lipotesi opposta, resterd insoluta la questione dell’infinitesimo;
e questo esisterd quando si creda opportuno di amrmecttere per postulato
che la classe dei segmenti non & connessa.

Un tale dubbio non sembri strano, poiché esempi simili non sono
nuovi nella scienza : basta pensare al postulato di Euclide sulle parallele.

3. L’autore oltre la dimostrazione della non esistenza delPinfinite-
simo basata sugli argomenti ora accennati della conncssione della classe
dei segmenti e del postulato d’Archimede, un’altra ne da al § 3 fondata
su un’osservazione di Cantor; mg mi sembra che essa non abbia il va-
lore della prima. Sccondo il Cantor (?) un ente s per dirsi grandezza
lineare, o in particolare segmento, dev’essere tale che riportandolo di
seguito un numero conveniente finito od infinite di volte deve arrivare
a superare una grandezza (segmento) finita assegnata. In tale ipotesi
il Cantor da il tcorema clie l'infinitesimo non esiste; ma la sua dimo-
strazione & incompleta e non & stata completata da altri, e quindi da
cs3a pon si pud trarre una conclusione rigorosa.

. (Y Vedi la mia Teoria delle grandesze, §§ 48, 50. .
(®) Vedi § 3 dell’articolo ¢ Cantor, Zur Lehre vom Transfiniten.
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Ma, ammettiamo anche che la dimostrazione si ritenga completata
o facilmente completabile, e quindi che si consideri come provata la
conclusione «che da il Cantor, che ciod se in una classe di grandezze
lineari si suppone che esistano due grandezze « e 8 di cui « sia infi-
pitesima di fronte a 8 finita e quindi sia na <8 con qualunque n in-
tero, dev’essere nma <8 anche se » & un numero qualunque trasfinito:
conelusione che, secondo il Cantor, ripugna col concetto da lui assunto
per le grandezze lineari e che quindi dimostra falsa la prima ipotesi
na << B e percid falsa lesistenza dell’infinitesimo a. Possiamo allora
<chiederei se realmente questa contraddizione col concetto di grandezza
lineare c’®, ed inoltre se questo concetto di grandezza & il piu giusto.

Per la 1* domanda, se essendo # un numero qualunque finito o
transfinito si ha sempre na < 8, vuol dire che con grandezze uguali
ad g, sia che si prendano un numero finito od un numero transfinito
di volte non si compone mai una grandezza uguale o maggiore di 8:
ora poichd il concetto di grandezze lineari (segmenti) dato dal Cantor
esige che con un numero sufficientemente grande di grandezze a si
possa raggiungere o superare 8, la contraddizione si avrebbe solo se
i numeri transfiniti esaurissero la serie dei numeri infiniti sufficiente-
mente grandi. Puo veramente dirsi che cid sia? E se cid non & dimo-
strato, non sembra che i risultati precedenti, inveee che contenere una
contraddizione che condurrebbe alla negazione dell’infinitesimo acecen-
nino ad una insufficienza dei numeri transfiniti a potere dalla gran-
dezza =« passare a quella 8? I numeri transfiniti sono immensamente
pit grandi di qualunque numero finito; ma non essendo dimostrato
¢he essi rappresentano la pil alta espressione del numero ed essendo,
a mio credere, una pura asserzione quella del Cantor (Acta mathem.,
vol. 2°, pag. 390) che si possa con essi arrivare a tutte le potenze di-
verse che s’incontrano nella natura materiale ed immateriale, dobbiamo
concludere solo che essi sono insufficienti a rendere na > 8, e che
quindi ne occorreranno altri » di concetto pilt vasto, in modo che con
essi sia va >#. Se di due numeri di qualunque specie m, n si dice
m<n se ma<n, i numeri che occorrono devono essere maggiori
di tutti quelli di Cantor. Tali saranno quindi quelli che nella teoria
delle grandezze si possono dire di grado »°, e che servono a misurare
una grandezza con una infinitesima rispetto ad essa. Il concetto di
mumero & affatto libero, e possiamo introdurre numeri quanto e come
ci piace, purché corrispondano a grandezze gia esistenti o si definiscano

'_corne grandezze essi stessi. Se dunque si pensa che, com’¢ noto e come,

gia sié accennato, esistono grandezze «, £ per le quali na <4 qualunque

. sia n intero e che del resto oodono le altre propneta del segmento in
~ quanto J .grandezza’ hneare, e se s1 dme numero un ente b tale che
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sia definito formalmente dalla relazione pa =8, si conclude che tal
numero ¢ da dirsi maggiore di qualunque numero n per il quale sia.
na < B, e quindi anche di quelli transfiniti di Cantor. Esistono dunque
numeri da dirsi maggiori di quelli su cui Cantor appoggia la prova
della contraddizione: tale contraddizione percid non esiste. Si ha dunque
che, anche riempita la lacuna nella dimostrazione di Cantor, supposto
che sia na <8 con 7 intero finito qualunque sard n« << 3 anche con n
intero transfinito qualunque, i1 che non contraddice alla costituzione
delle grandezze lineari e quindi non dimostra non esistente I'infinite-
simo, ma prova che i numeri di Cantor non bastano ad esaurire il
concetto di grandezza a meno che questo concetto di grandezza
lineare non si limiti convenientemente, dicendo che, prese due gran-
dezze « ¢ 8 qualunque, deve cssere sempre na > /3 con un conveniente
numero n finito o transfinito, con che si lascia minore ampiezza di
prima nella scelta del numero. Questo del resto sard semplicemente
effetto di un postulato, arbitrario ¢ lecito, ma non del tutto giustificato,’
non essendo i numeri transfiniti la pit alta espressione della moliiplicita.
Possiamo anche occuparei dell’altra obiezione: il concetto di gran-
dezza lineare o del segmento dato dal Cantor & davverc il pilt giusto
o, meglio, il pit opportuno? B necessario nel concetto di grandezza,
quello di formazione di essa con un determinato numero finito od in-
finito di altre? Faccio osservare lindeterminazione che regna nella
frase « numero infinito di volte », frase che sara incompleta finche
tutti 1 numeri infiniti non saranno assoggettati ad uno studio suffi-
ciente e rigoroso. Questo studio & fatto, & vero, per i numeri interi
transfiniti; ma ho gid notato come non sia conveniente limitarsi ad
essi, che non rappresentano il concetto pitt vasto del numero infinito,’
¢ quindi la condizione di formazione di cui si tratta apparisce, a mio
credere, inopportuna. Soltanto, se si vuole che le grandezze lineari
rassomiglino quelle della realtd, sard conveniente che in quella con-
dizione si tenga conto di cid che realmente si osserva: ed allora, sic-
come negli oggetti che ei circondano non ve n’¢ uno cosi grande che
uno pilt piccolo della stessa specie ripetuto un numero sufficientemente
grande ma finito di volte non arrivi a superarlo, la condizione dovra
enunciarsi dicendo che ogni segmento s, ripetuto un numero finito
conveniente di volte, deve superare qualunque altro segmento. Tale
condizione pone infatti il Du Bois-Reymond nella sua Allgemeine Fun-
ctionentheorie per quelle che egli dice quantity lineari. Allora, siccome
questa condizione & il postulato d’Archimede, si ha immediatamente

-che con essa Vinfinitesimo non esiste, e la dimostrazione di Cantor

diviene inutile.

e rer—
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4. L’autore dell’articolo, dopo aver dato la dimostrazione della nom
esistenza dellinfinitesimo, cerca distruggere due argomenti che si &
ereduto dedurre in favore dell’infinitesimo dalla teoria delle probabiliti.
e dei numeri transfiniti.

Quanto alle probabiliti, convengo che si shaglia dicendo infinitesimo:
quello che & soltanto lo O assoluto: tale errore rende nulla la dimo-
strazione dell’esistenza dell’infinitesimo, ma del resto niente conclude
contro di esso.

Per V’altra questione, & vero che & errato il ragionamento di chi
sostiene D’infinitesimo, ma mi pare che non sia esatta neppure la Ti-
sposta che da V'autore. Nella dimostrazione di chi sostiene Uinfinite-
simo attuale si dice cosi: — Siano 7 ed ¢, infiniti differenti: allora,

8 8 s .. . o
sc s & un segmento, i ed ~ saranno differenti, il che non & possibile
S

. 8
sc non esiste V'infinitesimo attuale, giacché se questo non esistesse, ra

s ’ . . oo

ed —, non essendo segmenti, dovrebbero essere punti e quindi non
%, :

potrebbero esser differenti. — Qui v’¢ un errore basato sul credere

. §
necessaria una delle due ipotesi: - dev’essere o un sgegmento, 0 un

punto. Vi & la 3* ipotesi che —':— non sia n& 'uno ne Valtro, o addi-

rittura non rappresenti nulla. Anzi, se non esiste I’infinitesimo attuale
(e in questa dimostrazione che tende a mostrare che esiste non pud
dirsi sin da principio che cid non sia, e quindi cid non va esclusoy

. . 8
non si pud dividere s in infinite parti uguali, e percid < Do ¢ un

punto n& un segmento, e propriamente non rappresenta nulla. Di pin
perche trattare i punti come grandezze ¢ dire che non possono essere
uguali e disuguali insieme?

B dunque nel giusto ’autore quando giudica tale dimostrazione
inesatta; ma nel rilevare l'inesattezza mi pare che egli stesso cada in

3 s
un altro errore. Infatti egli dice: — Ammesso che - ed 5, siano
i

segmenti, il loro insieme, per un teorema di Cantor, deve essere della.

1* potenza, e quindi ¢ ed #, sono numeri transfiniti della 2* classe: ne

segue che il gruppo dei segmenti —%— che compongono 8 e quello dei

. 8 : enae
segmenti A che pure compongono s hanno la stessa potenza e quindi
. 1

- 181 —

s s R . .
i ed - taranno uguali, contro 1’asserzione precedente che li dice
1
. . . . s s
disuguali. — Ma (osservo) chi permette di concludere che —& = —,
1 %,

per il solo fatto che sono uguali entrambi ad s, e quindi fra loro, le

A . 8 .. . § .
somme degli 7 segmenti 5 e degli ¢, uguali ad e che tanti sono
1
i termini della prima quanto quelli della seconda somma, teorema

questo di cui siamo sicuri solo quando ¢ ed ¢, sono numeri finiti?
Con un simile ragionamento si potrebbe dire che prese due semirette
a, ed a, e riportando sulla prima a partire dal suo estremo un gruppo
infinito numerabile di segmenti consecutivi uguali tutti ad uno stesso m,
e sull’altra in modo simile altrettanti segmenti uguali ad =n, con n»
differente da m, poiché i due gruppi di segmenti riempiono rispetti-
vamente a, ed a, e si corrispondono segmento a segmento ed aq, = a,
dovrebbe essere m = n, contro Yipotesi: tale ragionamento non & dunque
rigoroso. Oltre & ¢id non mi pare esatta la citazione del teorema di
Cantor che « se pilt segmenti in npumero infinito sono esterni 1’uno
< all’altro ed hanno comuni al pit gli estremi, e se tutti sono intcrni
= ad uno stesso segmento, il loro gruppo & della 1* potenza »: giacché
la dimostrazione che ne da Cantor essendo fondata sul postulato di
Archimede, che allora egli suppone nel segmento, il teorema vale in
questa ipotesi, che ¢ la negazione dell’infinitesimo; e nel caso nostro,
in cui si tratta di decidere se l'infinitesimno esiste o no, e quindi fin
da principio non si sa se il postulato d’Archimede vale 0 no, il teorema
non si pud dimostrare.

b. Del resto la questione, come da me & stata posta, mi sembra
ben risoluta senza che occorra cercare nuove dimostrazioni: Iesistenza
dellinfinitesimo attuale & un postulato, il quale non & per altro oppor-
tuno per i segmenti destinati all'uso ordinario.

Questa ¢ la conclusione a cui appare voglia giungere l'autore,
sebbene in qualche frase cid non sia cosi evidente: comunque trovo
non corretta, o almeno non chiara la sua proposizione (Appendice):
« L’infinitesimo attuale non esiste nel campo delle quantitd reali ».
Infatti, se per campo delle quantitd reali 8’intende quello dei numeri
ordinari razionali ed irrazionali, per essi & noto immediatamente che
soddisfano al postulato d’Archimede, e che quindi fra essi non esistono
infinitesimi: se s’intende per quantitd reali quelle che sono destinate a
rappresentare la realty, il non esistere fra esse Vinfinitesimo & solo ef~
fetto, come si & visto, di un postulato desunto dall’osservazione, e che
pud sopprimersi quando si voglia. Nessun dubbio che il segmento, per
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essere utile nella pratica materiale, debba essere definito col postulato
d’Archimede, che esclude linfinitesimo; ma come Vesistenza di un
piano in cui di rette parallele condotte da un punto ad una retta non
ve'n’s che una (il che corrisponde alla pratica dentro i limiti delle
nostre osservazioni) non esclude Vimportanza di una geometria simile.
a quella della pseudosfera, dove le parallele sono infinite, cost 1’oppor-
tunitd dei segmenti senza infinitesimi non esclude Vinteresse di quelli

che ne posseggono.

6. Termino riassumendo cosi le conclusioni che rigorosamente mi
sembrano da trarsi:

1° L’esistenza dell’infinitesimo attuale non involge contraddizioni,
¢ quindi linfinitesimo attuale esiste.

20 Non ¢ conveniente ammettere l'esistenza di un segmento in-
finitesimo attuale, solamente se si vuole una geometria che rappresenti
i fatti pitt comuni delle nostre ordinarie limitate osservazioni.

30 Non pud dedursi niente contro linfinitesimo attuale dalla
teoria delle probabilita e dei numeri transfiniti.

4° 11 caleolo infinjtesimale non abbisogna degli infinitesimi at-
tuali, ma potrd usarli quando ne sia stato fatto completo lo studio, re-
stando poi da decidersi se meglio si svolga con essi o cogli infinitesimi
potenziali di cui si serve ordinariamente.

Torino, 16 luglio 1891.

Aggiunte e correziont
alle formule di Logica Matematica ()

di G. PEavNo.

Nel nostro articolo, avente questo titolo, ¢i proponemmo appunto di
raccogliere tutte le formule di Logica Matematica, esprimibili coi sim~
boli introdotti, in ecui ei fossimo incontrati. Perd non ci dissimulammo
i difetti di questa prima raccolta. Ora che abbiamo gia riscontrate pa-
recchie lacune; pubblichiamo queste aggiunte; e ne pubblicheremo altre
man mano che ne troveremo, ovvero che il lettore avra la gentilezza
di indicarle. Queste modificazioni sono indicate con un numero pro-

(1) Pag. 24 del presente volume.
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gressivo. Basterd, per segnarle, scrivere sul margine dell’articolo pre-
cedente, nei luoghi indicati, il numero della correzione. :
{1} Alla fine del § 2 si aggiunga:
20. ad0.boa . [(Z)Pwomo]
21. ad:a0b.0b [P19.§1P7:0.P21]
Queste formule sono dovute al Prirce. V. SCHRODER, Algebra der
Logik, Bd. II, p. 262.
{2} Dopo §3P9 si aggiunga:
9. avbuc=avc-b. -
Questa formula, notissima, esprime, sotto altra forma, la proprietd

associativa dell’addizione logica.

.

{3} §3P21. Questa proposizione, che si era data come primitiva,
sl puo invece dimostrare. Si cancelli adunque |Pp], e si sostituisea colla
dimostrazione seguente:

(2) co.adac . [§1T12 0 (a)]
{B) co.bole [ » o(8)]
() co:anac.bdbe {(«) (8) §1P17 0 (¥)]
@) co.a-boac-be [() P13 0 (3)]

21. ¢(lavb)oacwbe {(9) §1P19 0 Theor.]

{4} Alla fine del § 3 si aggiunga:
24. aboc.=.a-co-b.
[aboc:=:a0.b0c:i=:a0.~co-b:=:a=-co=~b]
25. aboc.=.ancw-b
26. abocwd.=.a-co-b-d
Questa proposizione, che insieme alla P1 di questo §, e alla 8 del
successivo, permettono di trasportare i termini o i fattori da un membro

all’altro d’una deduzione, sono di uso comune, Esse devonsi al Peirce.
Vedi Schrider, id., I, pag. 379, 364 e 378.

27. acobc.awcdbucio.aob
28. ac=Ubc.avc=buc:o.a=b
29, a=b.=.avboab [ » » p. 382}
30. (awb) bue)(cwa)=ab,bcuca [ > » p. 383]
31. abocd.bucoavd:in.bod

[VAmaTi, Rivista di Matematica, 1891, p. 103]

[Schroder, id. I, p. 362]

J—
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32. (ava)(bv-z)=a-awbr

33. (axwb-x) (@b ~x)==aa'x b -
34, ~(axvb-x)=(-a)xw(=b) (-x)

Queste proposizioni servono per lo sviluppo di funzioni di classi.
V. Schroder, id., p. 422.

{5} Alla fine del § 4 si aggiunga:

[Schroder, id. p. 376]

10. gob-=A.=ta~=A.u.b==4. [P9 = P10]
11, a=a.v.b=4A:0.ab=n1r (P20 Pl1]
12, ab==47.0:a-=A.b-=24 [P11 = P12]

Queste proposizioni sono del Peirce. V. Schroder, id. 1I, p. 179.
13. aob.b=aA:0.a=A. [P70P13]
4. a0b.a~=4A:0.b—=a. ) [P13 =Pi14]

V. Schysder, II, p. 202.
15, axwb-x=A.=.box0-a
16. ax b= =4a.0.ab=x
17. ax b= ==A.0.avwb=-=14.
18. arwb=&=A.proq-x-=45:0:ab=A.p~avg-b—=2a
La P15 si riferisce alla risoluzione d'una equazione; le successive
alla eliminazione. Vedasi Schrider, I, p. 446, e II, p. 200 e segg.
19. zo0a.yob.ab=2a:0.2y = [Schrider, II, p. 220} \},
20, zy-=4A.x0a.y0b:0.ab—=a [P19 = P20]
2l ab=A.xvy=avb.z0a.yob:o:aox.boy.ay=A
22, zpa.yob.zoc.xvyvz=avbwc.ab=a.ac=A.0c=A:0
ta=x.b=y.c=z
23, gb=ac="bc=4A.avbvec=xCyvz:0. . x0a.y0b.20c1==
ix=a.y=b.z2=c.
Queste ultime tre prop. contengono, sotto forme diverse, il teorema
di liavBEr. V. Schrider, II, p. 286.
24, aob=a-bob-a [def.]
25. aor=a.
26, aoa==a
27. aob=Dboa
28. ({@objoc=(aob)oc
20, ~(@ob)=(-a)ob==ao(-b)
30, a=boc.=.b=aoc.=,c==a0b _ [Sehroder, I, p. 380],"
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H teorema fondamentale della Teoria delle equazioni algebricke.

Contributo alla Storia critica dell’Algebra

di Gixo LoRrIA.

§'il existe une science de prévoir les progrés de
I’espéce humaine, de les diriger, de les accélérer,
T'histuire de ceux qu'elle a fait en doit étre la
buse.

CONDORCET.

INTRODUZIONE.

1.0 stato di incremento incessante in cui trovasi il nostro patrimonio
scientifico, rende pilt vivo il desiderio, anzi piu pungente il bisogmno,
di qualche espediente atto a farnc conoscere ‘I’estensione e la portata,
e per ridurre al minimo di peso e volume il bagaglio scientifico che
ogni studioso deve portare seco. Al raggiungimento del primo intento
servono tamto le esposizioni metodiche di speeciali dottrine, quanto gli
seritti — assai pitl numerosi — aventi per iscopo di presentare condensato
in un enunciato gencrale unico un gruppo di proprictd sparse. Al rag-
giungimento del secondo mirano i lavori di comparazione e critica, ove,
dal confronto delle investigazioni compiute in un campo determinato,
si desume quali fra esse abbiano guidato a risultamenti dotati di ori-
ginalita e valore, e quali debbano venir espulse dal santuario della
Scjenza.

Il presente saggio appartiene a quest'ultima categoria di lavori (*),

(1) Altrettanto pud dirsi del Versuch einer Geschichle der Darstellurg
willkiirlicher Functionen einer Variubeln durch trigunomelrischen Reihen
di A. Suchse (Abh. zur Gesch. der Mutematik. III Heft, 1830, p. 229-276);
della memoria Ueber das quadratische Reciprocitdtsgesetz di O. Baumgart
(Zeitsehrift fiie Math. und Phys., XXX Juhrg. 1885, p. 169-236 e 241-277);
¢ del mio discorso intitolato I poligoni di Poncelet (Torino, Loescher 1889,
al quale serve di complemento la Rasseyna di aleuni serilti sui poligoni
i Poncelet inserita ne! T. Ill, nuova serie, della Bibliotheca mathematica,
p. 67-74), benché ’occasione in cui esso venne pubblicato, non mi aubbia
permesso diffondermi in considerazioni critico-compurate che pure si pre-
sentavano opportunamente. Mi-sembra che varrebbe la pena di consacrare
dei lavori analoghi al confronto delle numerosissime dimostrazioni che fue
rono date del feorema d’addizione degli integrali ellittici, ed alla storia
del concetto di infinitesimo. B
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giacché ivi ho tentato di valutare le numerose indagini che furono
compiute nell’intento di assodare l'esistenza di radici in qualsivoglia
equazione algebrica, L’importanza di tale guestione.& cosi grande (')
che jo mi lusingo non sard giudicata assolutamente inutile questa mia
pur che sia pubblicazione'e verrd scusato di essermi deciso a licen-
ziarla per la stampa, quantunque sia ben lungi dal dissimularmi che
pill di cinque anni di studio non valsero ancora a toglierne tutte le
imperfezioni e colmarne tutte le lacune.

1. Ricerche di D’Alembert,’Eulero e Daviet de IFoncenex.

1. La risoluzione effettivamente eseguita delle equazioni algebriche
generali dei primi quattro gradi (*), mise in luce questo fatto analitico
di capitale importanza, che qualsivoglia equazione di tale specie trova,
o nel eampo deil numeri reali o in quello degli ordinari numeri com-
plessi, un numero che la soddisfi. Da questo risultato sperimentale,
gli scienziati del secolo passato, con un processo di generalizzazione
affrettata che nulla giustificava, conclusero il ripetersi di tale fatto
anche per le equazioni di grado superiore, benché la vanitd dei ten-
tativi di sciogliere le equazioni di quinto grade potesse fare supporre
che a partire da questo grado cominciasse una categoria di enti alge-
brici di natura diversa. E questa conclusione fu ritenuta tanto legittima
che troviamo A. Girard presupporla nelle celebri relazioni da lui sco-
perte fra le somme delle potenze simili delle radici di un’equazione
ed i suoi coefficienti (*); e pil tardi vediamo i sommi Giovanni Ber-

(t) Per convincersene si imagini che cosa rimarrebbe di quanto forma
YAlgebra odierna e le sue applicazioni alla Geometria, se non ogni equa-
zione algebrica poussedesse radici nel campo degli ordinarf numeri com-
plessi! :

- (® Questa pagina, cosl gloriosa per la nostra patria, della storia del-
I’Algebra & narrata nel vol. II della magistrale opera del Cossali intitolata
Origine, trasporto in Ilalia, primi progressi in essa dell’ Algebra (Parma
MDCCXCIX) e pit succintamente nel T. Ll dell'Héstoire des sciences ma~
thématiques en Italie del Libri (Paris 184).

) A. Girard, Invention nouvelle en UAlgelre. Amsterdaom MDCXXIX
{réimpression par D. Bierens de Haan, Leiden 1884,

Questo fatto ¢i sembra cosi notevole che crediamo opportuno riprodurre
il testo giustificativo assieme alle definizioni che lo rendono intelligibile :
.. « 1, Definition. Equation simiple est celle qui n’a qu'une quantité esgale
A un nombre: autrement elle est dite Composée ou Meslée.

" II. D. Equation complette, est celle qui a toute les quantitez sans en
delaisser pas une,
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noulli (*) e Leibniz (*) porla a fondamento della decomposizione di
una funzione razionale in frazioni semplici colla quale essi hanno inse-

1II. D. Et equation incompleite est une equation meslée, qui p’a pas
toutes ses quantitez.

VIIL. D. Es equations meslées, la plus haute quantité est dite Maxime,
ou haute extremitd: Celle qui est un degré plus bus, est dite premier
meslé; celle qui est encore uu degro plus bas, est dite second meslé, et
ainsi consequemment, tellement que le (0) [eioé 9] est la fermeture ou
basse extremité.

XI. D. Quant plusieurs nombres sout proposez, la somme totale soit
dite premiere faction: la somme de tous les produits de deux & deux soit
dite deuxieme faction: la somme de tous les produits de 3 & 3 soit dite la
troisieme faction, et toujours ainsi jusquwa lu fin, mais le produit de tous
les nombres soit la derniere faction: or il y a tant de fuctions que de
nombres proposez.

Il. Theoreme. Toutes les equations d’algebre regoivent antant de solu~
tions que la denomination de la plus haute quantité le demonstre excepté
les incomplettes; et la premiere faction des solutions est égale au nombre
du premier meslé, la seconde faction des mesmes, est egale au nombre
du deuxiesme meslé; la troisieme, au troisiesme, et toujours ainsi, telle-
ment que la derniere faction est esgile a la fermeture, et ce selon les
signes qui se peuvent remarquer en l'ordre alternatil ».

Nelle spiegazioni che il Girard fa seguire a questo enunciato ne troviamo
una eoncernente le soluzioni imaginarie; & la seguente: « On pourrait dire
4 quoy sert ces solutions qui sont impossibles, je respond pour trois choses,
pour la certitude de la reigle generale, et quil ny a point d’autres solu-~
tions, et pour son utilité: 'utilité est facile, car elle sert a l'invention de
semblables équation..... » E siccome nell’Invention nouvelle si cerca indarno
unu dimostrazione del II Theoreme, cosi riulta chiaro in qual senso deb-
bano interpretarsi le seguenti parols dello Stolz: « Der schou erwihnte
Girard, trut auch hier mit Entschiedenheit auf, in den er neben der rectlen
Waurzel der Gleichungen auch die wumdgliche bertcksictigte. Durch Zu-
lussung dersclben gelungte er zum Satze duss jede algebraische Gleichung
so viele Wurzel besitze, als iir Grad Einbeiten enthalt » (Gréssen und
Zahlen, Leipzig 1891, p. 17).

(t) Bernoulli, Solution d’un probléme concernant le caleul intégral,
avec quelques abregéds par rapport & ce calcul (Histoire de 1’Académie des
Seiences MDCCII ; Paris MDCCXX, p. 296-303).

La decomposizione di una funzione razionale in frazioni semplici si fa
ivi eseguendo prima la divisione del numeratore del denominatore, poi
eguagliando il quoziente del resto (di grado inferiore al divisore) pel divi-

a . . .
sore a una somma di frazioni della forma aa’ ® applicando da ultimo

il metodo Jei coefficienti indeterminati.
(%) Leibniz, Specimen novum analyseos pro scientia infinili circa summas

Sand, g Ar s

v whit o,

H




e B b gt i

— 188 —

gnato a integrare qualunque espressione razionale. Ma ben presto sor-
gono degli scrupoli sulla legittimith di questa illazione, sicch® essz,
non solo viene provata in casi particolari, ma Eulero (*) afferma di
essere in grado di dimostrare la decomponibility di ogni funzione ra-
zionale intera di una variabile a coefficienti reali in fattori reali lineari
o quadratici. ’

2. In attesa della pubblicazione del ragionamento euleriano, il
D’Alembert si accinse alla magnanima impresa di inventarne uno ed
espose il risultato dei suoi tentativi nella prima parte delle sue Re-
cherches sur le calcul intégral (*) (n. I). L’argomentazione di D’ Alem-
bert poggia sulla presupposizione che l'ordinata di qualunque curva
passante per l'origine delle eoordinate o per il punto all’infinito del-
Passe delle ordinate sia sviluppabile in una serie ordinata secondo le
potenze frazionarie crescenti dell’ascissa; ora siccome cid in generale
& falso, cosl sarebbe stato indispensabile che D’Alembert avesse fatto
vedere che & vero mel caso particolare che gli interessava. E questa
una delle pilt gravi obbiezioni ehe Gauss (n. VI, art. 6) (*) mosse al-

el quadraturas (Acta Erulitorum 1702 e 1703; oppure G. G. Leibnitii,
Opera omnia, ed. Dutens, T. IlI, Genevae MDCCLXVIII, p. 373). — Si
leggono in questa memoria le frasi seguenti: « Primum ex Algebra sup-
pono divisores simplice cujusque formulae rationalis integrae utcumque
cognitos; sunt enim iidem cum radicibus aequationis, quae predirent, si
formola pro aequatione habetur..... Itaque ex suppositis resolutionibus ae-
quationum Algebraicis, habentur divisores formularum, et nostra hac Ana-
lysis infinitesimalis Analysin algebraicam, ut superior inferior, supponit ».

(1) Miscellarea Berolinensia, T. VII.

(?) Serivendo un 7. seguito da un numero romano, intendiamo richia-
mare lo scritto che porta o stesso numero uell’ Elence di luvori posto come
appendice alla presente memoria.

(*) Riguardo alla citata obbiezione di Gauss, si osservi che questi a ra-
gione rilevé come in pid luoghi D"Alembert accennasse alla possibilith di
applicare i suoi ragionamenti a curve trascendenti; ma — cosa sfuggita a
Gauss — D’Alembert stesso sconfess¢ pitl tardi questi accenni, perchié nella
breve nota Sur la forme des racines imaginaires (Opuscules mathéma-

_tiques, T. IV, 1768, p. 342-3), rispondendo a una critica analoga mossagli

da « un trés-grand Géométre » egli afferma: « dans mon théoréwme il ne
8’agit que de courbes géométriques, duns lesquelles en effet 1’équation
Yy == Ax"+ Bar — 1+ ..... aura toujours lieu ».

Gli altri appunti mossi da- Gauss ¢olpiscono I’uso frequente di quantitic
infinitesime e di serie infinite in un tema al quale le une e le altre scm-
brano estranee, e 1'usserzione che supponendo una variabile X possa as-

-
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Vargomentazione di D’Alembert; la quale d’al.tronde. non aveva ‘coxg;
vinto neppure Lagrange (n. IV), che poco prima di Gauss tet‘1to i
correggerla, ma con mediocre successo (cfr. 1l.§ se.gt.lente). Cido non
ostante lo seritto di D’Alembert possiede un indiscutibile valore con-
tenendo un’enunciazione esplicita ed esatta del teorema fondamentale
dell’algebra e un primo tentativo di colmare una deplorevc')lc }acuna.
che la Scienza ivi presentava (*). Inoltre, l'argomentazione di .D Alem-
bert & tanto lontana dal meritare una definitiva esp‘u]sxc'me in nome:
della logica, che Gauss stesso, dopo averne addimtl'l difetti, soggmnge'.
« Mi pare perd che il vero nerbo della dimostrazione non sia punto
distrutto dalle precedenti obbiezioni, e credo .che sul.la stessa base
(benchd per via assai diversa ¢ con maggiore cireospezione) non so}o
si possa costruire una dimostrazione esatta del teorema,. ma si possa
eziandio trovare quanto si pud desiderare intorno alla te?orxa delle equ?,-
zioni trascendenti » (. c. art. 6 in fine), e pil innanzi (art. 24) traccia
I’andamento generale di una dimostrazione da lui modellata 3}1 quell‘a
del geometra dell’ Enciclopedia, cenno che‘-— ,quanFunque lasci ax.ncma
da compiere un congiderevole lavoro a chi 1.0 voglia tre}sforr.nare m‘ un
ragionamento rigoroso e completo — & sufficiente a servire d_l. co?fcxma
al benevolo giudizio pronunciato da Gauss sulle mdag'tm di D Ailen%—
bert. Le quali in conseguenza ei sembrano ti'to.lo sufficiente a giusti-
ficare (dato, e DOD CONCESSO, che ogni proposmc')ne 'debba po'rtare una
marca di fabbrica) quelli che, seguendo l'esempio di parecchi geo'm.etrl
francesi, accordano il nome di feorema di D’Ale-mbert alla proposizione
su cui si erige la teoria delle equazioni algebriche.

sumere un certo valore S e non il valore U5, egister'a fra Se U- un
valore T che X pud raggiungere ma non superare. nguardu a q}xes.c 31_1
timo appunto (che, come vedremo, colpisce anche altre .dlmostrazxom e
teoreiua fondamentale), non vogliamo lasciar passare 1n?sservato c.ome
Guuss abbias visto, non solo la possibilita del}’esistgnza fra S e U.dl uy
valore il quale possa venire accostato quanto si vog!xa wa non mai 'Iﬁ“ij .
giunto da X, ma anche ’impossibilith che qugsta 01rgostunza §1 Yem chi
quando X & una funzione algebrica razionale intera di una variabile.

() L’enunciato di D’Alembert &: « Soit un mult.mome quelconqge
ot e g —1 4 barm—2 4 . +fr+g, tel quit n’y ul.t aucun quuntité
réelle qui étant substitué & la place de « y fasse evanouir tqus les t‘elrﬁes,
je dis qu’il y aura toujours une quantitép—kq ¥/=1 & substituer & la.p d:le .
de z et qui rende ce muitinome égal & zéro ». Da questo teorenméetbé
deduce, col ragionamento aucora in uso, che: .« Les méx.n«.as chose}s (,Emf
supposédes, jo dis que le rnialtinome pourra tou_](lm.rs se d}x’lsex- en facteurs
2% + ha -1, @+ Lo+ m, ete., dout les coeflicients soient réels ».
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3.' Di gran lunga meno fortunati dei tentativi di D’Alembert sono
quelli fatti per dimostrare il teorema fondamentale da Eulero, il quale
erroneamente credette di essere per due vie differenti arriva’to al suo
seopo (n. IT) (4). : B

I\.el primo metodo, egli suppone di avere ricondotto I'equazione da
studiarsi ad avere un grado della forma 27, il che ¢ sempre possibile
091 mezzo di una previa moltiplicazione per un conveniente numero
di fattori lineari. Fatto ¢id, & chiaro che il teorema sard dimostrato
dopo che siasi fatto vedere la possibilita di decomporre il primo membro
d.elfl"eq.uaziong data X =0 in due fattori di grado 20—1. A tale $COpo
zlu iig?i;fa;;:; ;I secondo termine di quest’equazione e lo si riduca

.n 7
& B2 Q=34 . =0
w.=0,

¢ si supponga che '

Git—1 an—1 —
A R NPT B S
—_1 — ’
. T T et T e
siano i fattori del pri ’ —
el primo membro, ove w, a, o... sono 2*—1 coefti-

Clen’tl da fieterminarsi. Eguagliandone il prodotto al primo membro
de%l eq'uazxone proposta si otterranno 2” — 1 equazioni fra questi coef-
ficienti; eliminando fra esse tusti questi coefficienti tranne % si otterra

, . co o
un‘equazione con questa unica ineognita il cui grado & (2 2 ,) eppero
14— b

della forma 2.k, k dispari, e che, contenendo soltanto potenze pari di »
pud abbassarsi al grado k; il suo ultimo termine & negativo onde essa:
¢ soddisfatta da un numero positivo, la cuj radice quadrata sard un
valore reale di u, in funzione del quale si Possono esprimere razional-
mente gli altri coefficienti &, «',... La decomposizione del primo membro
dell’equa.zione data & pertanto eseguita ed il teorema dimostrato.

N Ma bisogna notare che parecchie delle osservazioni intermedie che
) mcon'trano nel corso di questo ragionamento, si verificano facil-
mente in equazioni generali di gradi non molto elevati, ma avrebbero

0] Questg sviste di Eulero non recheranno meraviglia a chi rifletta che
!e_ sue-idee intorno alle quantith immaginarie erano t;nto vaghe da iudu}'lo
g da:;e, 'nella. memoria citata, la seguente definizione: « On nomme quantité
imaginaire, celle qui n’est®plus grand que zéro, ni plus petite que zéro, ni
:é/g;a_l aozero, ce sera donc quelque chose &’impossible, comme par exerr;ple
v r:éga':,i ::’ ﬁ?n:;':cl) :)z' -+ by=1; p.u?s.que une telle quantité n’egt positive;
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bisogno di una glustificazione  applicabile sempre, onde la dimostra-
zione culeriana & per lo meno incompleta. Di piu, Eulero cadde in un
grave errorc fondandosi sulle relazioni esistenti fra le radici ed i
coefficienti di un’equazione algebrica qualsia. « La proposizione, la
somna delle radiei di un’equazione & eguale al primo coefficiente col
segno mutato, non pare potersi applicare che alle equazioni aventi radiei;
ora poich¢ mediante questa dimostrazione deve stabilirsi che X =0 ha
realmente delle radici, non sembra leeito presupporne Iesistenza. Senza
dubbio coloro clic non compresero ancora la fallacia di questo paralo-
gismo, risponderanno, qué non volersi dimostrare che si pud soddisfare
alla X =0 (che a cid torna il dirc che essa ha radici), ma solo che
st puo soddisfare ad essa mediante valori di « della forma a-+bi.
Ma poiché oltre alla forma reale e all’immaginaria a-~0bi, non si sa
concepire alira forma di quantitd, non si vede abbastanza chiaramente
in che cosa ¢id che si vuol dimostrare ditferisca da quello che si as-
sume come assioma; ¢ anzi, se fosse possibile concepire altre forme di
quantity F, ¥, I,... non dovrebbe tuttavia ammettersi senza dimostra-
zione la possibilitd di soddisfare a wn’equazione qualunyue mediante
un valore di w, o reale, o della forma a +bi, o della forma 1Y, o della
forma F', ecc. Quindi quell’assioma non pud avere altro senso che
questo: Qualunque equazione pud esscre soddisfatta o mediante un va-
lorc reale, o mediante un valore immaginario della forma a0z, o
mediante un valore non compreso sotto alcuna forma. Ma in qual modo
tali quantity, di cui non si pud neppure farsi un’idea — una vera
ombra di ombra — possano sommarsi o moltiplicarsi fra loro, non si
pud al certo capire con quella clhiarezza che sempre si esige nella
Matematica » (*).

" Pereid Vargomentazione culeriana, almeno nella forma sotto cui si
trova, non si pud ritcnere conclusiva: altrettanto dicasi per quelle, che
si leggono nella stessa memoria, destinate a provare Vesistenza di fat-
tori quadratici o biquadratici in equazioni di gradi 4n—+2 o 8n-+4.

4. Nell’imaginare il secondo suo metodo di dimostrazione del teo-
rema fondamentale, Eulero si & lasciato trascinare dall’analogia, in
questo caso ingannatrice, ad affermazioni che fin dal suoi tempi pote-
vano sembrare inverosimili, di cui Gauss dubitava assai e che oggi
sapplamo essere completamente erronee. Egli infatti, dai risultati di un
esame delle formole di risoluzione delle equazioni dei primi quattro
'gx‘ad‘i, si ritenne autorizzato a concludere che le radici di ogni equa-

"(f) Parole di Gaﬁss (n. VI, art. 8), la cui importanza e applicabilita iu
molte circostanze ¢'indussero a riportarie qui.
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zione fossero esprimibili in funzione dei coefficienti mediante un Certo
numero di addizioni e sottrazioni, moltiplicazioni e divisioni, elevazioni
a potenze ed estrazioni di radici, e siccome ognuna di queste opera-
zioni, eseguita su numeri complessi, conduce a un DUOVO NuMere com-

plesso, cosi egli trova essere a—+—bl' 1 la forma generale delle ra-
dici delle equazioni algebriche e soggiunge: <« Voild une nouvelle
démonstration du Théoréme général, que je me suis proposé de prouver
jci, contre laquelle on se saurait rien objecter si ce n’est que nous ne
savons pas, comment les racines des équations des plus hauts degrés
aprds le 4m¢ gont compliquées. Or cette objection n’aura aucune force
pourvu qu’on m’accorde que les expressions pour les racines ne con-
tiennent point d’autre opérations, que les expressions des racines, outre
les quatre opérations vulgaires: et l'on ne saurait soutenir que des
opérations transcendantes s’y mélassent » (n. II, p. 264).

Dopo che Ruffini e Abel dimostrarono che le operazioni trascendenti
devono necessariamente intervenire nella risoluzione delle equazioni di
grado superiore al quarto e che Deffettiva risoluzione delle equazioni
di quinto e sesto grado ha dato a questo risultato una luminosa con-
ferma, non & pit il caso di porre in discussione argomentazione di
Eulero; tutti converranno essere dessa un paralogisma (*).

5. Uno dei punti deboli della prima dimostrazione di Eulero, fu
notato, prima di Gauss, dal cavaliere Daviet de Foncenex (o da La-
grange (*)?), il quale nell’intento di togliere questo difetto all’ « ex-

(1) Sembra quasi che a questa pseundodimostrazione di Ealero alludesse
il Duhamel -quando, trattando degli errori di ragionamento, scriveva: « Les
Jerreurs] plus dangereuses sont celles qui consistent dans une trop grande
extension que ’on donne & des vérités reconnuey dans un grand nombre de
cas, auxquelles on ne connait encora aucune exceptions, qui séduisent pas
la facilité qu’elles donnent aux démonstrations et aux recherches, et qui
sont quelques fuis assez spécieuses pour finir par étre érigées a priors en
principe et servir méme a 1'établissement des cas particuliers qui en avaient
donnde Pidée. 1l est d’autant plus fucile d’y étre trompé que le piége ne se
cache pas. Une fausse déduction serait découverte immédiatement; un prin-
cipe faux par trop de généralité a une sorte d’inviolabilité qu’il tire du
grand nombre de cas ou il est vrai et de la conflance quw’on voit qu’il in-
spire 4 ceux qui I’enseignent » (Duhamel, Des méthodes dans les sciences
de raisonnement, i¢re partie, 3¢me éd. 1883, p. 22). .

(®) « U (Lagrange) fournissait A Foncenex 11 partie analytique de ses
mémoires en lui laissant le soin de développer les raisonnements sur les-
q'tels portaient ses formules ». Cost Delambre nella Nutice sur la vie et
des ouvrages de M. le Comte J. L. Lagrange.
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cellente picce » di Eulero intraprese delle indagini che ebbero per
risultato la scguente dimostrazione del teorema fondamentale (n. IIT).

Si abbia un’equazione X =0 di grado n=2"P, P dispari, e si
supponga che 2? + uz + M sia un divisore di Z; allora i singoli valori
di w saranno le somme, cambiate di segno, delle radici dell’equazione

n(n —1)

X =0 presc a due a due, onde u avrd n, = valori e sard

-determinato da un’equazione U, = 0 di grado n,. 8i vede subito che n,
avra la forma 2#—1P, P, dispari. Ora se m > 1, si supponga che
w? 4+ w,uw—+ M, sia un divisore di U,; si vedra similmente che u, sara
determinato da un’equazione di grado n, = _1_@2_1) e n, avrd la
forma 22 —%P,, P, dispari. Se m > 2 si ragionera egualmente e cosi
via. Nella serie di equazioni cosi risultanti U, =0, C, =0, U, =0,...
Tmesima Uy =0 sard evidentemente di grado dispari, epperd avrd una
radice reale wpm.

Allora asserisce il Foucenex potersi deterniinare razioralmente My,
mediante u,, ¢ i coefficienti di Up —1 = 0, epperd mediante #, ¢ i co-
cfficienti di X : percid M,, essere reale. Ne viene che le radiei della
equazione %y —1— U U —1—+ M, =0 saranno della forma p-+-q¢:
ma ecsse soddisthno equazione U,,—1=0 onde questa ha almeno una
radice u,—1 di tale forma. Mediante questa radice e i coefficienti di X
si pud esprimere razionalmente M., -1 onde questo ¢ pure di tale forma
e 1o stesso accadra per una radice un—2 dell’equazione w’n, —g -+ Un —1
Um—2—+Mn_1==0 ciod per una radice di T.—2=0. Cosi prose-

guendo si risalird fino all’eyuazione proposta e si concludera 1'esistenza

di un numero reale o complesso che la soddista.

Gauss ha rilevato (n. VI, art. 11) che in questa dimostrazione al-
cune asserzioni intermedie avrebbero bisogno di sostegni pitt validi di
quelli dati dal De Foucenex e che per cid farebbe mestieri ricerche

.assai profonde nella teoria dell’eliminazione. Inoltre I’objezione capitale

fatta contro lu prima dimostrazione di Itulero, colpisce in picno petto
ed atterra ’argomentazione ora riportata: ond’essa, quale trovasi esposta
dal suo inventore, non pud ritenersi per concludente.

II. Tentativi di Lagrange ¢ Laplace.

6. Lo scienziato al quale la teoria delle equazioni algebriche deve
i pilt importanti progressi compiuti nello scorso secolo, non poteva ri-
manere spettatore indifferente agli sforzi fatti da’ suoi contemporanei

jper dimostrare il teorema fondamentale di essa. teoria. Ed infatti La-
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grange si & occupato di esso in un lavoro (n. IV) inscrito fra i Nou-
veaux Mémoires de 1 Académie de Berlin per Vanno 1772 (') e la cul
materia passd poi a formare le note IX e X del Traité de la résolution
des équations numériques de tous les degrés. Ivi egli ha esposto i me-
todi di dimostrazione proposti prima di lui, ne ha notate le imperfe-
zioni e proposto degli espedienti per rimediarvi. I contributi da lui
arrccati alla soluzione della questione che ci occupa sono di due specie.
Nei primi, provocati dallo studio delle ricerche di D’Alembert, La-
grange considera un’equazione della forma fie) + V=0, ove fiw) & una
funzione razionale di # e V una quantita indipendente da x, e suppone
che per due valori e e b>a di V Pequazione data abbin radici reali ¢
non ne abbia invece sc a <<V < bj; allora egli diec potersi supporre
che una radice dell’cquazione flar) -~V =0 non reale se a-< V<b
divenga tale per V= ae V=1"0c¢ dimostra che per tuttiivalori di V
compresi fra a e b la radice anzidetta sard della forma m—f—n] — 1.
Ora non vi ¢ chi non veda che, cost ragionando, egli suppose tacita-
mente che per quei valori di V, a cui non corrispondone radici reali
dell’equazione, csista qualche ente algebrico eapace di esprimerc una
radice in funzione dei coefficienti, senza giustificare in aleun modo
questa supposizione. Percid la sua argomentazione non si pud ritenere
inoppugnabile. A
Benché Lagrange non labbia ricoposciuto, pure gli sorse il desi-
derio di trovarne un’altra pii diretta .2) e si propose di provare diret-
tamente la decomponibilitd di gualunque polinomio razionale intero in
fattori di primo e secondo grado. La dimostrazione da lui datane si
fonda tutta sulla teoria delle funzioni simmetriche delle radici di una
equazione e tende a far vedere come i cofficienti di uno dei divisori
del primo membro si possano far dipendere separatamente da equa-
zioni di cul tutti 1 coefficienti dipendono razienalmente dai coefticienti
di questo; ond’¢ che anche quest’argomentazione, nella forma in cui si
trova, viene privata d’ogni valore dall’obbiczione che Gauss ha mosso
contro quella di Eulero ¢ del De Foncenex; ussa in realtdh conticne
una petizione di principio (°). Si noti perd che se questo tentativo di

() V. anche Ocuvres de Lagrange, T. II, 1868, p. 539 e seg.

(®) « Quoique la démonstration précédente soit suflisante pour prouver
la vérité de la proposition dont il s’agit, on ne peut disconvenir qu’elle ne
soit indirecte, et qu’elle ne laisse encore & désirer une démonstration tirée
uniquement des principes de la chose » (Traité, ete., 3¢me éd., p. 178).

(¥ Cid & sfuggito anche al Poinsot, il quale nell’Analyse du Traité de
la résolution des équations numériques (ristampato in testa alla 111 ed.
.di quest’opera) dice: « Cependant si ’on voulait resoudre effectivement le

. -
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Lagrange non fece avanzare di un passo verso la soluzione del pro-
blema che ci occupa, esso gettd molta luce sulle leggi che governano
le mutua dipendenza fra i coefficienti di un polinomio e i coefficienti
dei polinomi che ne sono divisori.

7. Un concetto estremamente ingegnoso informa la dimostrazione
che Laplace fece conoscere nel 1795 agli studenti della Scuola Nor-
male (n. V) e che si ritrova poi variamente esposta in molte opere
posteriori (1), benché ad essa pure riesca micidiale V'obbiezione mossa
da Gauss ai ragionamenti di Eulero, De Foucenex ¢ Lagrange. Ecco
Vessenza di essa:

Poiche Yesistenza di una radice in un’equazione di grado dispari
a coefficienti reali si dimostra facilmente, si consideri un’equazionc
X = 0 il cui grado sia espresgso da un numero della forma 2s, s di-
spari, e se ne indichino con «a, b, ¢,... le radici. L’equazione avente
per radici @ < b - mab, sard, qualungue sia il yalore del coefiiciente m,
di grado 2:—1g(2is — 1) che ¢ della forma 2/—1s', s dispari. Se =1
questa nuova equazione sard di grado dispari, epperd, qualunque sia m,
avrd una radieale reale; e siccome ad m sl possono attribuire infiniti
valori, cosl Vi gono infinite radici della forma a-+b0--mab aventi
valori reali; fra esse ve ne sarauno certamente di quelle contenenti le
stesse radici; se tali sono quelle che corrispondono ai valori m' e m”
i m, savanuo @+ -+ mab e o -+ b m"ab quantitd reali e cosi dieasi
della somma, a <+ b, del prodotto ab e del trinomio a?— (¢ —+ble-+ab
che ¢ un fattore di X. Se poi ¢>1, e si suppone l'esistenza di un
fattore quadratico nel primo membro di ogni equazione il cui grado
sia della forma 2i—!s, si vedrd che vi sono infinite funzioni del

polynome en ses facteurs riels, comme il serait presque impossible de
suivre le procédé indigué par 'analyse qu'on y emploie, M. Lagrange croit
devoir réprendre en entier ce probieme génirale daus la note X ou il fait
voir a priori, non seulement la possibilité de la décomposition de tout
polynome en facteurs réels de l+r et 2¢ degré, mais encore I procédé qu’il
faudrait suivre si 'on voulait actuellement effcctuer cette décomposition,
ce qui ne luisse plus rien & désirer sur ce point important de la théorie
des édquations ».

E il Valeriani fu cosi persnaso dagli argomenti addotti da Lagrange
che li riprodussc nella seconda parte della nota intitoluta Ogni equazione
di grado n ha n radici (Giornale di Matematiche, T. XIII, 1875, p. 8).

{*) Per es.: Lacroix, Complément des Eléments &’ Algébre (4me éd. 1817,
p. 80); Hymers, 4 Treatise on the Theory of Algebraical Equations (11 ed.
1840, p. 187); Matthiessen, Grundzige der antiken und modernen Algebra
der litteralen Gleichungen (1878, p. 109), ece. '
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1ipo a-+b-+mab il cui valore ha la forma f+gl/':_1 ed il ragio~
namento precedente menera a concludere che anche a-+b e ab avranno-
Ja stessa forma;.X avrd percid un fattore della forma 2+ fa g+

V=1(fz+g¢), quindi anche il fattore (x*~+ fa +g)° + (fr-+g);5

ma questa espressione, per la teoria delle equazioni biquadratiche, &
‘decomponibile in due fattori quadratici reali, dunque X ha un tal fat-
“tore. Ora siccome per 4==1,2 Vipotesi precedente & veriticata, cosl se:
ne conclude la veritd successivamente per ¢ = 3,4,... Un unico appunto
‘si pud fare a questo ragionamento: ed & che ivi si presuppone Vesi--
stenza delle radici dell’equazione, onde, nella forma in cui fu esposto-

da Laplace (), esso effettivamente include un circolo vizioso (%),
4

1L, La prima dimostrazione di Gauss nelle sue due furme,
e le dimostrazioni di Perott e Dutordoir.

8. Le indagini test® rapidamente schizzate furono — ad eccezione
di quelle di Laplace — accuratamente esaminate ¢ giustamente criti-
cate da Gauss nella sus celebre Dissertazione di Laurca (u. VI), che

(1) Altrettanto dicasi per quella a cul condussero gli sforzi del Peacock
(0. XXI).

(2) Semnbra che Laplace non abbia neppure lontanamente supposto questo
errore e che riguardo a tutta la questione di cui ragioniamo le sue idee
non avessero tulta la desiderabile chiarezza. Infutti, secondo lui, dal fatto
che ogni equazione lineare ha una radice e due una quadrutica, si puod
concludere che un’equazione ha tante radici quunte unita contiene I’espo-
nente dells massima potenza dell’incognita (n. V, p. 36); poi dimostra, al
solito modo, lesistenza di radici reali in tutte le equazioni di grado dispari
e in quelle di grado pari col termine noto negativo (ib. p. 42); in seguito
(ib. p. 43) dice ehe « Les racines imaginaires des équations, sont de la.
forme m -+n /=1, m et n étant des quantités réelles; et si ’équation a
pour racine m—+ny—i, elle a pareillement pour racine m—ny=i; en
sorte que les racines imaginaires sont toujours en nombre pair; et I’équa-
tion, si elle est d’un degré pair peut étre décomposde en facteurs du se-
cond degréd, dont les coefficients sont réels. Ce théoréme important a été
admis par tous les analystes avant qu’ils en aient eu une démonstration
rigoureuse. D’Alembert est le premier qui ’ait démontré, en faisant voir
en méme .temps, gue toutes les imaginaires connues se réduisent & la
forme s +n =1 ». E finalmente espone (ib. p. 56-7; il ragionamento ri-
portato nel testo che, seecondo lui, dimostra la decomponibilita di un gua-
lunque polinomio intero razionale, quando lo si conosca per uno di 4° grado,
e lo dnizia con le .parole: « Soient a4, b, ¢, ete., les diverses racines de
cotte dquation... »!
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gid a varie riprese citammo. Ma & costume dei grandi il fondare il
nuovo mentre distruggono i1 vecchio, onde Gauss si & affrettato a indi-
care un ragionamento affatto originale e sufficiente a mettere in luce
la veritd del teorema fondamentale dell’Algebra, ragionamento il quale,
per essere il primo che sia al coperto da obbiezioni, fece si che venne
dato alla proposizione che ci occupa il nome di feorema di Gauss da
molti scienziati tedeschi e deve far adottare questo sistema da tutti
-coloro che ritengono non potersi concedere la dignitd di teorema ad
una proposizione, fino a che non sc ne possieda una inconfutabile di-
mostrazione : per quelli che pensano cosi, quanto finora esponemmo
sard designato come un avviamento verso il teorema fondamentale, la
cui vera storia comincia solo col ragionamento di Gauss, che ora bre-
vemente esporremo.

Sia f) =am4-aam—1+aqum =2+ .. -+an
il primo membro di un’equazione a coefficienti reali, e si ponga

T=r’"cosm¢7-1-d'rm—1cos(m-—1)<p+...'—|~—am_1rcos<p+am
U='I‘msenmgv-m’7'm—lsen(m—1)§D+...+a,n_1rscn¢.

I facile mostrare — anche senza ricorrere alla teoria dei numeri
complessi () — che, supposto simultaneamente

T=0, U=0
il polinomio f{) & divisibile per il trinomio x* — 2rcospax—+r* se
7 sen @ z 0 e per il binomio © —rcos ¢ se rsen @ = 0. Ne viene che

per dimostrare Vesistenza in f{x) di un fattore lineare o gquadratico, ba-
sterd dimostrare la possibilitd di determinare il numero positivo r e
1’angolo ¢ per modo che si annullino ad un tempo T e U. Ora se noi
interpretiamo e ¢ come coordinate polari nel piano !), T=0e U=0
saranno le equazioni di due curve algebriche d’ordine m (della seconda
delle quali fa parte l’asse polare) e tutta la questione & ridotta a far
vedere che queste curve si tagliano effettivamente. A tale scopo si
osservi che la curva T =0 ha per asintoti m rette formanti eoll’asse

polare angoli multipli di 7—7;-, mentre la curva U = 0 ha per asintoti

(1Y La quale fa vedere che, posto o ==p (cos P +isenP), risulta fla) =
T+¢U.

(?) Gauss a vero dire costruisce prima le superficie che in coordinate
eilindriche sono rappresentate dalle equazioni z=T e 2 =U e poi ne con~
gidera le sezioni eol piano z==0; io ho soppresso questi due passaggi dal’
piano allo spazio e viceversa, ché non seppi persuadermi.delia loro . utilita.
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2k L) nei quali suppone suddiviso lintervallo fra p =0 e p= 2z. Posto

2m
m —1); oppure (volendo evitare qualunque considerazione in cui in-
tervenga 1’infinito) si dimostri che, deseritto un cerchio con il centro
nel polo e il raggio sufticientemente grande (*), in esso entreranno 2m
rami della linea T = 0 ¢ altrettanti della U =0, per modo che due
rami consecutivi della prima sono separati da un ramo della seconda.
Tale essendo la rispettiva disposizione delle linee T=0 ¢ U =20 (%)
si pud in vario modo (vuoi per via diretta, vuoi apagogicamente)
: convincersi che nell’interno del cerchio anzidetto avrd luogo almeno
una intersezione di esse, epperd concludere la proposizione a cui erasi
ricondotta la tesi da dimostrare.

fe rette analoghe corrispondenti agli angoli (k=0,1,

S

s
o == — ¢ adottando le notazioni
‘4m

s s st &

F+, F—, ¥, F'

4+ T

per indicare che in un dato intervallo una funzione F di p ¢ o sempre
positiva o sempre negativa o positiva all’estremo inferiore e negativa %
al superiore, o viceversa, egli fa vedere che 2

per 8k—1)oLpL(Bh+1w siha T+ e UT

» (8/»’ -+ l)CO L p L (Sk - 3)w > T+ » U+

> Bk+o<LpL(Bk+5w » T— » U ',_,j:

Sl 9. Ritornando cinquant’anni dopo (n. XXX) (*) sulla prima dimo--
' strazione del teorema fondamentale, volle Gauss trasformarla in modo
che da essa emergessc l’esistenza, non di una sola, ma di tutte le radici
dell’equazione in esame f(x) =0 (*) e questo anche nella supposizione
che i coefficienti ne fossero complessi, Per raggiungere tale scopo
egli pone

> Bhrde < p<(Bk+Tw > TL > U—

- o

{ove k ¢ uno qualunque dei numeri 0, 1, ..., m—1) e soggiunge
(n. XXX, § 5): « Dalla successione dei valofi positivi e negativi di
T e U che ha luogo per ogni valore di » maggiore di R si pud de- i
durre che entro il campo dei valori di » minori di R debbono acca-
dere certi incrociamenti in quella distribuzione, i quali comprendono B
in s® la sostanza del teorema che dobbiamo dimostrare. Io esporrd i
ragionamenti sotto una forma tolta dalla geometria di posizione perché
cosl essi raggiungono il grado massimo di semplicitd e perspicuita. Ma
in fondo il contenuto effettivo di tutta 1’argomentazione appartiene ad
un campo pit elevato, indipendente dalle figure dello spazio, a una
teoria astratta delle grandezze, gli oggetti della quale sono gli aggrup-
pamenti di quantitd succedentisi le une alle altre con continuits, ad un
campo finora poco coltivato, ove non si pud muoversi senza togliere
a prestito un linguaggio basato sulla eonsiderazione di figure geome-

®=r(cosp—+<isenp), ap==Ap(cosax—+isena), (k=1, 2, .., m)
e flr(cos p—+isenp)] =T +iU;
e dimostra anzitutto che la radice positiva (unica) della seguente equa~

zione
m-——V2 (A=l Agm—=24+  +A,)=0

¢ un limite superiore pei moduli delle radici dell’equazione data.
Quindi, preso per + un valore superiore a R, studia il contegno delle
funzioni T e U quando p varia in uno dei 4n intervalli fra loro eguali,

vt a e o oy e s oo 2 0e s

R

—

(") Come raggio di questo cerchio Gauss prende una lunghezza misurata
da un numero superiore tanto a 1 quanto®a yz(|a,|+|a:|+ ... +|am]),
ove, qui come in seguito, | a| rappresenta il modulo o valore assoluto della
quantith a. '

(®) Queste curve godono molteplici proprieta che furono enunciate in
parte da Guuss e dimostrate recentemente dal Walton nei lavori intitolati
Note on the Rhizic Curves, On the Sprke Aymptotes of the Rhizic Curves
e On the Curvature of the Rhizic Curves in the mulliple Points (Quarterly
Journal of Mathematies, T. XI, 1871).

(® Cfr. anche la prima parte della nota del Valeriani antecedentemente
citata.

aua Dissertazione di Laurca.

(*) Egli aveva gia adombrata la possibilita di questa trasformazione nella

triche » (%).

La sostanza del ragionamenti geometrici annunciati da Gauss & la
seguente:

Nel solito piano di rappresentazione dei numeri complessi si con-
sideri un cerchio K avente per centro l'origine e un raggio » > R.

() Al lettore non isfuggird certamente come nell’ultima parte del passo
riportato Gauss alluda all’Analysis situs (efr. questa Révista, T. I, p. 107).
Notisi poi come il passo stesso possa contribuire a vincere gli serupoli di
quelli che (ad es. il Peacock) non vogliono accogliere nell’Algebra le di-
mostrazioni del teorema fondamentale ove intervengano considerazion: geo-
metriche; in tutte, queste considerazioni si potrebbero evitare, ma con
sacrificio di brevith e di perspicuita.
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L’insieme dei punti di questo piano ove & T >>0 si compone di pa-
recchie parti ciascuna connessa, altrettanto dicasi pei punti in cui &
T <2 0; le prime regioni sono separate dalle seconde mediante linee ove
& T =0; la parte di piano esterno al centro K contiene m regioni della
prima specie, fra le quali sono intercalatc altrettante regioni della se-
conda. Ognuna di queste 2m regioni si prolunga nell’interno del cer-
chio K e forma delle nuove regioni, le quali possono avere o due o
quattro o sei o un numero maggiore di lince di contorno; fra due limi-
trofe di queste porzioni si trova una linea su cui & T =0. Sc si ticne
conto dei risultati dianzi ottenuti sui segni delle fanzioni T e U, si con-
clude che ogni tale linea ha per origine un punto di K ove U >0 eper
termine un punto di K ove U <C0: onde, a cagione della continuitd
della funzione T, deve trovarsi su quella linea un punto ove & U - 0.
Ivi si trova un punto-radice dell’equazione f(z)==0 (). Questa ne
possiedec adunque m: I'ipotesi che alcune di esse coincidano non &
esclusa da Gauss, i1 quale anzi si arresta ad esporre che cosa avvenga,
sia nella funzione f(x), sia nella figura che servi a dimostrare il teo-
rema, allorche si verifica questa speciale circostanza.

10. La dimostrazione succintamente esposta nel n. 8, venne di re-
cente modificata dal Perott (n..LXIV) in un modo che, quantunque
non segni un reale progresso sul ragionamento di Gauss, ha pure il
diritto di venir qui menzionato.

Nell’equazione a coefficienti reali

X =X(x) =X, an)=am +ax™ 1 +axm =2+ ...+ an =0
si sostituisca ad z il binomio #-+<u e si ponga
X (¢ ~+ iu) + X(t — tu)
2
X(t + tu) — X(t — fu)
27
¢ si considerino le due curve
T=0, U=0.

Da una proprietd di esse scoperta da Gauss, emerge anzitutto. che,

=T=T(x)=T(x, am)

= U=TUlx) =U(x, an)

() Il ragionamento indicato potrebhesi fare eziandio considerando le
li.ee che separano le-regioni di K ove ¢ U>0 da queile ove & U<C0 e
@ strando che in eiascuna esiste un posto nel quale & T=0. Si osservi
anche come, nella prima esposizione della sua dimostrazione, Gauss abbia
avuto bisogno di far uso di entrambe le linee T=20, U==0, mentre nclla
sceonda ricorse a una sola.

— 201 —

chiamando A e B due valori reali di an tali che sia A <B, M il
maggiore dei moduli di queste quantita, ed R I'unica radice positiva
dell’equazione

7””—-]//5( la, | rm=1+]a | rm— 2+ ..+ | an—1 | 1'+1\I):0,

Vequazione X(, d.) =0, quando A<<an<{B mnon possiede alcuna
radice situata fuori di un cerchio avente per‘centro Vorigine O e per
raggio R. Aminesso poi che la funzione T{x, A) delle variabili reali t
¢ uabbia un minimo, si dimostra che, se A>0e Pequazione X(x, A)=0
non ha radici in un certo cerchio di centro O & sempre possibile de-
terminare una quantitd positiva a tale che se a <C am <A l'equazione
X(x, am) =0 non abbia ivi radici, mentre ne abbia una almeno le-
quazione X(z, a).

Cid premesso, si faccia V'ipotesi che lequazione X{x, A) =0, ove
A >0, sia un’equazionc priva di radici. Si potrd allora tracciare um
cerchio di centro O con raggio abbastanza grande perché nel suo in-
terno non cada aleun punto radice di un’equazione del tipo X(2, am)==0
ove 0<Ta,.<CA.

L’equazione X(w, A) =0 non avra radiei entro questo cerchio ep-
perd si potra determinare una quantitd positiva a tale che 1’equazione
X(x, @) = 0 abbia una radice nel cerchio ma che altrettanto non accada
per le equazioni X(, am) =0 ove a < a,<A. Il punto P del cer-
.chio rappresenti una radice x, = t, —+ tu, dell’equazione, si ponga

X(z ~+a,) = Lz) by 2 by =127~ s, D 2™

¢ si denoti con § Tunica radice positiva dell’equazione

i bm—-n—-l bm——n—-?\ )
- m—n— e o gy =Tt
'n‘/Q (n+1) - s —(n—+ )] T s
—_— _— . b‘ 1. 1 1 m—1 —
— — p— O
vee —(m—1) o sm—n mig— $ =0,

e con M il massimo fra i moduli dei coefficienti di Z(z). Si descriva
una circonferenza avente per centro P e per raggio la piﬁfra.nde delle
A—a

M+A—a
su essa almeno di un punto (7, v) tale che ivi risulti

Uz, v)=0, a~—'A<T(T, v,a)=—e<0,

-quantity S e . Dalle ricerche di Gauss scaturisce ’esistenza

-epperd quella di una radice’ almeno dell’equazione. X(z, a +¢) =0.
Ora tale radice dovrebb’essere nel nostro primo cerchio, il che con-
4raddice con quanto si & prima visto. I falsa dunque Vipotesi che la
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equazione X(x, a)==0 non abbia radici e il teorema & dimostrato. —
Ma quali vantaggi offra sulla dimostrazione di Gauss, questo ragiona-
mento che, oltre ad essere pill complicato ed apagogico, presuppone
che si sappia avere la funzione T un minimo, altri vegga.

11. Chi domandi qual sia ’idea madre della dimostrazione di Gauss
che dianzi ci ha occupati, facilmente trovera per risposta che essa ri-
siede nel sostituire I’equazione proposta con due equazioni a due va-
riabili aventi cocfficienti reali e da soddisfarsi mediante numeri reali.
Questa trasformazione pud effettuarsi — come fece Gauss — col porre
nell’equazione proposta in luogo dell’incognity z la sua espressione tri-

- gonometrica, ma pud anche operarsi col porre invece di #z ordinario

binomio « + 7y. Inoltre, la possibilita di soddisfure alle duc eyuazioni
dedotte si pud stabilire non solo — come fece Gauss — dimostrando
Vesistenza di convenienti valori per le incognite, ma eziandio facendo
vedere potersi far tendere simultaneamente a zero i primi membri delle
equazioni anzidette. Entrambi questi cambiamenti si & proposti e ha
realizzati il Dutordoir (n. LIII) (!), senza pero riferirsi in alcun modo
alle ricerche di Gauss.

Egli suppone verificato il teorema per le equazioni di grado n—1
€ vuole concluderlo per un’equazione di n+vimv grado f{z) = 0. Pone in
f(2), z=a + 1y e quindi, separando la parte reale dall’immaginaria,
G +a ty) = (x, y) + x(®, y . Tenendo conto delle relazioni differen-

It

ziali 5"—; ——=% , %’/L—f—g—izo , egll studia le variazioni simultanee
subite dalle fanzioni ¥ e 5 in causa di determinate variazioni delle
« e y e conclude che, supposte non nulle le derivate parziali di quelle
funzioni, facendo variare una sola variabile si faranno crescere yeX
néllo stesso senso o in senso contrario a volontd; a seconda del segno
degli incrementi della variabile, esse cresceranno o decresceranno en-
trambe se variano mnello stesso senso e tenderanno 1’una verso Ialtra o
si allontaneranno 'una dall’altra se variano in sensi opposti. Da tutto
¢id egli desume potersi far tendere simultaneamente Y e X azero e
che, mentre ¥ e x tendono a zero, = e y tendono verso limiti deter-
minati. E cido & sufficiente per concludere il teorema fondamentale.

(?) Cfr. anche la relazione fattane dal Mansion e pubblicata nel -t. VII

. delle Annales de la Société Scientifique de Bruwelles.

— 203 —

IV. Dimostrazione di Argand.

12. La prima dimostrazione rigorosa data da Gauss del teorema
fondamentale dell’Algebra, perché racchiusa in una modesta disserta-
zione di laurea stampata in una piceola cittd della Germania, ebbe
pochissimna diffusione nel mondo scientifico; all’estero specialmente essa
passd quasi inosservala almeno finehe il suo inventore, salito intanto
in alta fama di matematico eccellente, 1’addito all’attenzione degli
analisti in pubblicazioni posteriori. Niuna meraviglia dunque deve
recare se la dimostrazione che ad essa segue immediatamente (*) ne
sia totalmente indipendente.

Alludiamo alla. dimostrazione che R. Argand espose prima (1806)
nel suo rinomato Essai sur une maniére de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions géometrigues e quindi (1813 e 1814)
sotto migliore forma nei T. IV eV delle Annales d¢ Mathématiques di
Gergonne (n. VIL, X e XI) (). Essa ha il suo fondamento nella costru~
zione della linea poligonale che comincia nell’origine ed ha per lati
consecutivi le rette rappresentatrici dei numeri complessi che sono, per
un dato valore della variabile, i vari termini del primo 1nembro della
data equazione; e nel dimostrare che se per un certo valore della va-
riabile, la linea poligonale non si chiude, si pud far subire alla varia-
bile stessa un cambiamento tale che il lato di chiusura sia nel secondo
caso minore che nel primo. Da cid Argand conclude la possibilith di
ottcnere una linea poligonale chiusa (cio2 di ottenere per la variabile
un valore soddisfacente 1’equazione data) e sostiene Vesattezza di questa
illazione benche il Servois gli obbiettasse che: « Ce n’est point assez,
ce me semble, de trouver des valeurs de o qui donnent au polynome

() Tn ordine eronologico alla dimostrazione di Argand (nella sua forma
pit buona) precede a vero dire quella di Dubourget (n. IX), ma essa rac-
chiude nna petizioue di principio prodotta da una confusione fra funzione
e funzione analilica. Infatti dallessere y =a@r-+axr—1-+....+an
segue che « & (unzione di ¥, ma non gid che sia w=0 (a4, ... axy), se
con ¢ s'intende designare un complesso di operazioui algebriche. Ove perd
questa deduzione fosse lecila, si concludercbbe subito clie ad ogni valore
reale o complesso di ¥y corrisponde un valore analogo di @ e il teorema
sarebbe dimostrato. )

Si vegga la discussione fra Dubourget e Bret (Annales de Mathémal.,
t. 11, p. 33, 94 e 369; t. IV, p. 56 e 90) a cui diede luogo il paralogismo
del primo. '

(3) Le tre versioni del ragionamento di Argand leggonsi a pag. 38, 60
e 115 della seconda edizione del citato Essat.
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des valeur sans cesse décroissant; il faut de plus que la loi du dé-
croissement amdne nécessairement le polynome 3 zéro, ou qu'elle soit
telle que zéro ne soit pas, si I'on peut s’exprimer ainsi, l'asymptote
du polynome » (). B questa, sotto altra forma, 1’obbiezione che, come
vedremo, venne mossa alla dimostrazione di Cauchy; quando sia tolta
questa imperfezione col dimostrare I’esistenza di un minimo del lato
di chiusura della linea poligonale anzidetta, si ottiene un’argomenta-
zione a cul si dara o non la preferenza in confronto di altre pit al-
gebriche, secondoch? si acconsenta a invoeare oppure si aspiri ad
evitare l'intervento di considerazioni geometriche (2).

V. Osservazioni di Legendre e dimostrazioni che me derivano.

13. Benche la questione di approssimare le radiei di un’equazione,
non abbia un significato determinato sc non dopo che siasi dimostrata
Pesistenza di tali radiei nel campo dei numeri complessi, pure a Le-
gendre toced la singolare ventura di tracciare le prime linee di una
dimostrazione del teorema fondamentale dell’Algebra appunto nello
studiare 1’anzidetta questione (n. VIIL, 1ér partie, § XIV). Dal sup-
porre Vassenza di solido fondamento a questa sua ricerca Legendre cra
cosi lontano che ne segnald il risultato come uno dei piit notevoli mi-
glioramenti che la seconda edizione del suo Essai sur la Théorie des
nombres offriva sul primo. Ma v’ha di piu. Le parole di Legendre non
contengono la minima allusione all’esistenza di persone che lo avessero
preceduto in guesta via, mentre da quanto fra poco esporremo emerge
come Argand fosse una di esse. Questo silenzio e il fatto che a Legendre
era stato comunicato manoseritto il lavoro di Argand (%), fece pronun-
ciare da molti una condanna contro Legendre per plagio verso questo
ultimo. I dati di fatto mancherebbero a chi volesse far annullare questa
sentenza. Tuttavia a noi riesce difficile ammetteré che colui il quale si
afirettd a far conoscere i risultati ottenuti da Abel e Jacobi nella teoria
delle fanzioni ellittiche proclamandoli candidamente superiori di assai
a quelli da lui raggiunti, i cui alti meriti scientifici erano fuori di que-
stione fin dal 1808, abbia tentato, di deliberato proposito, di rapire a

() Op. cit. nella nota pree. p. 121. .

(*) La niigliore esposizione a me nota della dimostrazione di Argand é
dovuta all'Hotiel (n. XLII); essa- & sostanzialmente identica.a quella che
indied J. C. Fields (n. LXI); assai simile ad essa & quella . di Transon
(n. XXXVII), nella quale perd i difetti segnalati nel testo in quella di Ar-
gand spiccano con evidenza ancora maggiore.

(*) Cfr. p. 77 e 91 della seconda edizione dell’Essat di Argand.
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;mpo scomosciuto cid che poteva servirgli come titolo alla gratitudine
degli scienziati, Non & forse miglior consiglioh il eercare una scusa al
grande analista francese nell’osservazione di quanto frequ(?ntemen.te
accada di ritenere come opera propria cosa che in realth inconscia-
mente si ricorda, e nel rammentare l’opinione di Petrar(':a (.se non
erriamo) che una cosa mon si pud dir appresa finché non sia divenuta
siffattamente carne della nostra carne, sangue del nostro sangue, da
avere perduto ogni traccia della sua origine? )

Lasciando libero chi legge di far propria o respinger tale modo d}
vedere, noi daremo una breve notizia delle indagini di Legendre a cul
testé alludemmo. . ‘

Nell’equazione proposta f(z) = 0 si faccia la sostituzione z = iy
e se ne indichi con P+ () =0 il risultato, ove P e Q sono funz.lon}
reali delle variabili « e y; attribuiti a @ e y dei valori particolari, si
pud indicare un facile procedimento per mezzo del quale ‘trovar'e due
inerementi da attribuirsi a « e y tali che il rapporto dei risultati del?a,
sostituzione in f(2) del primitivo e del dedotto valore di 2 =- « — iy Slla.
un numero arbitrariamente piccolo; applicando questo procedimento pa-
reechie volte di seguito si troveranno per f(z) dei valori aventi moduli
sempre minori e che si accostano sempre pilt al valore zero; f]u:mdo
si sia raggiunto questo limite si sara in possesso di un v.al(fre d.l z che
annulla f{z). Ma quale sia la ragiope per cui a questo liniite si d.ebba
di necessitd arrivare, non vien detto da Legendre, il quale anzi era
cosi lontano dal concepire la possibilita che si veriticasse il easo opposto
da ritenere le sue conclusioni valide anche quando f{z) non fosse fun-
zione algebrica (!).

14. Malgrado i gravi difetti di sostanza e di forma che deturpano
Pargomentazione di Legendre (%) (difetti che al Peacock apparvero
cost gravi da renderlo dubbioso nell’accordarle il grado di dimostra-

() 1l Foscolo ha consigliato (n. XXXV) alcune modificazioni da appor-
tarsi alla dimostrazione di Legendre; esse perd non la correggono dai d'l-
fetti clie aveva in origine e la faranno preferire solo da quelli che ut.t,m-.
buiseono quaiche importanza all’espulsioue dall’ Algebra delle funzioni
trigonometriche.

(3) « A la vérité la démonstration que M. Legendre & donnée' de c'ette
proposition, et qu'il considére comme s’étendant a toute sgrte d'équat.lox}s
algébriques on transcendantes, parait sujette a quelques difficultés ; mais
.on peut les surmonter lorsque Péquation est algébrique dans tous les cas
possibles, et lorsqu’elle devient transcendante, en apportar'xt qu.elques res-
triction & la proposition dont il s’agit, comme je Vai fait voir dans les
Legons de Calcul différentiel » Caucby (n. XVII, p. 65).
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zione) pure lidea che la governa — ciod lidea di_porre in fz)
per z una' serie di valori capaci di far prendere a | f(z) | dei valori
sempre minori — & una di quelle non destinate a perire: ben se ne
avvide Cauchy, il quale la collocd a sostegno della dimostrazione che
porta ancora il di lui nome (!). Fra questa e il ragionamento di Le-
gendre, i pid essenziali divard stanno in ¢io:

1° Mentre Legendre prende da principio per z un valore tale
che in corrispondenza | fz) | assuma un valore vieino a zero, Cauchy
lo suppone scelto in guisa che | 7iz) I* acquisti il suo valore minimo;

2° Mentre Legendre confronta, facendone il quoziente, i valori
di f.z) eorrispondenti a due valori di z, Caucly confronta, ticendone
la ditferenza, i valori corrispondenti di [ iz %

3v Mentre Legendre dimostra che dal valore primitivo di z,
sempre un secondo pud dedursene per modo che il primo valore as-
sunto da flz) stia in un rapporto assegnato col sccondo, Cauchy fh
vefiel:e con un ragionamento di essenza apagogica, che il minimo di
cul si ¢ parlato dianzi non pud esserc differente da Zero ;

4° La dimostrazione di Cauchy a differenza di quclia di Legendre,
non contiene aleuna considerazione di infinitesimi, ¢id che ne costituisce
un pregio che, se & desiderabile sempre di evitarli, ¢ quasi doveroso
farlo quando si tratti di un tema a cui gl'infinitesimi sono estranei.

Per queste ragioni (¢ non per queste sole) la dimostrazione di Cauchy

la. vinee su quella di Legendre: in un punto perd essa & suscettibile
di una critica gravissima (%), ove ciot si ammette che | 7{2) |2, funzione

_(‘) Essa venne esposta da Cauchy sotto tre forme diverse nei lnvori
n.i X1V, XV (p. 331) e XVII (§ 5): sotto guest’ultima forma venne ripro-
dottu nelle Legons d’Algébre del Lefébure de Fourci (6" ed. 1830, p. 312-330).
L’anpia diffusione rapidamente raggiunta dalls dinostrazione di Chuchy
(essu trovasi ancora oggi nelln maggior parte dei trattuti dalgebra) fece
sl che aleuni attribuirono a Cauehy anche il teorema di eui ragioniamo
(v. ad es. Choquet et Mayer, Traité didmentaire d’Algétre, V ¢dit. 1819,
préluce, p. V1I): ma che cio sia stato fatto senza sufficiente ragioue,
emerge dal fin qui detto.

(® Secondo il Durboux (Sur wun thdoréme relalif a la continuité des
fonctions, Bulletin des Sciences mathématigues et astronomiques, t. 111,
1872, p. 307-313) fu O. Bonnet il primo che segnald il punto debole della
dimostrazione di Cauchy (del quale non erasi avveduto neppure Gauss) e
a indicare che il modo di rimediarvi risiede nel teorema « ogni funzione
algebrica razionale intera di due variabili reali a coeflicienti reali e mai
negativa ha un minimo ». Cfr. gli appunti analoghi futti da Gauss alla
dimostrazione di D’Alembert e da Servois a quella di Argand.

— 207 —

reale di due variabili reali, debba di necessitd raggiungere un valore
minimo. Ma anche di questa menda si pud liberare invocando dei teo-
remi generali oggi notissimi ().

Supposta accertata Desistenza di un minimo di | f(2) [* il ragiona-
mento di Cauchy ¢ sotto ogni aspetto perfetto e ha, sopra molti altri,
il vantaggio di applicarsi inalterato ad equazioni con coefficienti com-
plessi (%). .

Aggiungerd che Cauchy, mentre riconosce di avere attinto da Le-
gendre i principl del suo ragionamento, dello seritto di Argand non
fa cenno: tuttavia afferma 1'Hoiiel (?) che « Cauchy n’a fait que re-
produire plus tard sous une forme plus analytique, mais moins saisis-
sante » la dimostrazione di Argand! Probabilmente nel 1820 Cauchy
non conosceva I'Exsai; pit tardi, avutone notizia, ne propugnd le idee
coll’importante Mlinnire sur les quantités géométriques ('), necl quale
trovo posto anche 'argomentazione argandiana.

15. Ma Yessere il ragionamento di Cauchy fornito di doti eosi emi-
nenti, non esclude la possibilitd (anzi fa sorgere pit vive il desiderio)
di renderlo in certe parti pitt semplice: donde le varie redazioni sotto
cui venne presentato sin in trattati (%), sia in memorie speeiali, delle
quali per bhrevitd ¢l limitiamo a far conoscere lesistenza (n. XXVII
e LXX) (%). Ira tutte, quella che emerge si legge nel Cours &’ Algébre

(*) « Una funzione di pit variabili, data e continuna in un campo finito
e pei suoi punti-limiti, ammectte i limiti superiore e inferiore finiti, ed as-
sume effettiviuncente questi valori, ossia diventa massima e minima ».
Genoechi-Peano, Calculo differenziale e principii di calcolo integrale,
1834, p. 131. — Cfi. anche Thomace, Elemesntare Theorie der analytischen
Functionen einer complexen Verdnderlicken (1830, p. 82) e Du Bois-Rey-
wound, Die allymeine Functionentheorie (1832, p. 248).

(*) Cfr. le esposizioni fattene dal Thomae (op. cit. p. 88) e dallo Stolz
(Vorlesungen tiber allgemeine Arithueetik, 11 Thl. 1886, p. 117).

(® Nclla prefazione alla 2* ed. dell’Essai di Argand.

(*) Exercices d’Arnalyse et de Plysiqre mathém., t. 1V, 1847, p. 157-190.

(%) Cfr. Sturm nella citata opera di Choquet e Mayer (p. 396-402); Young
nella Theory and Solutions of Algebraical Equations of higher Order
(2" ed. 1843, p. 32-30); ece.

(%) Perd riguardo a quest’ultimo lavoro non posso tacere che esso non
mi sembra contenere nulla di essenzialmente nuovo (per persuadersene lo
si confronti con la dimostrazione di Cauchy come & riportata dal Balzer,
Elementi di Malematica, trad. Cremona, parte 1II, 1875, p. 125) ed im-
portante, giacché come tale non riesco a considerare DVarciticio con cul
P’Amigues mascherd PPuso di funzioni trigonometriche,

"
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supérieure del Serret e noi saremmo tentati di presentarla qui dinanzi
agli occhi del lettore, se non fossimo distolti dal pensiero che quella
classica opera & omai tanto diffusa che probabilmente non gli appren-
deremmo cosa per lui nuova.

186. Oltre a questi secondari mutamenti, uno essenziale subi la di-
mostrazione di Cauchy, mutamento che, tentato con mediocre successo
dal Burg (n. XX) (*) e dal Sussmann (n. XXXII), fu eondotto a buon
termine in epoca a noi vicina dal Walton (n. XL): esso ha il proprio
fondamento nell’applicazione alia | f{2) I3, funzione reale di due varia-
bili reali, del metodo insegnato dal Calecolo differenziale per determinare
i valori massimi e minimi.

Taceio del tentativo fatto dal Sussmann per dimostrare esistenza
di un minimo della funzione | f{2) |3, che I’essere questa funzione con-
iinua e sempre positiva non basta (come egli ritiene) per portare a
questa conclusione. Dird invece come egli ponga z— p (cos -+ sen o)
e | flz) |*==A*<-B* ove A e B sono funzioni reali delle variabili
reali p e p. Ora la derivata di | f{z) |® rispetto a ¢ divisa (?) per p ha
la forma AC — BD, mentre la derivata della stessa rispetto a ¢ ha la
forma AD -+ BC; onde pei valori di p e @ corrispondenti al minimo
di | fiz) [* dev’essere

¢y AC=BD AD-— —BC.

S.eco.udo il Sussmann, moltiplicando membro a membro queste due equa-
zioni si ricava A®+B*=0. In realt invece si ottiene (A?-+B?)CD=0.

Ora se A?-+B®=0 il teorema & dimostrato; se C=0 ¢ DzO le (1)

danmo A =0 e B=0 ciod A’+B*=0; o stesso per Czo ¢ D=0

ma. se fosse ad un tempo C =0 e D =0, le due derivate di | &) |? ri-
sulterebbero nulle ad tempo, senza che fosse A =0 e B = 0. Affinche
dunque il ragionamento del Sussmann fosse conclusivo bisognerebbe
ancora dimostrare o che C e D non possono annullarsi per una stessa
oopplzf di valori reali di ¢ e g, o che tali valori non corrispondono a
an minimo di | f(z) |2, o che essi annullano anche A e B.

Del resto il tentativo del Sussmann non ha nemmeno il pregio
fiella novita, giacch® esso era gia stato fatto e con successo altrettanto
infelice dal Burg. I1 quale ammette senz’altro che, posto z=a 5%,
la funzione Z = | fz) |* == A’ + B delle due variabili reali a, 5 debba

() Cfr. Matthiessen, op. cit., p. 12-14.
() E assai facile porsuadersi che questa divisione & lecita.
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di necessitd possedere un valore minimo e trova che per esso devono
avere luogo ad un tempo le equazioni

QA oB QA ¢B

Ora affinche cid abbia luogo devono coesistere le due equazioni
A=0, B=0,
tranne quando sia soddisfatta la

. . QAJB 2AQB
el =n s e

tutto dunque & ridotto ad escludere la possibilitd di quest’ultima equa-
zione. A tale scopo il Burg afferma potersi trovare un’infinitd i coppie
di valori « e f succedentesi con continuitd e soddisfacentl I’equazione
F(a, B)=0, ed esclude che essi corrispondano a minimi ¢i Z per il
fatto che altrimenti questa ne avrebbe infiniti. Ma, anzitutto, come
giustificare la prima aflermazione senza invocarc il teorema che si
tratta di stabilire? e, in secondo luogo, l'essere Z funzioue continua
di a e B & forse inconeiliabile colla possibilita di infiniti suoi minimi?
Azgiungasi poi che « e 4 devon’esserc quantitd reali, epperd nulla
abilita ad affermare che Fia, &) si debba annullare per infiniti di tali
valori di « e B3 e infatti per F(«, 3) questo non pud accadere, ché per
essere

A ¢B A ¢B

— = — 4= =0

dz B’ B ga

o= (3 (3~ |2+ 8]

quindi U'equazione F(«, 8) = 0 si scinde nelle due

si ha

2A 2A

ol 0 M 0
o nelle altre - -

=0 w0

Pereid tutte le ragioni addotte dal Burg lasciano intatta la difficoltd
di climinare V'equazione F(a, &) == O: sinch¢ essa non sia tolta argo-
mentazione del Burg & priva di valore, e noi non ¢i sarcmmo arrestati

Rivista di Malematica. 14
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cost a lungo su essa se essa non fosse stata accolta in un’opera recente
di gran pregio, quella del Matthiessen (%).

Tale difficoltd fu poi vinta dal Walton che — senza avere cono-
scenza degli scritti di Burg e Sussmann — dimostrd direttamente che
i valori di « e 8 soddisfacenti due epperd tutte le quattro equazioni
precedenti non corrispondono a un minimo di Z.

17. All’obbiezione mossa dal Bomnet contro la dimostrazione di
Cauchy si puod sottrarsi, non soltanto coll’assodare in precedenza la
necessaria. esistenza di un minimo per | flz) |?, ma ancora insegnando
un metodo per costruire una serie illimitata di numeri soddisfacenti
alle due condizioni: 1° di tendere ad un limite determinato, 2° di far
prendere a | f{z} |* valori sempre decrescenti fra i quali si possa tro-
varne uno minore di un numero prefissato ad arbitrio. Un motodo di
tale natura fu scoperto dal Lipschitz (n. XLII, p. 248-282). Il quale,
nella dimostrazione che ha proposto, seppe trar profitto dal fatto che
il teorema fondamentale si pud verificare direttamente per alcune
equazioni (equazioni dei primi quattro gradi e equazioni binomie), per
far vedere che quando lo si accolga come vero per equazioni di gradi
inferiori a m bisogna ammetterlo anche per quelle di grado m. Per
10 egli considerd quella radice dell’cquazione derivata /&) =0 che fa

(*) Del resto questo non ¢ il primo, né 1’ultimo, tentativo infruttuoso
fatto dal Burg per dimostrare il teorema fondamentale dell’Algebra, ché fin
dal 1830 egli aveva pubblicato un articolo (n. XVHI) di eui non possiamo
dispensarei dall’additare le gravi mende. Esso comincia coll’osservazione che
P’equazione ai quadrati delle differenze di un’equazione di grado n=2km,
m dispari, & in generale di grado 2k—1m', m' dispari. Ne viene che se
dall'equazione data si deduce una serie di equazioni ognuna delle quali
abbia per radici i quadrati delle mutue differenze fra le radici della. pre-
cedente, 1’ma di esse sara di grado dispari e tutte avranno coeflicienti reali
supposti reali i coefficienti dell’equazione donde si & partiti. Questa dedu-
zione successiva é soggetta alla stessa eritica che colpisce le dimostrazioni
di Eulero, De Foncenex, Lagrange e Laplace. Ma, ammesso pure che si possa
dimostrare, senza usare in alcun modo il teorems da dimostrare, la rcla-
zione scambievole fra due qualunque equazioni della serie, il ragionamento
del Burg conserverebbe un’altra gravissima imperfezione; infatti, per avere
Pultima equazione della serie una radice reule, nella penultinia vi saranno
due radiei la cui differenza & un pumero complesso: da ¢id il Burg deduce
essere quelle due radici entrambe complesse, senz’accorgersi di commettere
cosi un errore pari a quello in cni incorrerebbe chi affermasse essere reali
due numeri pel solo fatto che reale ne ¢ la differenza. Questa svista ha tale
gravita che essa ci dispensa dall’arvestarei pit a lungo sul lavoro del Burg.
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prendere al modulo di f—;l(i) (Supposto f(z) = a@™ -+ azm —! 4 ...~ )
0

un valore minore o eguale a quelli che gli fanno prendere le altre
radici di f(z) =03 e col mezzo di essa costrul una serie infinita di
numeri soddisfacenti alle due condizioni predette. Ma lo stabilire che
tale serie pud servire allo scopo pel quale venne fabbricata, & bisogna
assai spinosa: sieche se I’argomentazione dell’illustre analista di Bonn
puo dirsi perfettamente soddisfacente dal punto di vista del rigore, non
sembra raggiungere il grado massimo di semplicita desiderabile *.
Ad agevolarne lintelligenza provvide il Mansion (n. XLVII), che
in un notevole articolo la espose sotto forma pilt limpida e pit meto-
dica, evitando la risoluzioune trigonometrica delle equazioni binomie che
il Lipschitz presuppone; avvertiamo che chi volesse seguire ’egregio
geometra belga nell’esporre la dimostrazione del teorema fondamentale
dell’Algebra in un corso regolare e completo, potrebbe alleggerirla col
destinare a pilt opportuna sede aleune considerazioni non strettamente
legate colla proposizione di cui si ragiona ¢ di portata assai pil vasta.

18. La dimostrazione di Cauchy suggerisce spontaneamente ’enun-
ciato di un problema importante. Essa infatti mette in chiaro I’esistenza,
di infiniti numeri ognuno dei quali fa prendere al modulo di flz) ==
Qg™ 4@, 2™ =14~ ... ~-a, un valore inferiore a quelio che gli fa pren-
dere il numero precedentc; ma non insegna alcun procedimento mediante
il quale si possano successivamente ottenere quel numeri: nella scoperta
di yuesto, procedimento risiede appunto il problema al quale dianzi al-
lndemmo. Una prima soluzione di esso ¢ ineclusa nella dimostrazione
del teorema foudamentale data dal Lipschitz. Un’altra — fondata sul
metodo di approssimazione di Newton — fu indieata dal Mertens
{(n. LXVII) pel easo in cui l'equazione f{z) = 0 non abbia radici mul-
tiple ed i suoi coefficienti «, @, ... a» siano numeri complessi razio-
nali (*). Per chiarirne il concetto, avvertiamo anzitutto che dato ad
arbitrio un polinomio intero

F@) =cpp 4z =14 ... +ecn,
noi indicheremo con

Fo(2) = gozn+g,20 — 14 . + gn

(") Secondo quanto si legge nel t. XIX, p. 70, del Jahrbuch wber die
Forschritie der Mathematik 1'articolo del Juel (n. LXV) contiene cose assai
simili alla dimostrazione del Lipschitz.

® E noto che un ordinario numero complesso x —+- ¢y dicesi intero o
razionale quando sono interi o risp. razionali i due numeri reali @ e ¥.

i.‘;;
‘l
¥
b2
3
t
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un polinomio di egual grado i cui coefficienti siano i pitt piceoli nu-
meri interi positivi soddisfacenti le condizioni

lei [P < gis
di piu indicheremo con ¢ e i le due funzioni intere (a cui guida la

ricerca del massimo comun divisore fra la funzione / e la sua deri-
vata f') soddisfacenti la seguente equazione

oy =1;
indicheremo finalmente con ¢ il miniino intero positivo il cui quadrato
non & superato da alcuna delle quantitd | a; {* e porremo ¢ +2 = I,

Cid premesso, suppongasi di conoscere un valore complcsso razionale w
che renda

9
2
( ) L)l < 91 o[ polhi o ) + o)y (1))
e si ponga
—;(Z:O)) = By 40, W a8 =,

ove a, B, v, & devono essere scelti con tante cifre decimali da aversi

ay >0, B8>0, ¥+&< ioz(a?—ké’?);

risulterd allora

| ) | <251 ) |-

Si ponga similmente
_ flwy)
7'(wy)

colle condizioni

=a 4By -y, + 8B, , w, a, 10 =1,

4y, >0, Biai__zo << s

risulterd in conseguenza

| 0 1 < g5 1 7000 | <305 | 7w) |

< rig 8+ A5

Come da w si passd a w, e da questo valore a w,, si potra passare da
w, a un valore w;, da questo a un w,, ecc, Il valore gencrico w, a
cai per tal modo si giunge & tale che

| Feer) | < | fae
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Cid ¢ sufficiente a dimostrare come nelle cose dette sia racchiusa una
soluzione del problema enunciato in principio di questo numero. Ora
&i osservi che quanto precede conduce a concludere il teorema fonda-
mentale: basta per cid avere accertato che vi & un valore complesso
razionale w che soddisfi alla condizione (2!. Questa verificazione viene
realmente fatta dal Mertens; il suo ragionamento, di natura apagogica,
& assai intricato, e se Vavere egli saputo arrivare alla méta attraverso
a una selva selvaggia e aspra e forte di diseguaglianze complicate,
dimostra la sua non comune oculatezza, & tuttavia legittimo il desiderio
di trovare qualche altra via meno disagiosa ehe meni allo stesso scopo:
e questa aspirazione sembra tanto pil ragionevole inquantoché la ricerca
del Mertens non porta in fronte quello stigma di necessitd che hanno
altre investigazioni e che spegne la fiducia di condurle altrimenti.

VI. Seconda dimostrazione di Gauss e trasformazioni di essa.

19. I tentativi fatti da Eulero, De Foncenex, Lagrange e Laplace
per dimostrare il teorema fondamentale, quantungue non coronati da
buon successo, racchiudono tuttavia delle idee da cui potevasi trarre
qualche fratto: Gauass stesso, che con sagacia straordinaria seppe met-
terne allo scoperto la deficienza, vide tosto come il difetto comune a
tutte yuelle dimostrazioni non fosse inevitabile.

Il carattere comune a tutte & di reggersi sulla dednzione dall’equa-
zione proposta di un’equazione avente almeno una radice in evidenza;
Yerrore comune a tutte consiste in ¢id clie tale equazione viene ottenuta
e le sue proprietd vengono stabilire considerando le radie dell’equa-
zione primitiva, presupponendo ciog appuonto il teorema da dimostrare.
A fine di renderle inattaceabili ¢ d’uopo trovare un espediente che per-
metta di ottenere quell’equazione e le sue proprietd senza il sussidio
delle anzidette radici. La ricerca di esso espediente ¢ problema estre-
mamente arduo, degno dell’cccelsa mente di Gauss, il quale scppe
scioglierlo introducendo nella Seienza le quantita indeterminate (!),
come si apprende dalla cclebre memoria intitolata: Demonstratio nove
altera theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram
unius variabilis in factores reales primt vel secundi gradus resolvi
posse (n. XII).

Questa si apre con una prima ricerea preparatoria, che fu feconda
di risultati anche in altre questioni; & Vestensione alle funzioni razionalt

(*) Sull’importanza di questo concetto, si veggano le parole del Molk,
Acta mathematica, t. VIII, 1884, p. 5.
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intere di una variabile delle antiche ricerche di Euclide sulla divisi-
bilith dei numeri interi e sul massimo comun divisore di due tali nu-
meri; I'intimo legame fra tale generalizzazione e la teoria che ci oceupa
riuscird manifesto a chiunque ricordi che il dimostrare Vesistenza delle
radici di un’equazione algebrica equivale a dimostrare l’esistenza di
fattori nel suo primo membro.

Dopo questa, Gauss istituisce una seconda ricerca preliminare, con-
cernente le funzioni simmetriche di pitt quantity indeterminate a, b, c...
Egli dimostra anzitutto che, posto

(x—a)(ex—b)(@—c)u. = xm —m Nggm—1 4 }ggm—2

“ee

ogni fanzione delle X', 1", ... sard funzione simmetrica delle a, b, ¢, ...
La proposizione reciproca & pure vera e viene enunciata da Gauss nel
modo seguente: data una funzione intera simmetrica p delle indeter-
minate a, &, ¢, ... sl pud trovare una e una sola funzione di altrettante
indeterminate 7', 7", ... tale che con le sostituzioni /=2 {" = Ay ...
si riduca a p.

Fra le funzioni simmetriche delle a, b, ¢, ... & considerevole il
prodotto 7 delle loro m(m — 1) differenze. Esso pud esprimersi in fun-
zione delle A" A7...; se nell’espressione risultante si fanno le sostituzioni

N=1, X"=1", ... nascerd una funzione p che Gauss denomina deter-
minante della funzione

Yy=om—lgn—1 4 "gn—2 4

Nello stabilire la nozione di determinante & opportuno rmuardare

i coefficienti di y come quantita indeterminate; il determinante P di
una funzione determinata

Y=an—-Lpn—1 4 Lgn—24
¢ un numero determinato il quale si ottiene facendo in y le sostitu-
zioni =1L/, I"=L"..... Limportanza del determinante p di una
funzione y deriva dal fatto che il suo annullarsi & la condizione ne-
cessaria e sufficiente affinche y e la sua derivata y' abbiano un fattore
comune: il dimostrare questa proposizione senza presupporre 1'esistenza
delle radiei dell’equazione y==0, offre difficolth enormi su cui Gauss
riusel vittorioso, non senza avere sostenuto una lotta accanita: un primo
risultato di questa vittoria & la certezza che una funzione a determi-
nante nullo & decomponibile in fattori d’ordine inferiore. Per dimo-
strare ‘che Il’ipotesi dell’annullarsi del determinante di una funzione
non & indispensabile per giungere a questa conclusione, Gauss introduce
una nuova funzione ausiliare, simmetrica nelle g, b, c, ... e dipendente
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jnoltre da duc nuove indeterminate u, = ; ¢ dessa il prodotto J delle
m(m —
2
esprimere in funzione algebrica razionale intera delle A" A".., porremo
$ = flu, &, &, 2"...)
e chiameremo z o Z quello che essa divicne in virtl delle sostituzioni
Ne=0, =10, ... 0 =L, )" = L".., inoltre per brevitd faremo

f(u, @, L, L7, ) = F(u, ).

D) quantitd analoghe alla u — (@ - b)x + ab: siccome ¢ si pud

Cid premesso, siccome il determinante P di Z, funzione di %, & una
funzione non identicamente nulla dell’indeterminata @, cosi il numero
dei valori di « che rendono P = O non sard infinito e si potrd asse-
gnare ad  un valore X (che anzi possiamo ritenere 1‘eale) tale che il

. ", X)
determinante di F(u, X) non sia nullo; allora F(u, X) e ——EL—— non
avranno fattori comuni. Supponiamo poi che per =T, F(u, X) si

.. . dF(u, X)
annulli; F(u, X) avrd quindi il fattore © — U e la derivata ~du

prendera per =T, un certo valore U’ z 0. U non & altro che il

. dZ
valore di g—z per « = X e u = U; chiamiamo X' il valore di an per
w
gli stessi valori di « e «. Si pud allora dimostrare che Z & divisibile

Per % -, & (’L —l———ﬁ—); ‘ne viene che, posto u=a®, F(a?, ) &

'

divisibile per a?® + }é r— (U —0—%} epperd & nulla pei valori di « che

sono radici di questo quadrinomio; ora questi sono reali o complessi;

d’altronde F(x% x)==Ym—1: dunque esiste un valore reale o com-
plesso di @ soddisfacente Yequazione Y = 0.

A questa conclusione si pervenne facendo ipotesi che esista un valore

U di » capace di annullarc I'(w, X}; ora F(u, X)=0¢, comela Y =0,

m(m — 1)

un’equazione a coefficienti reali ed ba per grado ———

m(m — 1)
2

; inoltre

gse m ¢ della forma 2°k, & dipari, sard della forma 2v—1k:

da cid emerge che in sostanza si accettd come vero il teorema per una
equazione il cui grado abbia la forma 2¢—iZk e se ne concluse la ve-
ritd per una il cui grado abbia la forma 2% (& ¢ A’ disparii; ma esso
& noto per un’equazione a coefficienti reali di grado dispari, onde &
vero per ogni equazione a coefficienti reali.

:
§
3
3
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Quale grado di originalitd possieda quest’argomentazione, si desume
da quanto gid dicemmo intorno alla sua origine e a’ suoi precedenti;
e qual valore abbia risulta dal fatto che, mentre da un lato niuno
seppe scoprire qualche punto degno di critica, numerose sono le inve-
stigazioni di cui ivi trovasi il seme o la radice. Ma la dote di esscre
logicamente perfetta non equivale a quella di essere intelligibile a
tutti: e poiché questa qualitdh non apparticne certo alla memoria di
Gauss ora discorsa (*), molti tentativi vennero fatti per abbellirnela ;
e se il numero e il valore dei commentatori di uno secritto possono
servire di misura dell’importanza di esso, in grandissima estimazione
deve tenersl uno a cui fanno corteggio le importanti scritture di cui
ora parleremo. ’

20. La prima in ordine di tempo & dovuta a Staudt (n. XXVIII).
Quale trasformazione Staudt abbia fatta subire alla dimostrazione di
Gauss si scorge esaminando gli enunciati dei teoremi ehe — col metodo
sintctico sempre preferito dall’ Euclide del nostro secolo — egli successi-
vamente dimostra, dopo avere riprodotte e completate le osscrvazioui
fatte da Gauss sulle funzioni simmetriche di pit quantitd. L ultimo di
questi enunciati suona cosi:

« Per ogni funzione intera di «, (', di grado = > 1 si puo trovare

nn—1
una funzione intera di «, f{«), di grado _(72—2-——) tale che per qualunque

valore di » che annulla f(u), le funzioni ¢fu +x) e ¢(u —a) abbianc
un fattore comune; il massimo comun divisore & () di queste funziond
¢ della forma F(x?) o «F(«*), I essendo il simbolo di una funzione
intera razionale ».

Ora si osservi che il grado di qualunque funzione intera pud seri-
versi sotto la forma (2p +1)21, ove p e ¢ sono numeri interi non ne-
gativi. Se r rappresenta un determinato numero intero positivo e se
qualunque equazione ove ¢ > si pud risolvere, allora, dal momento
che ogni equazione quadratica ¢ risolubile si potra risolvere anche ogni
cquazione g(x) = 0 ove sia ¢ = r. Infatti se si suppone che il grado n

—1
di ¢(x) sia divisibile per 27 ma non per 27+1, M———-) non sard di-

(") A dimostrarlo pud bastare il fatto che il Peacock dopo averne par-
lato soggiunge (n. XXI, p. 303 nota): « I do not veuture to speak more
decidedly; for through I have read it entirely through several times with
great care, Ido not retain that distinet and clear convietion of the essen-
tial connexion of all its parts which is necessary to compel assent to the
truth of a demonstration ».
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visibile per 27 e quindi ¢ possibile la risoluzione dell’eq'uazionf: fau)=0.
Ne sia h una radice ¢ $(x) il massimo comun div1.sore di ¢(h+x)
e p(h — ). Allora: 1° s¢ 3(x) =aF@®), h & radice di _¢(ac) = 0; 2°se
S(e) =F(x?) e in F(x) ¢ ¢ <», per avere una ra.dlccz di <p(ac‘)=0
basta trovarne prima una ¢ di F(x) =0 e poi una d{ « = ¢ ..3". se
finalmente & 3(x) = ¥F(x?) e in F(x) ¢ non ¢ minore di 7, si sostitnisca

i )
. e . _ § are
all’equazione primitiva ’analoga ma pill semnplice S@) 0, ove & p

g — r; ripetendo parecchie volte di seguito lo stesso procedimento si
arriverd a una radice di g(x)=0.

Facendo r successivamente eguale a 1, 2, 3, ... si conc]udera che
ogni equazione della forma X —+4Y -= 0 si }?uo risolve.bre, ove $i possa
risolvere ogni equazione di egual forma e di grad'o‘ dispari; ora que-
st’ultima possibilita si dimostra (supponendola \jemhcata al 1110d(3 solito
per equazioni a coefficienti reali) con un ragionamento semplice col
quale Staudt ¢ riuscito ad estendere la portata della se.con(‘la argomen-
tazione Gaussiana alle equazioni algcbriche con coef‘t’}aenu corr.lplcssu
& questo un risultato importante, che val la pena di essere rilevato.

91. Azione ancora pitt semplificatrice sulla seconda dimostrazione
di Gauss ebbero gli studi del Gordan (n. XLI) (*). 11 quale propose
che si cominciasse dal definive il »ésultante di due funziont algebr.zche
razionalé intere di una stessa variabile o mediante la sua espr‘essm'nc
in determinante, che si ottiene d’ordinario applicando il metodo dia-
litico di Sylvester, mostrando la eouvenienza di tale propo}sta col f'ar_'
vedere eome da questa definizione si potesse dedurre essere 1 annul_larsx
del risultante condizione necessaria e sufficiente per esistenza di un
fattore (funzione di @) eomune alle due funzioui date, S

Allora se Vequazione data f{w) =0 & di grado m, a coefticienti
reali, il primo dei quali sia 1, si ponga

flx +u) = fla) +uP(x, ),

¢ si caleoli il risultante R delle due fanzioni di & fle) ¢ ?(w, u): R sarz‘}
in u del grado m{m —1), 1 essendo il coefticiente di wmm—1) R sl
potra cousiderare come risultante di flr+u) e Plx, ), ossia di f(ac?
¢ di P(x—u,u)=D, —u). Quindi R conterra solo potenze pari

m{m — 1) o ..
di » e sard in »? di grado —l—?——— Se quindi si eguaglia R a zero

(*) Cfr. anche Kerschensteiner Dr. Paul Gordan’s Vorlesungen tber
Invariantentheorie {1 Bd. 1885, p. 166-174).
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m{m — 1 '
si ottiene un’equazione di grade —(~2——) Supposto m = 2k, k dis-

m — 1

pari, sard mm — 1) =2—1(2% — 1), cio¢ il grado dell’equazione
R =0 contiene il fattore’ 2 una volta di meno del grado dell’equa-
zione* fl) = 0: da cid con ragionamenti analoghi a quelli che hanno
servito a Gauss e a Staudt si deducé la veritd del teorema per qual-
sivoglia equazione a coefficienti reali.

22. Confrontando accuratamente la dimostrazione di Gauss con
quella di Gordan si vede che I'idea di Gauss che Gordan ha special-
mente utilizzata & quella dell’introduzione di una certa funzione ausi-
liaria F(u, ) di due indeterminate avente la proprietd che quando
Yequazione F(x, u) =0 si pud risolvere rispetto a 2 la proposta lo si
pud rispetto a 2} e si scorge che la causa della semplificazione consiste
nell’svere sagrificato un po’ della gencralita dell’argomentazione di
Gauss per ottenere una grande (forse insuperabile) semplificazione *).
Ma una semplificazione di altra natura pud arrecarsi al ragionamento
di Gauss, col servirsi eiod di un’equazione risolvente che riesca di grado
dispari qualunque sia il grado m dell’equazione proposta, che allora
dalla risolubilita della risolvente scaturisce tosto quella dell’equazione
proposta.

Or bene il Konig ha insegnato (n. XLVI) a trovare, qualunque sia
il numero r <, una risolvente di grado (7:}); ne viene che, se

m = 2¢k, k dispari, e si prende r==2v la risolvente & (comec si vede
agevolmente) di grado dispari, e il teorema fondamentale si conclude
tosto; che se invece fosse m = 2v, si prenderebbe r==2"—1 e si con-
cluderebbe la decomponibility del primo membro dell’equazione data
in due fattori di grado 2*—¢, applicando a questi lo stesso ragiona-
mento e cosi continuando si arriverebbe ai fattori quadratiei del primo
membro dell’equazione data.

23. Ma il teorema fondamentale nel caso generale si pud dedurre,
supponendolo vero per equazioni di grado dispari, battendo una via

(*) Mentre Gauss si serve di una risolvente avente radici della forma
pab—~+qla-+b)—+r, ove a e & sono radici deli’equazione data, e p, q e r
sono costanti qualisivogliano, la risolvente di Gordan ha per radici le dif-
ferenze mutue fra le radiei di detta equazione o iloro quadrati. Staudt ado-

pera invece come risolvente 1’equazione alle semisomme delle rudici della
equazione proposta.
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diversa da quella or ora tracciata e che offre il vantaggio. di non p(rie;
sontare la biforcazione cle s’incontra in un certo punto di quella ;
Konig. Tale via, che venne indicata dal Netto (n. );LVIII), p.jaute . a
un teorema appartenente alla teoria delle sostituzioni. Per delinearnc
Yandamento, poniamo

n= 1 " — 2 ™ ese
A=(x—a,)(@—a) .. @&—an)=a"— Aan =14 A
Y = o0y - Ayly —+ wee == dnln
supposte tanto le a quanto le o tutte distinte permutando fra lorole «

. S, i . < 116 con
in tutti i modi possibili, ¥ acquisterd n! valori che indichere Yo
(=1, 2, ..., nl); essi saranno radici di un’equazione

A(m)EAEWﬂ!—347"”!—1—‘_82%”!—2_ e =0

i cui coefficienti saranno funzioni razionali delle A e delle a. Post? ora
n! = 2¢ (¢ dispari) e 27 = p sl pud (applicando il teorema sopra mfato?
trovare una funzione z delle a e delle « avente ¢ valori determinati
da una equazione
— -2
T(2)=T==20 — 7,20~ '+ 7?7
i cui cocfficienti siano razionali nelle a nelle A e tale che si abbia
Yy =

= C
a= 11 Pz,
y=1

ove B, u) — af — g (W~ ~+ o, (W “E

8i dimostra allora che si pud scrivere

A(w) = O, ) -+ T(w) Q(z, u) .
Q essendo, come I', funzione intera delle a e ‘)\. Applicando ora alcu.ne
osservazioni di Gauss sulle quantithd indeterminate, da questa identitd
ne scaturisce un’alira

D(x) = F(x, u) + G(w) Oz, v)
ove st ponga L=ogn—lar—14Lar—2— ..
D=anr! —dar!— 1+ dxh' —F— ...
G=u’ —eca®lacx® F— ..
Feof — faf ~ et 72—
e g'intenda che I, ... l» siano quantitd arbitrarie, che di c;f fx sian.o
guantitd composte colle 1 come 3% yx @x lo erano colle A e O, w) di-
penda da quelle come Q(x, u) dipende da queste.
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Ora G(u) =0 & di grado dispari; supponendo nota 1’esistenza di una
sua radice %, , I'identitd precedente diverra D(x) = F(z, u,). D’altronde
F = 0 & un’equagione di grado p = 2~ che (sempre pel teorema dianzi

citato) ammette le radici a, x, ... ®, chiamandone &) una qualunque,

I’identitd precedente dara D{a;) = O; ma facendo in particolare «, = 1,
a, =0, ..., an =0 risulta D(x) = L(x)*— D' onde & L(x,)==0, epperod

Pequazione L(x) =0 — che & un’equazione di grado n qualunque —
ha radiei e. d. d.

24. Oltre alle indicate dimostrazioni del teorema fondamentale che
Staudt, Gordan, Konig e Netto seppero far sgorgare dai principi posti
da Gauss, un’altra dobbiamo citarne, altrettanto se non maggiormente
importante e che ripete origine non dissimile: & quella che il Kro-
necker comincid ad esporre nel semestre d’inverno 1870-1871 all’Uni-
versita di Berlino. Per farla conoscere chiaramente qui sarebbe indi-
spensabile che noi esponessimo la maggior parte delle definizioni e i
pilt essenziali principi della nuova teoria aritinetica che per le quantitd,
algebriche ha costruita quel grande scienziato: e eid ne obblighercbbe
ad entrare in particolari minuti, inconciliabili con la natura e le pro-
porzioni di questo modesto scritto. Onde ci ¢ forza rimandare il lctiore
per precise informazioni intorno alla dimostrazione di Kronecker alla
memoria (n. XLIX) che egli pubblicd per festeggiare il giubileo dot-
torale di Kummer. Questa nostra brevita ¢ tanto pil giustificata perehd
gli studi del Kronecker menano a una seconda dimostrazione tuttora
(e speriamo ancora per poco) inedita, la conoscenza della quale & in-
dispensabile per avere un’idea completa dell’aspetto sotto cui Vesistenza
di radici nelle equazioni algebriche appare dal punto di vista in cui
si & collocato il citato geometra.

VII. Terza dimostrazione di Gauss.

23. Ad un pensiero diverso e totalmente originale deve la vita la
terza delle dimostrazioni scoperte da Gauss pel teorema fondamentale
(n. XIII), la quale offre una delle applicazioni di maggior rilievo del
Calcolo integrale all’Algebra. Essa ha il proprio fondamento nel ben
noto teorema che insegna potersi in un integrale doppio invertire 1’or-
dine delle integrazioni quando la funzione da integrarsi si conservi

_continua e finita nel campo d’integrazione.

Supposto essere Z =z @, 2% =1+ .., 4 an il primo membro del-

¢ si supponga risultare X
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officienti reali, si faccia 2= f¢(cos @+ isen a)

K i co
equazione proposta, a , ;
oo — t 4+ u; si ponga inolire

t , ot du
t-:a___u:‘pg_, u:——.—:—_pﬁ——
dw co o0 b

aw ot , ot o
t—ay=Ff5 Y

Allora, attribuendo a p un valore R maggiore della massina fra le quantita
2

i—1
‘/'m]ai\l’§ (i=1,2 .., m)

o risulterd positiva. E se si con-

qualunque sia @ 1a funziove &' —+u
sidera la quantitd

r=R ¢=27 o . N
(12 = u?) (f - wn’) + (tu' = tu)? — (f v b
_———————————’_——_—.—”_-——_‘_——.
Q= o+ )’

r=0 @=0
. . - a o si
e si eseguisce V'integrazione prima rispetto a @ e pol uspet_to 2 ({zine
o i i razioni si eseguiscono in Ov
SSCT = 0; rece le integrazioni si eseg
trova essere L = 0j sc inv : u In ordine
opposto si eonclude essere Q > 0. Per splegarc quest; C(;)'mh:id?;élgue
i r¢ invertito Vordine de
supposre di avere 1ny .
pon v’ha altro mezzo che : ello e
il diritto; f mpo d'integra
i ioni ‘aver 1 diritto; ne viene chc nel ca
integrazioni scnz’avernc 1 ) ne che nel ¢ ‘
o a funzione da integrarsi deve divenire infinita, epperd deve
pia @i valori che rendono nulle £ e %, €p-
Cosi non solo il teorema & dimostrato, ma
. )
pei moduli delle radici dell’equa-

zione I
esistere per p € @ und Ccop
perd anche ¢+ 7% ciot Z.
si & trovato un limite superiore R)
zione X = 0.

926. Con questo ragionamento offre qualche analogia il seguente di

i pit te (n. LI). .
s usd g Tt supponga risultare Z = X +1Y.

i a z—=a-+1y e sl >

X (fnYZs:tl“aEgngunzioni algg)riche razionali inter.e. (,11 x ey ((iic;ta:z

della seguente proprieta: dato un numero reale posnlx\o ﬁ,ogia{xz -~
arbitrio, se ne pud sempre trovare un secoudg R.tale.c 1:32 e Y; o

di valori di « e y, per cul & w2+yEZR , risulii X ‘+ 0> . i

Cid posto si supponga che non esista alcun v'alorc di 2= Xlz)(:r_ o)

. gia ad un tempo X =0 ¢ Y =0. Allora la funzione *z'u = log ( )

avrd lo seguenti proprieta: 1* Sard monodroma e conun.ua, e an;l?drome

derivate parziali rispetto a & e ¥ che pure saranno scropre mo
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e continue; 2* Soddisfard all’equazione differenziale g?_w ~+ azi =
. 3.1}2 ayz M

Per .conse.guenza il valore della funzione in un punto (z,, y,) sara la
'medxa de1. valori che essa prende sulla periferia di un cerchio avente
il centro in quel punto; sara quindi (*)
27 .
1
w(xy, Yo) = 37 fw(mo —+Reos¢, y,—+ R sen p)dp.
0

Or.a, il p}‘imo membro ha un valore determinato, mentre nel secondo
noi possiamo prendere R cosl grande che, qualungue sia @, w(r,+ R
cos ¢, Yo+ Rsen o) ciod log (X*—+ Y? risulti maggiore di qualunque
nyl'lmero_ dato, Dunque Peguaglianza precedente & impossibile, assurda &
Vipotesi dell’inesistenza di valori di 2 e y che annullino ad un tempo
x e y, e il teorema provato.

VIIL Dimostrazione di Mourey.

27. Fra i molti sistemi fra loro piit 0 meno differenti, che in varie
epoche e in paesi diversi, vennero proposti per toglicre, mediante op-
po%'tune rappresentazioni geometriche, le oscurity offerte dulla teoria
dei numeri complessi, uno dei pilt notevoli & senza alcun dubbio quello
c}le venne fatto conoscere nel 1828 da C. V. Mourey eoll’opuscolo in-
titolato: La vraie théorie des quantités négatives et des quantités pré-
tendues imaginaires dédié aux amis de Uécidence. Benche ogei la
nat.ura dei numeri complessi sia cosi bene conosciuta che un’int?z;pre-
tazione geometrica pud servire, non gid a chiarire dei punti dubbi
n{a solo ad agevolare il concepimento o 'esposizione di nozioni o ra:
gloname.nti algebrici; benche quindi gli amici dell’evidenza possano
formarsi un’idea precisa delle quantitd imaginarie senza invocare il
i(;ccorso ddi ,artiﬁciose illustrazioni geometriche; pure 1’opuscolo del

ourey dev’essere consultato da chiunque vogli
diretta di un modo originale tanto di gnunc;):rléaqﬁ:ﬁgeg 1'?;);?5::? .
: a
questione dell’esistenza di radici nelle equazioni algebriche (?). E che
q}msto modo sia degno di encomio viene dimostrato dal fatto che Liou-
ville, 'il quale si schierd piuttosto fra gli oppositori che fra i fautori
delle idee del Mourey, pure credette opportuno di contribuire a che -

. go)) Riemann, Inaugural-Dissertation, art. 10 (Gesammelle Werke, 1876,

(® V. p. 76-74 della 2° ed. di esso.
. .
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si salvasse dall’oblio la dimostrazione ehe nel citato scritto si legge
del teorema fondamentale dell’Algebra, esponendola (n. XXV) sotto
forma accessibile a tuiti e accettabile anche da coloro che erano rilut-
tanti a concedere a quelle idee un posto stabile nella Scienza. E noi
nel fare ora nota, nelle sue linee generali, l’argomentazione moureyana,
seguiremo 1’esempio del grande geometra francese, e cid con tanto
maggior diritto inquantoche La wvraie théorie & oggi tramontata e pro-
babilmente per non pin risorgere.

In un piano s’imagini segnata una linea chiusa arbitraria I, la
quale venga percorsa da un punto M in un senso determinato, e si
chiamino ®, &, .. @, gli angoli formati con un asse fisso dalle con-
giungenti M con 7 punti A prefissati in modo qualunque, di cui perd
nessuno cada sulla linea I Quando il punto M avrd percorsa una volta
tutra I linea I e sard ritornato alla posizione iniziale, la somma
63| - @y - e~ G AVIA subita una variazione espressa da tante volte
9z quanti sono i punti A che si trovano nell’interno della linea. Quindi,
quando entro 7 si trova almeno un punto A, si potry spostare M in un
senso ¢ di un arco determinato per modo che, al termine del movi-
mento di M, si trovi Vanzidetta somma nmutata di una guantitd qualsia.

Premessi questi lemmi, indichisi con graqr =l —a, =0
un’equazione algebrica a coefficient reali o complessi qualunque; sic-
como Desistenza di radici ¢ mota per m =1, cosi per dimostraria in
generale & suftictente far vedere che, supposte fornite di radici le equa-
zioni di grado inferiore a un certo valore di n, quelle di grado n» ne
posseggono in conseguenza. Ora, ammettere che ogui equazione di
grado < n ha radiel, equi ale ad ammettere la decomponibilitd in
fattori lincari di ogni polinomio intero di grado <=} quindi in par-
ticolare si potrd scrivere:

=1 = s Qa1 = (2 =€) (2 G) e (z—cn_1).

Fatto cid la questione da risolversi & ridotta a studiare se sia pos-
sibile scegliere z in modo che questo prodotto moltiplicato per z risulti
cguale a —a,. A tal fine si ponga (chiamando & uno qualunque dei
nummeri 1, 2, ..., . —1)

= p (cos @ <+ i sen @; 2 — cx = pk (COS Pr —+ 48D Ck)
—ap=R(cos® +isen D) ;
notando che se M rappresenta, nel modo consueto, la variabile com-
plessa z ¢ A; A, ... An—1 rappresentano i numeri complessi ¢; ¢, ...

Cn—1, SATANNO p fy Pp +.» Pn—1 le lunghezze delle rette MO, MA,,
MA,, oy MAn_1 €@ @ P «o- Pa—1 SAranno gli angeli da essc for-
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mati coll’asse polare, si vedra®che la questione anzidetta non differisce
dalla ricerca di una posizione di M tale che si abbia ad un tempo

PPLPreetn—1=R, 04+0,+¢ + ...+ psn—1 =0 (mod. 2z).

Si supponga ora attribuito a @ un valore arbitrario; siccome si pud
sempre scegliere p in modo che la prima di questc condizioni sia sod-
disfatta, cosi su ogni retta r uscente da O esiste un punto D soddisfa-
cente quella condizione; il luogo di tutti i punti D & una curva
chiusa & entro cui giace il punto 0. Su 3 si deve trovare, se esiste, la
cercata posizione di M: ma che esista emerge dal fatto che i lemni
premessi mettono in evidenza la possibilita di scegliere M in modo che
sia soddisfatta anche la seconda delle condizioni precedenti. Dunque
il punto M si pud trovare e 'equazione data risolvere.

Tale & il ragionamento con cui il Mourey conclude Iesistenza di
una radice dell’equazione data, ragionamento in cui si pud trovare
soltanto qualche imperfezione di forma e da cui si pud emendare (4.
Ma non altrettanto convincenti sono le ragioni addotte per concludere
Yesistenza di n radici: giacche la possibilita di traceiare » — 1 curve
8, 3, ... 3.1 analoghe alla & attorno risp. ai punti A, A, ... A,
e D'esistenza su ognuna di un punto-radice della equazione data, sono
conciliabili coll’ipotesi di un unico punto-radice comune a tutte le curve
39,8,..3,1, epperd non possono condurre allo scopo a cui nirava

"il Mourey, scopo d’altronde irragiungibile dal momento che vi sono
equazioni di grado » con un numero di radici inferiore a .

28. Come io ho gia rilevato altrove (%), i concetd dirigenti la di-
mostrazione del Mourey sono i medesimi che E. Iolst ha scelti come
base di una sua pilt recente (n. LXII). La quale del resto possiede
quelle doti di generalita, rigore ¢ precisione di-linguaggio che oggi si
esigono e che manecano a quella del geometra francese; di pitt ivi si
apprendono alcune interessanti proposizioni atte a chiarire la distribu-

(") Secondo il Transon (Application de UAlgébre directive & la Géo-
mélrie, Nouvelles Annales de Mathématiques, 2 série, T. VII, 1868, p. 193)
queste imperfezioni si riscontrano anche nella dimostrazione del teorema
fondamentale che il Faure espose nell’Essai sur la thdorie et ’interpré-
tation des quantités imaginaires (Paris 1845), che non ci fu possibile esa-
minare. .

(®) G. Loria, Sur une démonstration du théoréme fondamental de la
théorie des équations algébriques (Acta mathematiea, t. 1X, 1826, p. 71-72).
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zione dei punti-radici salle curve 3, nonché un’estensione di cui & su~
. - . N
scettibile il ragionamento in questione (*).

IX. Il terzo paralogisma di A. Burg e le dimostraziont del teorema
fondamentale basate su trasformazioni dell’equazione proposta.

29, Nellequazione data X =+ ax? —14bor—*+ ...+t = 0

n
si supponga 7 pari e t positivo. Si faceia ivi prima @ == yl’ — 1 e poi
y = u -+ fo. Essa prenderd allora la forma
Y=A -+ B=(@ur+—au— 1+ .. +su-+t)
+ A=+ o - su b)),

ove a, ..t @,..t, sono fanzioni reali di u, v e dei cocfficienti « t:
Si pud sempre scegliere per ¢ un valore ¢, che renda a, >0, e poi si
potra seegliere per w un valore %, che 1‘61'1‘dz1 ad un tem.po A.> TO e
B>0: il Burg (n. XIX) (*) couclude da cid cpe « il pro}monflo Y -=
A + 4B pud esserc reso positivo ». D’altronde siccome Y ¢ 4 risultato,

K

cambiato di segno, della sostituzione in X di (u—&—iv)] = 1 a x, cosl
per u = v =0, cio per =0, y =0, &Y =—1t, « ciod ne.:gamvo. ».

Da queste due circostanze 6 dall’essere Y funzione continua (h"u
e v, il Burg crede di potere concludere che « 'fra y=0 ery = Uy =+ 1V,
deve esistere almeno un valore di y che annulli Y epperd X >3 ma'ognun
vede che questa conclusione & illecita, ? che quesTo terzo tentativo del
Burg (cfr. n. 16 e nota relativa) per dlmf)strare il tf:orema .fondamen-
tale non ebbe miglior risultato degli altri due, e noi non ci sarfmmo
arrvestati a farlo conoscere se ess0 non avesse avuto Vonore dell’inser-
zione nell’opera del Matthiessen.

30. II pensiero del Burg di cercare in una trasibrma}zi(.me dellla.
equazione il mezzo per provare il teorema fondamentale si ritrova in
imostrazioni di cul ora faremo cenno.
altr;)i(:ézgsgnzitutto del tentativo fatto da Macnie (n. .XLIV) per dirfxo-
strare i1 teorema fondamentale per un’equa'fione dx’ gr.ado 7 p.ax_'x a
coefficienti reali, il primo dei quali sirf\, l’u{uta .e I'ultimo positivo,
supponendolo gia verificato in tutti gli altri casi c}‘le pud presentare

i i i porre L i sotto la forma
1y In tale estensione, invece di porre la data equazione sot L f :
ww((oc))-——:cost., la si serive xpgix) = Y(x) ove ¢ e ¥ sono polinomi interi
dei gradi rispettivi n—p e'p—- 1.
- () V. Matthiessen, op. cit. p. 11.

Rivista di Matematica,

:
.
:z
g
:1
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2 : . . . -
nun’equazione a coefficienti reali. Esso riposa sulla sostituzione x=y+6z,
ove ¥ e z.s0m0 quantitd reali e 6 & una radice n®* di — 1, nell’equa-

~ zione data f(a) = 0. Posto

br — ay —+ l/__l br

P Ay — 1 " a ,
P 1z =l — 117wz — 1)
~ ba—1 b
Q= (n_l)!fn—l(y)z”—2+ -1—-1——1!—]"1(3/),
sl avra fly—+6z)=P+] —1Qz.

Si dia ora ad y un valore tale che risulii
(3 © fy)>0;

p . . . .

allora — P {(funzione di z di grado pari coll'ultimo termine negativo)
avra cerl.tam.ente una radice reale e positiva, e questa radice varierd
con continuitd quando il valore di y muterd, in guisa perd da soddifare

sempre la condizione precedente. Similmente, se ad y si attribuisce
un valore tale che risulti

® b f(y) <0

si av.r:) in corrispondenza un valore di #z che rende Q = 0. Ora il
Macnic osserva che, prendendo per y il valore ¢, che annulla f,(y)
questo valore di 2 ¢ 0, ed & w se si prende per y un valore ¢ 1ehe
?,nnulla' la funzione di grado dispari f.—1(y) ¢ conclude che perztutci
i valori di y compresi fra ¢, e ¢, il valore di z che annulla Q varia fra
0] e.oo : ma prima di giungere a questa conclusione non & forse indispen-
sabile a'cc.ertarsi che tutti i valori di y compresi-fra ¢, e ¢, soddisfano
la condl'zmnc (4)? Supponiamo per un istante fatta queista xferiﬁcazione
e 0ﬁssgrv1amo col Macnie che quando y varia fra ¢, e ¢,, la radice
posmva} z dell’equazione — P == 0 varia con continuita frfa’ due limitt
determinati ! e L, mentre, come si & gid detto, la radice positiva z
dell’equazione varia pure con continuitdy fra 0 e o ; dovra dunque esi-
sFere. fra ¢, e ¢, un valore y, e y tale che in corrispondenza le equa-
zioni — P =0, Q = 0 siano soddisfatte da uno stesso valore 2, di z;
ac=. Yo—+6z, & una radice dell’equazione data. Ma anche qui0 si pu(;
ol‘oblettare nulla garantire che per y compreso fra ¢, e ¢, la condi-
zione (3) sia sempre soddisfatta. Percid possiamo ass‘erire 2che fino a
f‘,he non sia dimostrato essere le condizioni (3) e (4) veriﬁcate’da tutti
i valf)n di y compresi nell’intervallo (c, ... ¢;) il ragionamento del
Macnie non persuade della veritd del teorema fondamentale.
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21. Una fisonomia affatto diversa dalle precedenti ha ’applicazione

Adella trasformazione con cui il Malet (n. XLV) dimostrd che un’equa~

zione a coefficienti reali il cui grado contiene 2 a una certa potenza A
2 risolubile, supposto che lo sia una il cui grado contiene il 2 a una
potenza < A: ecco in che consiste.
Nell’cquazione proposta, scritta (con coefficienti binomiali, ciog) sotto

la forma

k—*fn

= (k)akzn—kzo ,
k=0

si ponga z = -+ y; essa assumerd la forma

k=mn
S Vir—k=0
k=0
IT=k
essendo Vh:(?) = (llc)myk—l;
L=

e posto m=2m, a®=1F§ lequazione proposta sara soddisfatta ove lo
siano ad un tempo le due '

k=1 . k=m o
(3) S Vgln—k=20 S Vag—1Em—k==0.

k=0 k=0
Ora affinche eid accada deve y scegliersi in modo che risulti nullo
il risultante dei primi membri di queste due equazioni; tale risultante,

calcolato coll’ordinario metodo diulitico, si rivela per una funzione di
grado m(2m—1) in y; percid se n:?ln', sarh, m=2""1n e
m(2m — 1) = 2)“—’71'(27“71’— 1) conterra il fattore 2 un numero di
volte inferiore a A3 ne viene che eguagliando a zero il risultante si
otticne un’equazione in y, per ipotesi, dotata di radiei. Preso y eguale
a una di csse, i primi membri delle (5) acquistano un fattore comune
funzione di a:; donde emerge la veritd del teorema per ogni equazione
a cocflicienti reali. Per dimostrarlo anche per un’equazione a coeffi-
cienti complessi flz) =P + Qi =0, ove P e Q sono funzioni reali di 2
si consideri Vequazione P?--Q%=0; essa avra 2n radici, che si di-
stribuiranno equaniente fra le due equazioni P+iQ=0¢e P—iQ=0
perche nessuna di queste pud avernc piit di .

99, I metodo di dimostrazione testé schizzato era stato proposto,
prima del Malet, da un illustre suo conterraneo, il Clifford, il quale
ne fece, il 21 febbraio 1870, argomento di una lettura alla Societd Fi-
losofica di Cambridge: si desume da cid dal.sunto che ne venne pub-
blicato sei anni pitt tardi megli Afti di questo sodalizio scientifico
(n. XXXVIII).
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Ma se I’essenza di essa incontrd degli ostacoli a propagarsi in Inghil-
terra, niuna meraviglia se non potd attraversare la Manica, e che in
Franecia sia stata ritenuta atta a informare una nuove dimostrazione
del teorema fondamentale, la quale venne presentata all’Accademia di
Parigi dal Walecki il 12 marzo 1882 (n. LII) e poi ripubblicata I'anno
successivo, semplificata dietro i consigli del Laguerre (n. LV,

33. Una spiccata rassomiglianza coll’ultimo dei ragionamenti indi-
cati, ha il procedimento usato da C. Brisse (n. LX) per dedurre 1’esi-
stenza di radici in equazioni di grado m =27\l\-, k dispari, dalla cono-
scenza delle radici di equazioni il cui grado contenga il fattore 2 un
numero di volte inferiore a A. Infatti dall’equazione proposta fix) =0,
cgli deduce l'altra f(yx) =0: se si pud determinare y per modo che
i primi membri di queste equazioni abbiano in fattore comune diverso
da f(«), si concludera la decomponibilita di fia) in fattori. Ova il risul-
tante delle due funzioni (di «} flx) e fya), liberato dal fattore (y — 1)m
ed eguagliato a zero, da un’equazione di grado m(m — 1) in y, la quale,
essendo reciproca, & suscettibile di abbassamento al grado 7M2:—1—)
= 2}‘_170(2}%—— 1). Siceome questa per ipotesi ha radici, cosi da f(x)
si potrd separare un fattore.

Due cose vogliamo notare: la prima & ’che il Brisse presenta il suo
ragionamento sotto una forma tale da condurre al teorema fondamen-
tale anche per equazioni a coefficienti complessi; V’altra che tale ragio-
namento, come quello di Clifford-Malet-Walecki, ha un punto di contatto
con quello indicato da Gordyn (n. 21), ciod ’intervento del risultante
di due funzioni e delle proptietd caratteristiche di esso.

X. Il teorema fondamentale & corollario di un teorema di Cauchy.

34. 11 teorema fondamentale si pud considerare come una delie
conseguenze della seguente proposizione (!) mella quale ha sede uno
dei pill memorabili progressi di ecui a Cauchy & dcbitrice I'’Analisi
matematiea ;

« Bia f(2) =P +14Q una funzione algebrica razionale intera della
variabile complessa z = +iy; P e Q saranno funzioni reali delle due
variabili reali # e y. 8i segni nel solito piano di rappresentazione una
linea chiusa 7, 1a quale non contenga perd alcun punto-radice dell’e-

(") 8i vegga la memoria litografata a Torino il 27 settembre 1831 e pre-
sentata a quell’Accademia il 17 novembre dell’istesso anno, oppure n. XXIll.
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quazione f{z) =03 e si supponga che un punto la percorra: §e.mpre f“
un senso determinato fino a ritornare nella sua posizione iniziale; in

P
ogni posizione del punto mobile il rapporto q avra un valore deter-
minato, il quale sard 0 0 co nei punti ove & P=0 o Q=0. Cid posto,
P .
gia & il numero delle volte che il rapporto 6 passa annullandosi dal

campo positivo al negativo e k' il numero delle volte ?n cui accade il
passaggio inverso; sard kzk e la differenza k — k& §am eguale al
doppio del numero delle radici dell’equazione f(2) = O situate entro la
linea 7 ». o

Cauchy stesso ha rilevata la dipendenza fra quel‘le due p1‘0p051z1on1:
Tuttavia, siccome i ragionamenti da lui fatti nelle ricerche c?nc?rnenPI
questo soggetto appartengono alla teoria generale delle'funzmr.n, cosi,
fineli¢ essi non vennero sostituiti con altri pil elementari, non'51 poteva
pensare a introdurre mnelle ordinarie esposizioni delle pI’OpI‘lOt.a delle
equazioni algebriche questo modo di considerare la cosaj cra -mvecez
dopo che Sturni e Liouville (n. XXII) fecero .vedere, con mezzi la cui
semplicitd ed cleganza non lascia nulla a desiderare, che — come del
resto potevasi prevedere — nom & indispensabile per(‘zorrerO la vl.a se-
guita da Cauchy per giungere alla proposizione da 11}1 scpperta,. si qu
benissimo porre questa proposizione a fondamento di una tef)na flelle'
equazionit tanto pii che essa non solo apre Padito al}a Verlt&,.dl cui
i stiamo oceupando, nia mena eziandio a un metodo di separa.zmne (e
quindi di approssimazione) delle radici complesse di un’equazione al-
gebrica qualunque.

XI. Dimostrazioni affini alla deduzione precedente.

25. Faremo qui menzione di altre due dimostrazioni del teorema
H )
fondamentale, le quali, come la precedente, riposano sull’esame delle

1Y . o oas ’
variazioni del rapporto —Q, e che, a chi guardi pil alla sostanza che

alla forma, si manifestano fra loro identiche; una fu indicata' dall’p'll-_
herr (n. XXIX) — al quale erano probabilmente ignote le mvestl{_;a.-
zioni di Cauchy — e laltra dal De Morgan (n. XXXIII) — che ivi
trovd lo stimolo ai propri studi.

I. L'Ullherr pone .
g—x iy =r(cosp-+isenp), flz)=P-+iQ=R(cos?® —+¢sen @)

r
(onde ® = arc cotg -Q—) ’
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ed osserva anzitutto come ad ogni coppia di valori r e g corrisponda
per R un valore determinato e per ¢ un valore determinato a meno
di multipli di 27, tranne se R=0, ch¢ allora ® & assolutamente in-
determinato. Escluso questo caso, R e @ variano con continuita assieme
2 7€ ¢, e per uno stesso valore di ~ e per due valori di @ differenti di un
multiplo di 27 hanno i medesimi valori. Ne viene che quando ¢ per-
corre un intervallo di ampiezza 2= ed » & scelto in modo che R non si
annulli mai, i valori di @ corrispondenti al prineipio e al termine del-
Yintervallo, avranno per differenza O o un multiplo di 2=: tale diffe-
renza deve conservarsi la stessa per tutti i valori di » pei quali R non
¢ mai nulla. Emerge da cid che se negli estremi di un certo intervallo
descritto da r, Vanzidetta differenza ha valori fra loro differenti, esi-
sterd in esso intervallo almeno un valore di capace di annullare R.
Ora, tenendo presenti le espressioni di R e ® mediante » e @ si vede
che per r =« quella differenza & n.27 (n = grado di £(z)}, mentre &
nulla per »=0; quindi fra 0 e w esiste almeno un valore di r che
renda R==0: donde scaturisce la veritd del teorema dal momento che
e R=|1)|.

II. 11 De Morgan prende invece le mosse da alcune fra quelle con-
siderazioni generali ed astratte sopra i simboli definiti da certe pro-
prieta e le operazioni eseguibili su di essi, che sono tanto care ai geo-
metri inglesi. & precisamente, egli considera una successione arbitraria
di segni + — 0 (t quali non abbiano di necessita i consueti signi-
ficati) avente la proprieta che due segni + e -— siano sempre scparati
da uno 0 o da un o e che sia lecito di trasformarla in altra analoga
in cui sia rispettata questa condizione. Si pud allora dimostrare che
se la terna di segni + 0 — i presenta in una successione variabile
& volte e I volte la terna — 0 -+, ¢ impossibile che la differenza &k — 1
cambi valore a meno che, nel passare con continuita dall’'una succes-
sione all’altra, non si verifichi una coincidenza di un punto O con un
punto ‘o, ’

Una successione della natura dianzi definita si presenta se si traccia
nel solito piano di rappresentazione dei numeri complessi una linea
chinsa arbitraria e in ogni suo punto (z, y) si registra il segno —+

P
0 —, oppure il divenire 0 0 w del rapporto Q; la linea, nonché ogni

sua porzione, presentery allora una « catena di segni » come sarebbe
+ 0 — 0+ o ~+.. Se la linea 0 una sua porzione viene mutata
verra anche a mutarsi la catena di segni e si potra regolare la legge
di variazione in modo che in ogni istante non venga alterato pit di
uno dei segni 0 0 » . Siccome P e Q non possono divenire infinite che
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r
: . . _ _
pei valori infiniti di « e y, cosl ¢ q =10 g0lo quando P =0 ed & G w

solo quando Q=0, e % ha la forma —g— quando e solo quando si
verifichi ana coincidenza di 0 e o . Ne viene che 8¢ noi tr(_)visinno dufb
linee chiuse sulle quali la differenza & —1 assuma ’valom.dlﬂ"erenm,
potremo asserire che nel trasformare con continuitd Funa di esse .nel-
Yaltra avremo incontrata una posizione della linea sulla quule avviene
un.incontro di uno O con un o : vi sard percid un puntf) .del plau(?
ove & ad un tempo P =0, Q=0 epperd f(z)=0. O'ra Vesistenza d{
due lince soddisfacenti alle condizioni anzidette e .szcxlm.ent_e prqva}ta_.
come tali possono scegliersi una linea di cui tutti 1 Puntl. s1-ar§o infini-
tawente vicini all’origine e una di cui tatti i punti siano 1{1hn1tq11lente
lontani. Dunque & dimostrata Vesistenza di radici dell’equazione f(2)=0.

36. Giova qui osservarc che il confronto ’dei. v‘alori azssu'nti da 'P
¢ Q quando r & piceolissimo e quando # & grandissimno, s': ritrova in
una dimostrazione che 1’Airy ha proposta (n. XXXIV) e designata ‘come
erigentesi sullo stesso principio di quell.a del De Morgan. Essa.pero n_on
dipende, come questa, dalla considerazione della « .catena dei segni »
e dallo studio de’ cambiamenti di essa; invece vi mtervcngono de'lle
illustrazioui geometriche di indole totalmente diversa,_ lf) quali so‘no f(.‘)] Se
piit perspicue e richiamano alla mente quelle su eul innalza la prima
dimostrazione di Gauss.

37. Ci conviene ora di intrattemerci su un’argomentazione assai
notevole che di recente & stata esposta dal Sochocki (n. ‘LV.II) nel
cap. II, § VI della sua opera La 1'z'solu.zione delle equa;zom nume-
riche (*). L’opportunitd di farne cenno qui & ‘palesata' dal fatto che ?ssa,
a somiglianza delle altre di cui abbiamo dlscorso‘m. questo §, si so-
stiene sui risultati a cui mena lo studio della varlnazxonfa subita dal-
Yargomento del primo membro dell’equazione che si con51de.ra, qu%_md'o
il punto che rappresenta la variabile perc:orre una det.erm.lnata lmed_.
Con maggior precisione, essa trova il proprio fondamento nei due lemmi

g :
sealllfm(gluando il modulo di una funzione intera prend'e §ul contorno e
nell’interno di una curva chiusa dei valori non inferiori a un numero

(1) Ne debbo la conoscenza alla cortesia del mio dotto amico S. Dick~
stein, il quale mi assicuro poi che le letterature russa e polucea non offrono
verun’altra dimostrazione originale del teorema di cui ¢i stiamo occupando.
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p'ositivo determinato k, la variazione che subisee PPargomento della fun-
zione quando la variabile descrive quella curva, ¢ nulla.

IL Be flw) = Aan—+ A@a»~14, . 4 A, & una funzione intera di
grf;xdo 7, @ un numero positivo arbitrario ma non inferiore ad alcuno
dei _numeri [A, ..., | Ail ek un numero positivo inferiore ad | A |;
se si ?escrive attorno all’origine delle coordinate wna curva chius:;.
(PQRS ... P) tale che la distanza di ogni swo punto dall’origine sia

. a
oo o o
maggiore o eguale a 1—!—7, la variazione [che indicheremo con var.

(PQRS ... P)] delPargomento di /() quando la variabile = descrive
quella curva, sard eguale a 2n7.

Aminesse queste proposizioni si designi con m wun numero intero
positivo superiore a 1 +%

e sl portino sugli assi coordinati a comin-

. IR

clare dall’origine, da una e dall’altra parte, le lunghezze 1, 2, ..., m e
- 1 . Y - - - ..-,

PET 1 punti cosi ottenuti si conducano le parallele agli assi. Le parallele

estreme limiteranno un quadrato ABCD, il cui contorno constera di

punti la eui distanza dall’origine & superiore a ]+—:7; ne viene (in
virtl del lemma II) che sara:
~ var (ABCDA) = 2ax .

11 quad}'ato ABCD si trova decomposto in 4m? quadrati mediante le
parallele dianzi tracciate; se su una di queste la funzione f{x) si an-

nullasse, il teorema sarchbe dimostrato; quando ¢id non aceada potremo
scrivere ’
var (ABCDA = = var (abeda)

ove la fomma c]?e sta al secondo membro si deve estendere ai contorni

dei 4m* quadrati analoghi ad abed in cui & diviso il quadrato ABCD.

Sard quindj: ) ) ’
= var (abeda) = 9n7.

Emerge da cid che fra quei 4m? quadrati minori deve trovarsene
uno ahfzeno tale che la variazione dell’argomento di flx) sul suo con-
torn.o sia differente da zero. Indicando con abed questo quadrato e con k&
un intero positivo, potremo pereid scrivere ) '

var (abeda) = 2kx,

Siccome i valox:i di | flz) | nell’interno e sul contorno di abed non
posspno eisst_ere tuttl superiori 2 un numero positivo arbitrario (perche
altlxl'l,fnzltl i1 lleﬂmma I porterebbe a concludere var (abcda) = 0) cosi
nellinterno o sul contorno di quel quadrato | fiz) | ass i valori

umera d
abbastanza piecoli. e e velort

— 253 —-

Dividiamo ogni lato del quadrato abed in 10 {ad es.) parti eguali
© congiungiamo con delle rette i punti omologhi situati sui lati op-
postiy quel quadrato sara cosi diviso in 10° quadrati di cui uno qua-
lunque chiameremo abc'd. Escliso il caso dell’annullarsi di f{z) su
un lato di uno di questi quadrati parziali (nel qual ecaso il teorema
sarebbe dimostrato) avremo

var {(abeda) == Z var (a'becda’),
epperd Zvar(abeda’) = 2kn,

ove il segno = deve esterdersi al 107 quadrati in cui ¢ stato diviso il
quadrato abed. Da questa relazione gegue che fra questi quadrati ve
pe sard uno almeno al cui contorno corrisponde una variazione non
nulla; indicandolo con abcd e signiticando con &' un intero positivo,
potremo concludere

var (abeda’) = 2k'n,

Ne viene chie nell'interno o sul contorno di ab'c'd’, | fa) | assu-
merd dei valori abbastanza piccoli. Proseguendo nello stesso modo o
arriveremo a un punto-radice di f{») situato su una deile rette ausi-
liari per la dimostrazione, oppure ci approssimeremo indefinitamente
ad un punto tale che il wvalore di [ flar) | risulti ivi inferiore a qua-
lunque numero arbitrariamente piccolo, in altre parole, ci avvicineremo
indefipitamente ad una radice dellequazione fla: == 0. In un caso e
nell’altro si conclude il teorema fondamentale.

XII. Dimostrazioni di Collins e Phragmén.

38. Siccome dimostrare l’esistenza di radici in un’equazione alge-
brica fla) = 0 (la quale ora supporremo di grado pari e a coefficienti
reali) equivale a dimostrare Vesistenza nel suo primo membro flx) di
un fattore quadratico, cosi la veritd del teorema fondamentale sard
posta fuori di discussione quando sard assodata la possibilita di deter-
minare le costanti arbitrarie b e ¢ in guisa che, posto '

(@) = (#* — b =+ ¢) Q) + (tw +u),

risulti ad un tempo £ = 0 e w==0. Partendo da questo concetto sem-
plice e naturale E. Collins (n. XXIV; ha inventato un ragionamento
sufficiente a risolverc la questione che ci occupa, il quale ¢i sembra
degno di un destino assai diverso della totale dimenticanza in cui &
caduto.




]
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A fine di svolgere I’indicato concetto, si ehiamino « e £ le radici
dell’equazione @® — bx + ¢ — 0. Sara allora:

fle) =ta-t+u, fB)—t3+u

ossia ¢ [0 — R w8 —Bf(a)
a—g ! o —f )

ora i secondi membri di queste eguaglianze essendo funzioni simme-
triche delle radici di «? — b +c¢ 0 si potranno esprimere razional-
mente in funzione dei coefticienti b e ¢, nonché delle costanti p e ¢
definite dalle relazioni

1 1
P=‘§b, q=—zb2——c.

Ottenute le cspressioni di ¢ e w in funzione algebrica razionale e
intera di p e g per concludere il teorema fondamentale basta dimo-
strare l'esistenza di una coppia di valori reali di P e ¢ capaci di ve-
rificare le due equazioni t=0, u=0 o altre due formanti un sisterna
equivalente. Ora cid vien fatto dal Collins tenendo conto dei gradi delle

equazioni ¢ =0, 4 =0 nelle variabili pek= —% e appoggiandosi alla
p

Pproposizione seguente da lui dimostrata come lemma alle sue ricerche:

« Sia f(x, y) una funzione intera di grado qualunque avente la pro-
prieta che ad ogni valore di 2 scelto in un dato intervallo corrisponda
almeno un valore di y che formi assieme ad esso una soluzione della
equazione flx, y)=-0. Siano x=«, y =8 e o — ¥, y=27 due tali
soluzioni; se esse, sostituite nel primo membro di un’altra funzione
intera F(x, y , le fanno prendere valori di segni opposti, fra « e 7y esi-
sterd almeno un valore di « che assieme al corrispondente valore di y,
soddisfi, non solo ’equazione fx, y) =0, ma anche la ¥(x, Y)==0 >».

Per valutare questa dimostrazione si osservi che essa poggia sulla.
ipotesi che siano reali i coefficienti dell’equazione che si studia e che:
ivi vien fatta quella restrizione concernente 1a parity del grado della
equazione, la cui eliminazione era un desideratum di Cauchy (n. XIV,
p. 411): onde il risultato al quale essa conduce non ha la gencralita
massima a cui si possa giungere. Ma questi inconvenienti non ci sem-
brano avere un’eccessiva gravitd, perche pensiamo che il concetto che
informa tutto il ragionamento del Collins, avendo la sua prima radice
nella teoria della divisibilita dei polinomi, pud applicarsi nelle ipotesi
pil. ampie che possano farsi sulla funzione f(z): onde non ci sembra.
sragionevole la speranza che dalla dimostrazione su cui ci siamo ora.
trattenuti se ne possa desumere un’altra la quale si trovi rispetto ad
essa in condizioni analoghe a quelle in cui la quarta dimostrazione di
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Gauss sta colla prima; altri giudichi se ben c¢i apponiamo in questa
congettura.

39. L’idea del Collins di ridurre la ricerca delle radici di un’equa-
zione alla ricerca di un trinomio di secondo grado pel quale sia divi-
sibile il primo membro dell’equazione stessa governa anche la dimo-
strazione tentata dal Jourjon (n. LXIII). Ma qui si arrestano le analogie
fra i due lavori. Giacche il Jourjon per raggiungere il suo intento si
serve poi di un ragionamento il quale offrc una spiccata analogia colla
dimostrazione di Cauchy e nel quale si notano, anzi sotto forma pit
deplorevole, i difetti che avvertimimo in questa. Di pit, collo scopo di
evitare l'uso esplicito delle quantitd immaginarie, i1 Jourjon ha rievo-
cate dalla tomba in cui sono sepolte le clefs algébriques di Cauchy (),
per la qual cosa noi non gli tributeremo gran lode, percheé opiniamo
essere omai tempo che cessi quel terrore che gli immaginarl incute-
vano in passato, terrore affatto ingiustificato oggi che sappiamo come
tali enti, convenientemente definiti e trattati, non soltanto siano inca-
paci di indurre in errore, ma porgano i mezzi piti diretti per risolvere
colla debita generalitd le questioni che 1’Algebra o le sue applicazioni
presentano; invece dunque di studiarsi di nasconderli in quelle circo-
stanze in cui il loro intervento si pud dissimulare forsc ma non im-
pedire, non & forse assai miglior consiglio I'adoperarli sempre colla
stessa libertd dei numeri reali?

40, Ne& questa nostra persuasione venne scossa dallo studio della
bella memoria (n. LXXI) in cui il Phragmén ha dimostrata (battendo
una via assai somigliante a quella aperta dal Collins) come per porre
fuor di dubbio la veritd del teorema fondamentale non facessero me-
stierl n¢ i numeri immaginari, ne le funzioni trigonometriche, giacche
di quelle si pud liberarsi invocando la teoria della divisibilita dei po-
linomi e di queste pud farsi a meno introducendo due serie di funzioni
definite algebricamente per via ricorrente. Per pilt minute notizie su
gli studi del Phragm¢n, rimandiamo il lettore all’importante memoria
originale.

(*) Le parole seguenti non devono venire interpretate come 1’espressione
di poca stima per la memoria di Cauchy Sur les clefs algdbriques (Comptes
rendus, T. XXXVI, 1853, p. 70 e 129), lu quale anzi é da designarsi come
una delle piu geniali produzioni del grande analista francese, ma unica-
wente come prodotte dal convincimento mio che sia poco opportuno ser-
virsi delle idee ivi esposte per bundire gli immuaginari dalla ricerca che ci
ocecupa.

[N e
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X1IL. Ogni funzione algebrica razionale intera di una variabile
¢ capace di asswmere qualunque valore.

41. La proposizione enunciata come titolo di questo § & soltanto
di forma pil generale dél teorema fondamentale. Presentata sotto veste
geometrica essa equivale alla seguente: posto w =— agzt—+azn =14 |
~+an, se si rappresentano nel modo ordinario sopra duc piani le due
variabili complesse z e w e per ogni posizione del punto rappresen-
tante 2 si costruisce il punto rappresentativo w, allora, dopo che il
primo punto avri occupate tutte le posizioni possibili nel proprio piano,

le corrispondenti posizioni del punto w copriranno completanente 1’altro
piano.

42, Enunciato sotto forma algebrica il teorema si pud dimostrare
0 in modo assai semplice ricorrendo ad aleune proposizioni appartenenti
alla teoria generale delle funzioni di variabili complesse (come io, nelle
mie lezioni di Analisi superiore, ho sempre cura di rilevare a mo’ di
illustrazione delle parole di Fontenelle « Tel cst 'effet des méthodes
générales, quand on a une fois s¢as les découvrir. On est & la source,
et on n’a pas plus qu'a se laisser aller au cours paisible des consé-
quences ») oppure pitl artificiosamente ma con mezzi pilt elementari
(come ha notato il Kinkelin, n. XXXIX): di entrambe queste dimo-
strazioni faremo ora un rapido cenno..

I Una funzione uniforme w di una variabile complessa la quale si
conservi monodroma continua e finita in tutto il piano & necessaria-
mente una costante. Se quindi w non si riduce a una costante ed ¢
esente da singolarity essenziali, essa dovrd per qualche valorc di z

diventare infinita, epperd anche (perche

Py ¢ nelle stesse condizioni),

assumere un valore arbitrario c. D’altronde si sa che una funzione
uniforme scevra di singolaritd essenziali & algebrica razionale. Dunque
& sempre possibile soddistare I’equazione '
A’ +azn—l+4 . 4 qa,
== ¢
b2l ~+-byaP~1 4 . 4 by
¢ in particolare alla

. U 2"~ 4-a, =0, q. e d

.

II. 8i chiami, col Kinkelin, {llimitata (unbegrenzt) ogni funzione
della variabile complessa z capace di assumere tutti i valori reali e
complessi. B pressoche evidente che, addizionando a una funzione illi-
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mitata una costante, non si fa perdere ad essa la sua proprietd ca.rat-
teristica. Piu difficile & il mostrare che il prodotto di z per una funzione
illimitata & una nuova funzione illimitata; onde pervenire rigorosamente
a questa conclusione fa d’uopo rendere perfetto un ragionamento del
Kinkelin, il che & possibile. Applicando alternatlva.ment‘.a gm-aste p1:0-
posizioni prendendo comne punto di partenza 2z (fun.zu?ne illimitata dlz
stessa) si conclude successivamente che sono illimitate le funzioni
2+ a,, 2(z +ay), 22—+ ) + ay, 2(2°+ a2+ ay), z(.lz2 + @ E Q)+ Oy
e cosi via, finalmente che lo & il polinomio z—+az?—1—- "'+"’f
qualunque siano le costanti reali o complesse a;, a, ... ax. Res?a cos_L
dimostrata 'esistenza di wna radice in ogni equazione algebrica di
grado n. . = ‘

Per provare poi che essa ne possiede 7, il hlnl.iehn deduce df%“e
cose precedenti che, supposto cid avvenga in un’equazione 'sel}za .termme
noto, lo stesso accadra per un’equazione completa. In virtu di qucst:}.
propogizione preliminare, poich¢ z{z+a;) si annullat per due vulorf
di z, lo stesso accadra per z(z-a,)—+a,; allora 2z(z*+a,z +qaz) si
annulla per tre valori di z, percid altrettanto avverrd pf)r 22t +az
—+ a,) -+ @43 cosl proscguendo si arriverd finalmente a co-ncludere qua.nt(_)
si voleva (). Altri giudichi se quest’argomentazione sia da prefern‘s}
all’altra mediante cui di solito si giunge a questo risultato quando si
conosea una radice deil’equazione proposta f{z) =0 e il teorema « se
f(a) =0, sard f(z) divisibile per 2 —a » (%).

43. Del teorema anzidetto enuneiato sotto forma geometrica cono-
sciamo pure due dimostrazioni.

I. La prima fu esposta dallo Schreibner (n. XXXYI) }1.63110 sue le-
zioni, come segue: Rappresentate su due piani le‘vanaplh comp1e§s§
w e 2, e supposto che z abbia presi tutti i valori reali o complessi,

) Di un concetto simile si é servito 1’Holzmiiller (Ez'nﬁlhru‘ng in di
Theorie der isogonalen Verwandschaften und der conformen Abbildungen,
1882, p. 183 e seg.) nel costruire la superficie di Rxerpznnn relativa alla
funzione Z=1wh—+a,wn—1-4...+an: egli diede cosi (sonc sue parole)
un commento geometrico al teorema fondamentale dell’Algebra. )

(?) Colla dimostrazione de! Kinkelin sembrano avere qn?lche analogia
le due del Mandl (n. L). Da quel poco che se ne conosce rlsulta. cle esse
miravano non solo a mettere in luce (utfe le radici dell’equuzione pro-
posta, ma anche a insegnare un nuovo metodo per caleolurle. Nella_ I-)I‘In?a‘
si fi vedere che se esiste una funzione intera di grado » decomponibile in
n fattori, la stes~a prerogativa avrd quulunque altra fuuzione.dello_stesso
grado; nella seconda invece il teorema viene dimostrato per induzione.

ptmm———_
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? w coprira tutto il proprio piano, oppure esisteranno in questo delle
isole e.ntro le quali %0 non pud penetrare. In questo secondo caso de-
vor}O 1 punti delle loro rive (non solo devono corrispondere a dei va-
lor‘x di z?, ma avere la proprietd che, delle variazioni infinitesime ese-
gune.sul valori corrispondenti di 2, in qualunque direzione vengano
e}seg'_ulte, non possano mai produrre delle variazioni in 10 capaci di :prir
%adlto alPinterno di quelle isole. Ma si dimostra che ad una porzione
Infinitesima di piano che circondi un punto z corrisponde una porzione
pure infinitesima dell’altro piano circondante il corrispondente punto w
Dunque le isole presupposte non esistono ¢ 1 pud prendere ogni valore-
II. La seconda dimostrazione pud presentarsi cosi: ; .
Nell’equazione proposta

W=z~ a1+ az* =24, . 4aqa,=0
si supponga

z=r(CoSP-+iseny), ar= A, (COSa, + 7seN aty)}
sard allora

w = 1 [cos (ng) —+ i sen (np)] + Ao —1[cos (&, n—1¢)

-+ sen (¢, -7 — 19)] ... + An—1[008 (241 + ) ¥ SO0 (g1 ~+ 0)]
=i~ Aa[C0s e —+7 sen |

e o sard funzione continua di 7 e @. Percid, se si chiama M il punto
che rappresenta la variabile complessa w0, la posizione di M variera
con continuitd quando si suppone che in questo modo variino ~ e @.
Se quindi si tiene costante » e a @ si attribuiscono dei valori sempi‘e
crescenti o sempre decrescenti a partire da un valore arbitrario @, ,
quando ¢ avrd raggiunto il valore ¢, 2m=z (m intero) il punto‘ M
sard ritornato alla posizione iniziale dopo averc descritto una curva
che, supposto r abbastanza grande, fa n giri attorno all’origine O e
per ottenere la quale basta supporre m ==-+1. Ad ogni valorc di »
compreso fra O e o corrisponde una curva di tal fatta; tutte derivano
mediante trasformazioni continue da una di esse, supponendo r variare
con legge di continuitd: e se imaginiamo che » decresca da quel valore
di r abbastanza grande di cui si & parlato fino a 0, vedremo che quelle
curve finiranno per ridursi al punto A che rappresenta il numero com-
plesso a,. Ma affinché una curva, facente n circonvoluzioni attorno
ad O e variabile con continuitd, finisca per ridursi al punto A, essa
deve in una sua posizione contenere il punto 0. Dunque la funzione w
¢ capace di prendere il valore 0.

Se il numero di volte in cui una stessa scoperta venne fatta pud
servire di criterio misuratore della spontaneitid con cui essa presentasi
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alla nostra mente, nessuna dimostrazione del teorema fondamentale pud
competere per naturalezza con quella ultimamente delineata. Essa in-
fatti viene indjcata una prima volta (sotto aspetto un po’ diverso da
quello sotto cui nei ora la presentammo) nel 1840 dal Dehana (n. XXVI)
e sei anni dopo & pubblicata come nuova dall’Ullherr (n. XXIX). 1l
concetto su cui essa riposa appare poi come originale nel 1883 allo
Hocks (n. LIV) che tenta costruire su di esso una dimostrazione del
teorema fondamentale, la quale perd, non goltanto manca di novitd, ma
ha mestieri di modificazioni {n. LXVIII) prima di potere esscre detta
conclusiva. E finalmente negli anni 1884, 1885 e 1887 ci si presentano
quattro nuove redazioni della stessa argomentazione (n. LVI, LVIIIL,
LIX ¢ LXVI), redazioni da ritenersi identiche quando si prescinda
da diversita pit o meno rilevanti nej particotari (*).

X1V. Riassunto e confronto.

44. Ed ora che abbiamo compiuta la sommaria disamina delle di-
mostrazioni a noi note del teorema fondamentale, una questione ei sl
presenta e quasi cf si impone: quale di esse merita di venire preferita
nellinsegnamento® Enunciata sotto forma cosi generale, essa mon &
suscettibile di risposta accettabile universalmente, onde fa d’uopo che
1ot dichiariamo anzitutto i criteri c¢he seeglieremo come a guida nel
risolverla.

Non ¢ schiercremo fra gli oppositori delle dimostrazioni non pura-
mente algebriche, perchid, per dirlo con le parole di Leonardo Pisano,
Arithmeticae et Geometriae scientiae sunt connerae et suffragatoriae
sibi ad invicem; e d’altronde a tutte quelle in cui iutervengono con-
siderazioni geometriche possono applicarsi le clevate osservazioni di
Gauss che riportanmo nel n. 9 (). Ne& ascriveremo a gran merito di

(*) Alle sette versioni ora indicate delln dimostrazione di Deahna, una
ottava ne aggiungeremmo — quella contenuta nelia notu dello Zeuthien
(n. LXIX) — ove I'esame troppo fugace che solo ci fu dato di compierne
non ci rendesse titubanti nel pronunciare un giudizio su di essa.

(?) Un nuovo argomento in fuvore delli’adozione esplicita di considera-
zioni geometriche, ci & offerto dul fatto che il Mansion, chic pure & d'av-
viso doversi dimostrare in modo puramente uritmetico il teorema fouda-
mentale (cfr. Annales de la Société scientifique de Brumelles, t. X1V, 1890,
1re partie, p. 40), chiude la sna esposizione della dimostrazione del Lipschitz
colla seguente nota: « Quoique nous ayons &vitd I’emploi de considérations
géometriques dans lu démonstration précédente, nous tenons a déclarer que
co sont des considérations de ce genre qui permettrunt au lecteur de voir
combien la marche suivie est, au foud, simple et naturelle mulgré Pappa-
rente complicution des caleuls ». '
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una dimostrazione lo scansare 1'uso di funzioni trigonometriche, perche
ci sembra che, dal momento che queste fungono da preziosi ausiliari
in tutti i campi della Matematica, il farne a meno in una circostanza
isolata sia di poco rilievo. Da ultimo non riterremo come stretto dovere
di una dimostrazione il mettere in luce tutte le radici di un’equazione;
vista la facilitd con cui, dopo di avere accertata nelle ipotesi pilt ampie
Vesistenza di una radice, si deducono tutte le altre; ’attitudine di una
dimostrazione di condurre a questo risultato, ci sembra piuttosto da
annoverarsi fra i pregli che essa possiede, non come un debito a cui
essa & tenuta a soddisfare.

Esigeremo invece che una dimostrazione sia applicabile ad equazioni
di qualunque grado, a coefficienti reali o complessi, memori dell’aureo
consiglio di Laplace: < Préférez dans 1’enseignement les méthodes gé-
nérales, attachez-vous & les présenter de la manitre la plus simple, et
vous verrcz en méme temps qu’elles sont presque toujours les plus
faciles ».

La nostra ignoranza della lingua polacca ci costringe a sospendere
il favorevole giudizio sulla dimostrazione del Sochocki al quale ci senti-
remmo trascinati per quel poco che di essa conosciamo. Ci & lecito rite-
nerci esonerati dal porre in discussione 1a terza dimostrazione di Gauss
e quelle di Stieltjes e Netto (*), le quali non possono servire che come
esempl del sussidio scambievole che oggi si prestano le varie parti
della Matematica. Altrettanto faremo riguardo a quclle che, per venire
intese appieno, esigono molta famigliarita nel porre un ragionamento
algebrico sotto forma geometriea o nel ravvisare il substrato analitico
di un’argomentazione geometrica. La consuctudine tanto diffusa di
preporre tutta la teoria delle equazioni con un’incognita all’esposizione
della teoria dell’eliminazione, induce ad escludere quei ragionamenti
che riposano sulle proprietd caratteristiche del risultante di due fun-
zioni. Le eminenti doti che adornano la dimostrazione di Staudt sol-
lecitano insistentemente per l'accoglimento di essa, e noi glielo accor-
deremmo ove non rifiettessimo che ’esperienza dimostra quanto una
seolaresca si agghiacei sotto lo stillicidio euclideo di una serie di pro-
posizioni che si riconoscono sufficienti, ma non necessarie, per rag-
giungere un determinato scopo, il cui intimo legame scambievole e col
fine a cui mirano non pud svelarsi senza lunghi sviluppi.

Rimangono dunque a contendersi la palma della vittoria la dimo-.
strazione derivata dalle osservazioni di Legendre, sotto uno degli sva-

{*) Non quella del! Walton (n. XL) ché questi dimostra per il caso che
gL’ interessa tutte le proposizioni di Culcolo infinitesimale che gli occorre
di invocare. ’
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riati aspetti in cui venne presentata (supponendo, ben .mteso, .d{ avere,
ove vccorra, preventivamente dimostrata Yesistenza di un mmlmo.per
una funzione algebrica razionale intera di due variabili), e la deduzione

del teorema fondamentale dal teorema di Cauch.y enunziaft‘o nel n. 34.
Se il primo di questi sistemi ha il vantaggio di ,essere.: pid na'turale e
diretto, Ialtro ha quello di porgere il destro atll esposizione d_L nuovi
veri. Del resto essi ci sembrano presentare dlﬂ?lcoltit :jtpp_rosmmanvia-
mente eguali, onde riteniamo giustizia dichiararli eleggibili ex equo (*)-

Genova, 18 maggio 1891.

ELENCO DEI LAVORI

net quali si leggono le dimostrazioni del teorema fondamentale
analizzate nella memoria precedente.

ANxNO 1746

1. D’ALEMBERT, <« Recherches sur le calcul intégral, 1 partie ».
Histoire de I’Académie des Sciences et Delles Lettres, arnée MDCCXLVI

{Berlin 1748), p. 183 e seg.

1749

II. EULER, <« Recherches sur les racines imaginaires des équa-
tions ». Histoire de I’Académie des Sciences et Belles Lettres, année

speexurx (Berlin 1751), p. 222 e seg.
1759

III. Davier DE FONCENEX, « Refléxions sur les quantités imagi-
naires ». Miscellanea philosophica-mathematica Societatis privatae Tau-

rinensis, t. I, p. 113 e seg.

Q)] E importante notare come parecchi degli sciepziati che si oc'cupar;n;ci
di dimostrare il teorema fondamentale‘della teo.rla delle e?yazgf;{ll t:l cghe
briche, abbiano osservato che i loro raglonament_x sono applica .10 ; ea he
ad equazioni trascendenti; ma nessuno ha determ_mat? con ?recls;mncgé u
proprieta dovesse possedere il primo membf'o (.11 un equazione & fneho 1o
conclusione definitiva si conservassg. Ora pmche vi sono ffm{?on{ ascen
denti le quali non si annullano mai, tranne nei loro pgnté(‘) le;nissendo
essenziale ove possono prendere qualqnque valore (tale & ¢ {;t’ (z) sendo
una funzione trascendente intera) cusl é p.ro‘ble'ma, che aspe a z;%lc%rnti oo
soluzione, quella di « determinare le‘ c.ondlzxom necessarie e;u (;1 -
finché ’equazione f{(2)=0 abbia radici nel campo degli ordinar

complessi ».

16
Rivista di Matematica.
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1772
IV. LacraveE, « Sur la forme des racines imaginaires des équa-
tions ». Nouveaux mémoires de I’Académie de Berlin, p. 222 e seg.

V. anche « Traité de la résolution des équations numériques de tous
les degrés » (I éd. 1798, II 1808, III 1826).

1795

V. LaAPLACE, « Legons de Mathématique données 3 1'Ecole Nor-
male ». Journal de ’Ecole polytéchn., VII et VIII cah. Juin 1812.

1799
VI. Gatss, « Demonstratio nova theorematis omnem functionem
algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales

primi vel secundi gradus resolvi posse ». Helmstadii 1799. (V. anche
Gauss Werke, III Bd. Géttingen 1866, p. 1-30).

1806

VII. AreaxD, « Essai sur une manidre de représenter les quantités

imaginaires dans les econstructions géométriques ». 1% édition 1806,
2¢ édition 1874.

1806

VIII. LreGeNDRE, « Essai sur la théorie des nombres ». 2¢ ¢dition,
Paris 1808.

1811-1812

IX. DuBoURGET, « Démonstration du principe qui sert de fondement
& la théorie des équations ». Annales de Mathématiques, t. II, p. 338.

1813-1814

X. ARcaND, « Essai sur une maniére de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions glométriques 5. Annales de Mathé-
matiques, t. IV, p, 133.

1814-1815

XI. ArGAND, « Réfléxions sur la nouvelle théorie des imaginaires,
suivies d’une application 2 la démonstration d’un théordme d’Analyse ».
Annales de Mathématiques, t. V, p. 197.

1816
XII."Gauss, « Demonstratio nova altera theorematis omnem fun-
ctionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores
reales primi vel secundi gradus resolvi posse ». Commentationes recen-
tiores, V. III, Gottingae 1816, oppure Gauss Werke, IIT Bd. p. 31-56.
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XIIL Gavss, « Theorematis de resolubilitate funct'ionumC algeb;a:;
carum i.ntegrarlim in factores reales demonstratio tertla,v‘;. k;)me?de
tiones recentiores, V. III, Gottingae 1816, oppure Gauss Werke, .

p. 57-64. 1890

XIV. CAUcHY, < Sur les racines imaginaires des ¢quations ». Journal
. , :
de ’Ecole polytéchnique, XVIII eahier, p. 411.

1821

XV. Cavcay, «Cours d’Analyse de 1’Ecole royale polytéchnique »,
. , '

ire partie. 1898

XVI. MouraY, « La vraie théorie des quantité's mégalt’i‘;ref1 eelaltcedfs
quantité's prétendues imaginaires, dedi¢ aux amis de 1'évi .
1re &d. 1828, 2¢ &d. 1861.

1829

XVII. Catchy, « Sur la résolution des &quations m'lménqufs et s:r
la théori'e de D¢limination ». Exercices de Mathématiques. 4¢ annce.

1830
ie Existenz der Wurzeln einer ho-
1I. A. v. Borg, « Ueber die . :
hcrr}f ‘(;Ileichung mit ei;ler Unbekannten ». Journal -filr Mathematik,
V Bd. p. 182 )

XIX. A. v. Brrg, « Jahrb. des k. k. polyt. Inst. » Bd. XVIL

1833
i sheren Mathematik ».
. v. Burg, « Compendium der hd .

XleéI AG VPEACOC’K, « Report on the Recent Progress afnd ]!II’re:fant
State of. ceI.'tain Branches of Analysis ». Rep(.)rt of the Tlné'd bsiedlr;g:
of the British Association for the Adv. of Seience held at Cambriages;
London 1834. (836

XXII. SterM et LIOUVILLF, ¢ Démonstration .d’un ‘chéoréme1 gz
Cauchy .rélatif aux racines imaginaires des équations ». Journa
Mathématique, t. I, p. 278 .

XXIII. CaucHY, « Caleul des Indices des Fonetions ». Journal de
VEcole polytéchnique, XXV cahier, p. 177.
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1838

) XXIV. Corumxs, « Neuer Beweis der Zerlegbarkeit ganzer Fun-
ctionen in reelle Factoren vom ersten oder zweiten Grade ». Journal
fir Mathematik, t. XVIII, p. 119,

1839

X}'{V. LiouviLLE, « Sur le principe fondamental de la théorie des.
équations algébriques ». Journal de Mathématiques, t. IV, p. 501.

1840
XXVI Deanxa, « Neuer Beweis fiir die Auflosbarkeit der alge-

brischen Gleichungen durch reelle oder imaginare Werthe der Unbe-
kannten ». Journal fiir Mathematik, XX Bd. p. 337.

1842

XXVIL SrerN, < Elementarer Beweis eines Fundamentalsatzes aus.
der Theorie der Gleichungen ». Journ. fiir Mathem. » XXIII Bd. p. 870.

1845

?KXVIII. G. K. C. v. STaUupT, « Beweis der Satzes, dass jede alge-
braische ganze Function von einer Verinderlichen in Factoren vom

ersten Grade aufgeldset werden kann ». Journal fiir Mathematik
t. XXIX, p. 97. . . ’

18486
XXIX. ULLHERR, « Zwei Beweises fiir die Existenz des Wurzeln
der hoheren algebraischen Gleichungen ». Journal fir Mathematik
XXXI Bd. p. 231. ’
1849
XXX. Gauvss, « Beitriige zur Theorie der algebraischen Gleichun-

gen ». Gottinger Abhandlung Bd. IV, 1850, oppure Gauss Werke
Bd. III, p. 71-102. g

XXXI. SErrET, « Cours d’Algebre supéricure, 1ére éd. »,

1852
XXXITI. SussuaNy, « Vereinfachung des Beweises von Cauchy, dass

Jede Gleichungen ntea Grades wenigstens eine Wurzel hat. ». Journal
fiir Mathematik, XLIV Bd. p. 57.

1857
- XXXIIL. DE MoreaxN, « A Proof of the Existence of a Root in
every Algebraic Equation: with an Examination and Extension of
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Cauchy’s Theorem on Imaginary Roots, and Remarks on the Proofs
of the Existence of Roots given by Argand and by Mouray ». Tran-
sactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. X, part I, p. 261.

1858
XXXIV. Ary, < Suggestion of a Proof of the Theorem that every

Algebraic Equation has a Root ». Transaction of the Cambridge Phi-
losophical Society, vol. X, part I, p. 283.

1864

XXXYV. FoscoLo, « Sulla necessaria esistenza di una radice reale
o imaginaria in ogni equazione algebrica ». Giornale di Matematiche,
t. II, p. 13.
1867
XXXVI. HaxkeL, « Vorlesungen iiber die complexe Zahlen und
ihre Functionen ». I Theil. Leipzig.

1868

XXXVIIL Traxsox, « Démonstration de deux théordmes d’algebre ».
Nouvelles Annales de Mathématiques, 2¢ série, t. VII, p. 97.

1870

XXXVIIIL Crirrorp, « Proof that Every Rational Equation has a
Root ». Procedings of the Cambridge Philosoplical Society, t. II, 1876,
p. 156, oppure Mathematical Papers, London 1882, p. 20.

XXXIX., KingELIY, « Neuer Beweis des Vorhandenseins complexer
Wurzeln in einer algebraischen Gleichung ». Mathematische Annalen,
I Bd. p. 502.

) 1871

XL. WaLTox, <« A demonstration that Every Equation has a Root ».
Quaterly Journal of Mathematics, t. XI, p. 178, oppure « Démonstration
du theéoréme de Cauchy foute équation a une racine ». (Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 2¢ série, t. X, p. 509).

1876

XLI. GorpAx, « Ueber den Fundamentalsatz der Algebra ». Mate-
matische Annalen, t. X, p. 572

1877
XLIL Lirsonrrz, « Lehrbruch der Analysis ». I Bd. Bonn.
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1878

XLIIL HoiEgL, « Cours de Calcul infinitésimal >, t. I, Paris.

XLIV. MacxIE, « Proof of the Theorem that Every Equation has
a Root ». The Analyst, vol. V, p. 80.

XLV, :MALETz « On a Proof that every Algebraie Equatioﬁ has a
Root ». Transactions of the R. Irish Academy, vol. XXVI, p. 458,

1879

q }.;tLVI' Kéxig, « Die Factorenzerlegung ganzer Functionen und
amit zusammenhdngende Eliminationsprobleme ». Mat
b XV, pot0r P Matemat. Annalen,
1880
XLVIIL MA:fSION, « Toute équation algébrique a une racine ». An-
nales de la Société scientifique de Bruxelles, 4¢ année, oppure « M¢-
langes mathématiques (1874-1882) par P. Mansion » (Gand 1882),
XLVIIL Nerro, « Beweis der Wurzelexistenz algebraischer Glei-
chungen ». Journal fir Mathematik, t. LXXXVII, p. 14,

1882 (%)
XLI?I. KRONE}'CKER, « Grundziige einer arithmetischen Theorie der
algebraischen Grossen ». Journal fir Mathematik, t. XCIIL, p. 1 e seg.
‘L. MAxDL, « Anzeiger der k. Akademie der Wissenschaften fn
Wien. » Mathem.-naturwiss. Classe. Sitzung vom 20 Juli.

.LI. STIELTJE'S T. I Ir., < Brevijs van de Stelling, dat en geheele
;atxonaledFulncue altijd, voor zekere relle of complexe Waarden van
e veranderlijke, de vaarde Nul aanneemt », Nieuw Archief i
kunde, Deel IX, p. 196. e voor Wi

.L¥I. WALECKI., « Démonstration du théoréme fondamental de la
théorie des équations algébriques ». Comptes rendus, t. XCVI, p. 772.

. 1883

LIII..DUTORDOIR, « Toute équation algébrique a une racine: dé-
monstration nouvelle » (Annales de la Société scientifique de Brux’elles
VII année), oppure <« Démonstration nouvelle du théoreme fondamental,
de ;Zz;héorie des équations algébriques » (Comptes rendus, t. XCVII,
P. . '

(') A quest’anno appartiene il lavoro del’Hammond, Proof

] that an Equa-
tion must have. at least n Roots (Educational Time;, t. XXXV], p. lql5) ;
ma non ce ne siamo occupati perché il Netto (Jahrbuch dber die For:
Schritte der Mathematik, t. X1V, p. 46) vi ha notato un errore gravissimo.

- 247 —

LIV. Hocgs, « Ueber den Fundamentalsatz der algebraischen Glei-
chungen ». Zeitschrift fir Mathematik und Physik, t. XXVIII, p. 123,

LV. WaLeck1, « Démonstration du théoréme de D’Alembert »,
Nouvelles Annales de Mathématiques, IIT série, t. II, p, 241.

1884

LVI. RAUSENBERGER, « Lehrbuch der Theorie der periodischen Fun-

ctionen einer Variabeln ». Leipzig.
LVIL Sockockl, « Rozwiezywanie rownan liezebnych ». Warszawa.

1885

LVIII. Scmmrrz, < Die Erweiterung des Fundamentalsatzes der Al-
gebra ». Blitter fiir das Bayer Gymnasialschulwesen, XXI Bd., p. 47.
LIX. WoopHOUSE, « Principio fundamental da theoria des equa-
cocs algcbraicas ». Jornal des Sciencias mathematicas e astronomicas,

t. VI, p. 177.
1886

LX. Brissr, « Démonstration du théoréme de D’Alembert». Journal
de I’Ecole polytéchnique, LVI cahier, p. 163.

LXI. Fierps, « A Proof of the Theorem The Equation f{2)==0 has
a Root where f{(2) is any holomorphic function of z ». American Journal
of Mathematies, t. VIII, p. 178.

LXII. HouLst, « Beweis des Satzes dass jede algebraische Gleichung
eine Wurzel hat ». Acta Mathematica, t. VIIL, p. 155.

LXIII, Joursow, « La divisibilité des fonctions entiéres démontrée
sans les imaginaires ou la divisibilité de F(x) par (x —a)® +b° ra-
menée & la divisibilité de F(a -+ bz) par 22—+1 ». Paris.

LXIV. PEROTT, « Démonstration du théoréme fondamental de I’al-
gébre ». Journal fiir Mathematik, t. XCIX, p. 141.

1887

LXV. JvEL, « Om Argand’s Bevis for Algebraes Fundamentalsae-
tning ». Tidssekrift for Mathematik, V serie, t. V, p. 161.

LXVI. LaisaxT, « Démonstration nouvelle du théortme fondamental
de la théorie des équations ». Bulletin de la Société Mathématique de
France, t. XV, p. 42,

1888

LXVIL MerTENS, « Ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra >,
Sitzungberichte d. k. Akad, d. Wissenschaften zu Wien, XCVII Bd.,
Abtheil. IT a. p. 1505,

a i un y = arpas




— 9248 —

1889

LXVIIL F.v. DaLewick, « Ueber einen Beweis des Fundamental-

satzes der Algebra ». Zeitschrift fiir Mathematik und Physi X
B o o5, _ ysik, XXXIV

1890

LXIX. H. G. ZEUTHEN, « Bevis for, at en algebraisk Ligning altid
has en Rod ». Nyt Tidsskrift for Mathematik, Bd. I, p. 65.

1891 .
L?(X. E. AuiGues, « Démonstration du théoréme fondamental de Ia,
théorie des équations ». Comptes rendus, 26 janvier, t. CXII, p. 212,
LXXI. E. PHRAGMEN, « Ein elementarer Beweis des Fundamental-

saitzes d(?r Algebra ». Oefversigt af Kongl. Vetenskapes-Akademiens
Forhandlingar, 11 marzo 1891, p. 113,

Ancora sull’infinitesimo attuale.

Nota di G. VivaxTr.

1. Le Osservazioni del Ch.» Prof, R. Bettazzi sopra il mio articolo:

Sull’infinitesimo attuale (Riv., pag. 174-82) mi hanno convinto che il

timore di essere troppo prolisso m’ha fatto riuscire oscuro in alcuni
punti capitali della trattazione. Ed invero, se pure giid non era nel-
%’autore, s’ingenera almeno nei lettori delle Osservazions Videa, aver
1(3 trattato un problema che non & problema, e che si riduce a poco
p1i} d.’un giuoco di parole o d’una questione d’opportunita. Trovo
quindi necessario riprendere la parola in argomento, sopra tutto per
mettere in luce Uorigine, Uimportanza e la natura del problema da
me trattato, avvertendo per altro che nulla ¢ quasi v’& di quanto dird

2 questo proposito che non si trovi gid pitt o meno brevemente accen-
nato nel mio primo articolo.

2. La scienza umana, per sottoporre a misura ed a studio i fenomeni
nfaturali, ha ritenuto necessario scomporli in fasi quanto & possibile
piccole, e sostituire a queste altre fasi da esse poco dissimili, ma di
n.atuxja pilt semplice. 11 risultato ottenuto mercé tale sostituzione doveva
riuscire tanto pit prossimo al vero, quanto maggiore fosse stata la pic-
colezza delle fasi parziali, e quindi infinitamente approssimato, ossia
esatto, ove la_scomposizione si fosse spinta al di 1a di qualunque limite
assegnabile. E facile comprendere come questa idea, che costituisce il
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vero fondamento del calcolo infinitesimale, abbia nello stesso tempo
dato origine al concetto dell’infinitesimo attuale considerato come quan-
tith effettivamente esistente. Cosi dalla finzione, per cui ad una curva
si sostituisce, per opportunita di caleolo, un poligono infinitilatero, &
nata in alcuni la ¢llusione di credere la curva composta in fatto di
segmenti rettilinei attualmente infinitesimi. L’esistenza, o meglio la
concepibilita, di quantitd attualmente infinitesime, ammessa dagli uni,
negata dagli altri, fu vivacemente discussa dai tempi di Leibniz sino
al di d’oggi, ma solo in questi ultimi tempi fu trattata coi mezzi for-
niti dalla matematica; epperd mi parve interessante esporre e riassu-
mere questl studi recenti, che vengono a chiudere una questionc pen-
dente da due secoli. '

3. Le quantith che hanno figurato esclusivamente nell’analisi, prima
almeno che la moderna aura generalizzatrice venisse a soffiarc su tutti
i campi delle matematiche, sono quelie che costituiscono il substrato
-dei fenomeni naturali, cio¢ tempi, lunghezze, velocitd, temperature, ece.
Quindi & soltanto entro il campo di queste quantitd che si & agitata e
deve tuttora agitarsi la questione a cui ho test®¢ accennato; portarla
fuori di esso sarebbe volerla snaturare. Ma quelle quantitdy hanno il
carattere comune di potere essere ridotte ad un unico tipo scelto ad
arbitrio fra esse; come tale pud prendersi p. es. la classe dei segmenti
rettilinei. Ecco perche la questione pud, senza danno della generalita,
limitarsi a questa classe di grandezze. Pertanto il problema fondamen-
tale del mio primo articolo: « Cercare se possa darsi un segmento at-
tualmente infinitesimo » non & che una traduzione sotto forma piil
semplice della questione secolare e, direi, classica della esistenza di
quantitd infinitamente piccole costanti.

4. Ma limportanza del problema, oltrc che dalla sua origine, risulta
anche dal nesso intimo che esso ha con una delle pil antiche e dibat-
tute questioni di filosofia naturale: quella della costituzione del con-
tinuo. Tale questione ha tentato i filosofi e i pensatori di tutti i tempi;
e le teorie a cui ha dato luogo sono svariatissime. Esse possono tut-
tavia raggruppars! intorno a quattro centri prineipali.

Sccondo aleuri (*) la materia consta di particelle elementari indi-
vigibili (atomi) aventi forme e dimensioni determinate.

() Filolao, Ecfanto, Leucippo, Démocrito, Epicuro, Platone, Zenone stoico
fra gli antichi; Descartes, Locke, E. More, Berkeley fra i moderni. Tracce
di atomismo si trovano tra i Fenici.
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Secondo altri (*) la materia & divisibile all’infinito, e i suoi elementi
8ono rigorosamente puntuali, privi d’estensione.

Altri ancora (%), non trovando soddisfacente alcuna di queste due
ipotesi, sostengono essere l’estensione un puro fenomeno, e la realta
risiedere soltanto nella forza, quindi ogni corpo essere un aggregato
di centrl di forza, inestesi, ma atti a dar luogo al fenomeno deli’e-
stensione.

Infine v’ha (%) chi considera il concetto di continuo come elementare
e indecomponibile.

Al problema dclla costituzione del continuo corrisponde, nel campo
puramente matematico, quello della natura degli elementi costituenti
lo spazio geometrico. Ma qui non sono pil applicabili le due ultime
fra le 4 soluzioni accennate, e non resta quindi la scelta che fra le due
prime, opportunamente modificate, o, come dissi nell’altro mio scritto,
idealizzate. Gli elementi dello spazio geometrico possono eio concepirsi,
0 rigorosamente puntuali ed inestesi, oppure aventi un’estensione, che,
non potendo essere finita (perché in tal caso sarcbbe evidente la ulte-
riore divisibilita) dovra ritenersi infinitesima (*)." E per limitare i nostri
ragionamenti agli spazi ad una dimensione, tutto si riduce a stabilire
se la retta sia composta di punti oppure di segmenti infinitesimi. Questo
problema & subordinato all’altro dell’esistenza del segmento attualmente
infinitesimo, inquantoche, risolto quest’ultimo in senso negativo, resta
esclusa per s¢ la seconda delle due possibilith ammesse nel primo (3).

(") L’atomismo fu combattuto principalmento da Aristotele, e dietro di
lui dai Padri della Chiesa; pit recentemente da Eulero. L’opinione, che la
materia sia divisibile all’infinito, e che gli elementi di essa sieno inestesi,
compare sotto varie forme presso i Pitagorici, Anassagora, Empedocle,
Ruggiero Bacone, Galileo, Boscovich, Faraday, Ampeére, Cauchy, Saint-
Venant, Schopenhauer, G. Cantor, Lotze, ece.

(® Giordano Bruno, Leibniz, Maupertuis, Kant, i dinamisti moderni.

(%) Gli Eleatici, ai quali si accosta per molti punti Spinoza.

(Y V. p. es. I'opera gia citata nel precedente articolo: Gutberlet, Das
Unendliche metaphysisch und mathematisch betrachtet. :

(®) Du Bois-Reymond (Die allg. Functionentheorie, § 21 e segg.), pro-
cedendo in ordine inverso, comincia collo stabilire eon argomenti non
nuovi nd, a mio avviso, stringenti, che il punto non pud essere 1’elemento
generatore della retta, e arriva poi, per logica necessith, alla conclusione
che il segmento attualmente infinitesimo esiste. — Colgo quest’occasione
per porre in guardia contro 1’errore, facile a commettersi, che consiste~
rebbe nel confondere l'infinitesimo propugnato dall’idealista di Du Bois-
Reymond colle grandezze infinitesime introdotte nella scienza dallo stesso
autore e di cui ho parlato nel § 12 del mio scritto. Il primo &, per dirlo
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5. Dopo aver cosi rilevato l'origine e l'importanza del problema,
resta da esaminarnc la vera natura. A questo scopo devo richiamare
le cose dette sopra nel § 3. ) '

La scelta della classe dei segmenti rettilinei, in confronto di qua-

lunque altra classe di grandezze analoghe, come campo in cui studiare

la questione dell’esistenza dell’infinitesimo, ci fu suggerita dal fatto cl}e
quella classe (che per brevitd designerd con A) non solo & forse la pii
comune fra tutte le classi di grandezze (ad una dimensione) che com-

- paiono nello studio dei fenomeni naturali, ma pud comodamente servire

quale tipo di tutte queste. Or bene, poiché noi ei troviamo di fronte
ad un problema (*) che si aggira nel campo della classe A, occorre
anziturto definirla rigorosamente, e ciod: o
a) Cercare quali proprieta caratteristiche, evidenti e indiscutibili
le appartengano; '
) Tradurre queste proprietd in linguaggio matematico.

Sul modo di rispondere a questi due quesiti non v’ha in sostanza
aleun disaccordo fra il Prof. Bettazzi e me. La proprietd caratteristica
della classe A (od almeno la sola proprietd della medesima che ora
c’interessa) & di esscre continua; e la continuita si traduce nelle due
condizioni, di esscre la classe A conmessa e chiusa. La divergenz%m €0~
mincia 13 dove si tratta di stabilire il valore da attribuirsi a tali ri-
sposte, particolarmente alla prima. E poich& qui sta veramente il }10(1.0
della questione, credo utile riportare quanto serive in proposito il
Prof. Bettazzi (§ 2):

« In questa scelta ci possiamo lasciar guidare o da concetti pura-
« mente teorici o dal desiderio di avere un segmento che meglio renda
« alla mente il fatto di retta e di sue parti che si ha nella pratica
« comune. In questo secondo modo di vedere sembra che sia 1’autore:
« ed allora, poiché & chiaro che fra i postulati da porsi per il segmento
« v'& il postulato d’Archimede, il quale equivale all’altro che la classef
« dei segmenti & connessa, giacché senza di esso si avrebbero .fatfn
« ammissibili in teoria, ma non del tutto rispondenti a cid che si ri-
« geontra in pratica, almeno dentro © limiti delle nostre osservaziont,.
« si conclude, come giustamente avverte I’autore, che il segmento-

con una sola parola, Vinfinitesimo elassico (V. 1 passi del Du Bois-Reyrpond
riportati nella nota 5* del mio scritto); le seconde sono grandezze di na~
tura pit gencrale analoghe a quelle considerate da Stolz. )

(") Ho detto a studio: un problema, per metter bene in luce quest:a
circostanza : che nel definire la classe A noi non dobbiamo aver alcun ri-
guardo alla qualith ed alla natura dei problemi che avremo & risolvere:
relativamente ad essa.




R

B e o Sandin B o s 4

— 252 —

« rettilineo attualmente infinitesimo non esiste. La conclusione che
< deve dunque trarsi & questa:

« Se si vuole che il segmento sia un ente che si adatti agli usi

« che si fanno nelle ordinarie applicazioni, stando a cid che si osserva
< dentro i limiti di osservazione che ci sono concessi, e quindi se si
< v_uole che la classe dei segmenti sia connessa, il segmento infinite-
« simo non esiste.

< Qualora per altro si ritenga che il campo delle nostre osservazioni
< sia troppo ristretto per poter giudicare se meglio ci si accosti alla
< realty con 'ammettere che la classe dei segmenti sia connessa piut-
« tosto che con l’ipotesi opposta, resterd insoluta la questione dell’infi-
< nitesimo; e questo esisterd quando si ereda opportuno di ammettere
<« per postulato che la classe dei segmenti non & connessa.

« Un tale dubbio non sembri strano, poiche esempi simili non
« s0no nuovi nella scienza: basta pensare al postulato di Euclide sulle
< parallele ».

In sostanza, secondo il Bettazzi, la continuitd della classe A (e quindi
la validitd nella stessa del postulato d’Archimede) & un risultato del-
l’esI-)erienza, che, come tale, pud domani venire contraddetto da osser-
vazioni pill accurate.

E giusto questo modo di vedere ?

La questione, pur restando inalterata, apparird meglio nella sua
vera luce se come tipo delle quantitd di cui nel § 3 prenderemo, non
pitt la linea, ma il tempo. V’ha un fatto su cui non pud cadere di-
saccordo, ed &, che la continuitd del tempo non & fondata sull’espe-
rienza, né potrebbe esserlo, giacche I'idea stessa di tempo non risulta
dalla osservazione, ma & bensi una delle idee che costituiscono le con-
dizioni necessarie per la possibilitd di qualsiasi osservazione empirica (*).
In altre parole, non sono gia le nostre limitate osservazioni che ci
dicono il tempo essere continuo; e la nostra mente che si rifiuta a
concepirlo in modo diverso, che non & capace di seguire il tempo che
scorre da uno ad un altro istante senza passarc per tutti gli istanti
intermedi. E ¢id che si dice del tempo puo ripetersi delle lunghezze (%),

(*) Si rammenti la teoria dello spazio e del tempo di Kant, teoria che,
al dire di Schopenhauer, costituisce forse il pid grande servigio reso da
Kant alla filosofia.

(“‘_) La linea, quale appare il pii sovente nel caleolo infinitesimale, e
§pecmlmente quando & posta a rappresentare 1’andamento d’una variabile,
¢ un ente piuttosto meccanico che geometrico, e cioé figura pid che altro
come traiettoria d’un punto mobile. Ora il moto & appunto uno di quei
concetti a cui la nostra mente non sa negare I'attributo della continuita.
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velocita, temperature, ece. Ben dissi dunque sopra che la questione,
meglio che sulla esistenza, versa sulla concepibilita dell’infinitesimo
nel campo delle quantitd ordinarie. E la questione & ben presto risolta:
poiche la continuita esclude Vesistenza dell’infinitesimo, e poiche essa
2 il carattere fondamentale delle quantitd di cui nel § 3, ne segue che
i tempi, le lunghezze, le temperature, ecc., attualmente infinitesime,
sono enti assurdi, inconcepibili (unmdgliche, d. h. in sich widerspre-
chende Gedankendinge, come dice Cantor). Fin che la mente umana.
resta la stessa, questa conclusione non pud mutare; nulla v’ha a spe-
rare né a temere da future e piu perfette osservazioni.

Cosi non & del postulato delle parallele, il quale invece si fonda
realmente sull’esperienza; epperd il paragone fra i due casi non regge.
E si pud citare come fatto caratteristico, che Helmholtz, uno dei piu
caldi sostenitori dell’origine empirica degli assiomi geometrici, dichiara
ripetatamente le sue idee non essere punto in opposizione col concetto
kantiano di tempo e spazio.

6. Non mi resta ora che da passare in rivista le obiezioni di det~
taglio mossemi dal mio egregio contradditore.

Riguardo a cid che egli dice nel § 1 osserverd che, enunciando la
questione sotto la forma: « Esiste 1’infinitesimo attuale? », ho creduto
inutile specificare il campo in cui esso doveva cercarsi, dacche di cid
appunto si viene a discorrere poche Tighe pil sotto. Del resto & na-
turale che, presa la domanda in tutta la sua generalitd, si debba ri-
spondere ad essa affermativamente; ed appunto per mettere in chiaro
¢id io ho recato nel § 12 alcuni esempi di grandezze infinitesime.

7. Nel § 3 il Prof. Bettazzi fa alcune osservazioni sulla dimostra-
zione di Cantor (dimostrazione sulla quale, a dir vero, non & agevole
discutere, essendo essa incompleta).

Anzitutto, secondo il Bettazzi, non & provato che i numeri trasfiniti
sono la pill alta espressione del numero, ed & una pura asserzione
quella di Cantor, che si possa con essi arrivare a tutte le potenze di-
verse che s'incontrano nella natura materiale ed immateriale. — Per
mostrare che cid non & esatto, basta rammentare che cosa sia un nu-
mero trasfinito. Un numero trasfinito non & altro che il concetto che
si ottiene da un insieme ben ordinato facendo astrazione dalla natura
speciale dei suoi elementi; per modo che a qualunque insieme ben
ordinato corrisponde 4pso facto un numero trasfinito (*). Ora nel caso

(%) I due cosidettl principt di generazione non servono propriamente
a creare i numeri trasfiniti, ma piuttosto a determinare le relazioni fun-
zionali che hanno luogo fra di loro.

T T




— 254 —

Tostro abbiamo a fare appunto con un insieme ben ordinato, e ciod
con una serie di segmenti infinitesimi tutti eguali disposti 'uno di
seguito all’altro sopra una linea retta; quindi, per quanto sia estesa
la serie dei segmenti, sempre v’ha un numero trasfinito che la rap-
presenta. .

1l secondo appunto del Bettazzi riguarda il concetto di grandezza
lineare adottato da Cantor; concetto che, secondo lui, non & ne il piu
giusto ne il pilt opportuno. Esaminiamo bene questo concetto, e ve-
diamo su che esso si fondi.

Come gia dissi (§ 4), un segmento lineare pud immaginarsi come
composto, o di punti, o di segmenti infinjtesimi. Il carattere che di-

stingue tra loro tali due specic di elementi & questo, che il punto non '

ha dimensioni, mentre il segmento ha una lunghezza. In altre parole:
noi non sappiamo concepire che si possa porre un punto immediata-
mente accanto ad un altro senza che i due coincidano, mentre al con-
trario la giustapposizione di pil segmenti da Iuogo alla formazione di
un segmento composto dei medesimi e diverso da clascuno di essi.
Ecco che cosa significa, a mio credere, l'espressione di Cantor, che
secondo il conectto di grandezza lineare ciascuna di tali grandezze
deve immaginarsi come parte integrante di altre analoghe. E la dimo-
strazione di Cantor si riduce a far vedere che il segmento infinitesimo,
se esistesse, sarebbe privo di questa proprietd caratteristica, sicché nulla
pit lo distinguerebbe dal punto inesteso.

8. Nel § 4, che si riferisce al § 10 del mio articolo, il Prof. Bet-
tazzi, dopo aver riconosciuta inesatta la pretesa dimostrazione dei so-
stenitori dell’infinitesimo attuale, trova pure inesatta la mia controdi-
mostrazione, e cid per due motivi. Anzitutto, egli dice, « chi ei

. 8 8 : .
< permette di concludere che T per il solo fatto che sono uguali
3 .

. s1s PR . 8
< entrambi ad s, e quindi fra loro, le somme degli ¢ segmenti e

s s . § . . ae . .

< degli 4, uguali ad 5 ° che tanti sono i termini della prima quanti
£

< quelli della seconda somma, teorema questo di cui siamo sicuri solo

« quando i ed £, sono numeri finiti? » Ed aggiunge Iesempio di una
‘semiretta, che pud risolversi in un aggregato numerabile di scgmenti
eguali tutti ad m, come pure in un aggregato simile di segmenti

-eguali tutti ad n, essendo mz n.

Che questo esempio non regge, & cosa evidente, giacché la semi-
retta ¢ un segmento infinito, mentre s per ipotesi & un segmento fi-
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s
nito (!). E che possa realmente _concludersi dover essere s
1

risnlta da cid che, se i supposti segmenti —j— ed :_1 fossero diseguali
ne seguirchbe facilmente dover essere § eguale ad una parte di sé
stessa, cid che & contrario alla proprietd caratteristica dei segmenti
finiti (V. il § 3 del mio seritto).

La seconda obiczione consiste in questo, che la dimostrazione del
teorema di Cantor, al quale io ricorro, si fonda sul postulato di Ar-
chimede. L’osservazione ¢ giusta, ma la mia dimostrazione sussiste
anche indipendentemente da quel teorema, purché per ¢ ed ¢, si pren-
dano due numeri trasfiniti d’una stessa classe, giacch® pel mio assunto
basta stabilire che due divisioni dijfferenti del segrento s danno luogo
a parti aliquote eguali.

Del resto il contenuto del § 10 non ha che un’importanza secon-
daria nella mia trattazione, epperd credo inutile trattepermivi pit a
lungo.

9. Finalmente per rispondere ad un appunto che si legge nel § 5
delle Osservazioni, dird che, se la frase che si trova in principio del
mio § 12 non & per st abbastanza chiara, il resto del lavoro ¢ 1a a
togliere ogni equivoco in proposito.

10. Termino questo scritto esprimendo la lusinga che esso varra
a spanderc un po’ di luce sui punti oscuri del mio articolo, e ringra-
ziando il Ch.me Prof. Bettazzi per avermi offerto 1’occasione di esporre
pit diffusamente le mie idee sull’importante problema dell’esistenza
dell’infinitesimo attuale,

Mantova, 20 Ottobre 1891.

() 11 fatto, che le proprietd geometriclie sono indipendenti dalle dimen-~
sioni assolute degli enti a eui esse appartengono, non sussiste pit inecce-
pibilmente quando si esce dal campo finito. Nulla prova che quanto pud
dirsi per un segmento infinito possa applicarsi senz’altro ad un segmentp
finito, e viceversa. E strano, che coloro i quali si servono di questa simi-
litudine illegittima, 1 questa riduzione di scala abusiva, non ne appro-
fittino per dimostrare con poca fatica che il segmento infinitesimo esiste.
Basterebbe osservassero, che un segmento infinitesimo & sopra una retta
finita, come un segmento finito sopra una retta infinita !
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Sul concetto di numero.
Nota IT di G. PEANO.

. SiN:;ii) preceilenlte nota si & analizzato il concetto di numero intero
esposte le proprietd fondamentali di i numeri ’
. I 1 questi numeri, in rela-
zione alle operazioni di addizi i ’ Un
one oper zione, sottrazione e moltiplicazione
dei I‘lSl.lltatl cui pervenni si & che le questioni: i $ e
< 21 pud dfeﬁmre il numero, la somma di due numeri? »
COSi« 1 pu.b dimostrare che la somma ha la proprieta commutativa? »
enunpmte, non ammettono soluzione scientifica. I’ammettono invec
quando si enunciano sotto la forma: °
: Si pﬁg gfaﬁnire il numero, mediante un dato sistema di idee? »
P imostrare una proprietd commutati i
. > iva
sistema di proprieta? » ) Tediante wn dato
e ]:?L nslt)osta dipende dal sistema di idee, o di proposizioni date
e stesse questioni ammettono pure soluzi ,
] uzi i
G o stesse due P one nel campo pratico, ove
: : 1;1;(‘(; (lleﬁmre _I’idea di numero, mediante idee pitt semplici? »
a proprietd commutativ i it
Sliet? a dedurre da proprietd pit sem-
. ]1;; a queste QOn%ande si possono dare dai varii autori differenti ri-
lpos'e, potendosi (1.1versamente intendere la semplicita. Per mio conto
da(; ﬁr;siggst(z;) Oz}llgépflm% si ?11 che il numero (intero positivo) non si pud
ic e idee di ordine, successi
; sione, aggregato, ecc., sono
altrettanto c.omplesse come quella di numero) (1). La ;isp(;sta aila se-
canda questione & stata affermativa.

(*) It Prof. R. BErTAZZI, nella sua o ]
R. pera Teoria delle grandezze (Pi
;:3.2), :xilera. 'glaltfatvogevolmente nota nel campo scientifico, giunge, a qf:arf’?c;
, n risultato diverso. Egli invero premette la teoria d
avvertendo pilt volte (pag. 9 i o G e e
. 9, pag. 11) che il concetto di numero si sup-
fgg:eﬁzm_gilel:ﬁge ignofo ; e solo a pag. 65 introduce esplicitamente I;l
« 0, € a pag. 84 quello di numero intero iti
_invece il concetto di numero intero gi i i rone anpliatte
L ¢ gia comparisce pil o meno liei
nelle prime pagine del suo lavoro. Cosi ‘ o,
: " . Cosl a pag. 7 trovasi « un’operazione,
iasquale eseguita su pi o:c]gem’ A, B,... d’unaocerta. categoria... »;pa. pag. 9:
dez:auxia. granti'tcazz;a 6 il risultato della operazioue S eseguita su una gran:
, considerata piu volte »; a pag. 22: « Le classi i
s ' . . 22: ad una dimen~
gglner:;nte.r;gono un numero infinito di grandezze disuguali », e cosl via.
q il concetto di numero (N) & cosi semplice e fondamentale, che
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L ora continuiamo il rapido esame delle altre questioni dell’Arit-
metica, continuando la pumerazione dei §§ incominciata mnella nota
precedente.

§ 8. — DiVISIONE.

Oi limiteremo alla sola definizione:
gen.a-=0.benXa:o.ba=nwze(ax=>) [Def.]

« Se ¢ & un numero intero, non nullo, e se b & un multiplo di @,
con ba intendiamo il numero (intero) a tale che ax=>5b ».

Ricordiamo che n X a indica i multipli positivi e negativi, lo zero
compreso, di a; invece N X @ indica i multipli positivi di e. Quindi
1a relazione <« & multiplo di a» si pud esprimere coi segni introdotti
serivendo béen X a. Volendosi esprimere in simboli le proposizioni ele-
mentari della teoria dei numeri, converrd introdurre dei segni per
indicare le frasi « massimo comun divisore » e < minimo comune
multiplo ».

Delle notazioni proposte la pil semplice & quella adottata dal com-
pianto Livcas, Théorie des nombres, 1891, pag. 345, il quale scrive:

ritengo difficile il trovare un ragionamento un po’ lungo, di qualunque
siasi scienza, in cui esso non compaia.

Nell’appendice al suo lavoro, intitolata Teoria analitica del numero,
’A. da, com’egli dice, solo un cenuno del come si possano introdurre i nu-
meri in modo puramente analitico. Introduce appunte, senza definirli, itre
concetti fondamentali di numero, di unith e di successivo d’un numero. Perd
non enuncia tutte le proprieta che questi enti debbono avere. Cosl non
enuncia la legge di induzione (§2P3 della mia nota precedente), di cui si
serve in seguito pilt volte.

Presenta gli stessi inconvenienti lo scritto dello stesso A., Sul concetto
ai numero (Periodico di matematica per ’insegnam. secondario, anno II).
Invero, al n. 19, volendosi ottenere il numero intero positivo colla consi-
derazione di grandesze discrete, ciod quelle che risultano da aggregati di
oggetti considerati uguali, afferma che se ad ogni oggetto dell’aggregato A
si pud collegarne uno ed uno solo della classe B, e viceversa, non pud
avvenire che si possa far corrispondere ogni oggetto di A uno solo e di-
stinto in B, in modo che ne avanzino in B.

Ora, siffatta proposizione vale solo per le classi contenenti un numero
finito di elementi, poiché per es. si pud far corrispondere ai numeri interi
(classe B) i loro doppi (classe A), e 1a classe A & contenufa in B, senza
esserle uguale. Ed esaminando la dimostrazione dell’A. si vede che si ri-
corre a proposizioni. su permutazioni, che sussistono solo trattandosi di
oggetti in numero finito.

Riwste di Matematice. 17
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D(a, b,...) per indic. « il massimo comun divisore dei numeri a, by, »
¢ m(a, b,...) » < il minimo comune multiplo > »

Conviene ancora introdurre un segno per indicare la relazione « a
¢ primo con b » (ch’io altrove indieai con a7 d); e un segno per dire
|« numero primo », e sia Np. Per indicare la congruenza possiamo ser-
virei della notazione di Gauss:
a=>b (mod. k),
ovvero, senza introdurre un segno nuovo, possiamo serivere
a—ben Xk, asb-+nXr,

Con questi pochi segni si possono esprimere quasi tutte le proposi-
zioni della teoria dei numeri.

§ 9. — ENUMERAZIONE.

In questo § si analizzano aleuni concetti comuni, riducendoli a
quelli finora studiati.

) 'E§sendo a una classe, con numa intenderemo « il numero degli
individui della classe a ». Definiremo questo numero, € ne enuncieremo
le proprieta,

Per semplificare le formule conviene poter scomporre il segno =,
che esprime & eguale, nelle sue due parti, ciog ¢, che & indicato con ¢,
ed eguale, che indicheremo econ ¢ (iniziale greca di eguale). Sicchd
essendo a un individuo qualunque, (a significa « eguale ad a » e
rappresenta la classe degli enti eguali ad a ; € la scrittura beta si-
gnifica b=a.

Definizione di num a ;

lLLacK.otnuma=0,=.q==4

2. aeK.meN:o::numa=m.=.°.a—;=A:xea.ox.
num{(@-¢x)=m—1

« Essendo o una classe, dire che il i igni
cho Ta e o o dlas sy numero degli a & O significa
ot Essendo @ una classe, dire che il numero degli @ & un numero m
s1gmﬁca che la classe @ non & nulla, e che, preso ad arbitrio un indi:
viduo x nella classe @, il numero degli @ non egualiad we m —1».
Facendo, nella 2, m =1, e tenendo conto della 1, si ottiene la de-
finizione di numa=1:

eeK.oitnuma=1.=.,, A==AiTEQA.0z.Q@=iL=A, OVVEro

» > » adix

> > » (yea.oy.y=z)
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che si trasforma in: ,
aeK.oninuma=1.=.,@=-==A:2, Y@ .0g,y . L =Y

« dire che il numero degli @ vale 1, significa che la classe a non &
nulla, e che se & e y sono individui della classe @, sard = =y »,

Facendo nella 2, m =2, si ottiene la definizione di numa=2, e
cosi via.

Data una classe ¢ non sempre nume ¢ un N, poiché N non com-
prende nd lo zero, né l'infinito. Quindi la proposizione numa &N si-
guifica « la classe a esiste effettivamente ed & finita, cio contiene un
numero finito di oggetti ».

Raccoglierd ora alcune proposizionl sull’enumerazione, affatto ele-
mentari, analizzandole onde tradurle in simboli.

3.0, beX.numa, numdeN.ab=uxr:0.num(@avbd)=
num a + num b,

« Essendo a e b due classi non nulle e finite, non aventi alcun in-
dividuo comune, allora il numero degli individui appartenenti all’in-
sieme delle due classi @ e b vale la somma dei numeri degli a e dei b ».

La proposizione sussiste anche se numa =0, o numb=0. Essa
sussiste pure se lc classi contengono infiniti individui, purche si fac-
ciano le solite convenzioni ¢ 4+~ w=—=o0w 4 x=w}j W+ w=cC.

4. a,5:K.b0a.b—=a.b-=a.numaeN:o:numbeN.
num b < num a.
~ «8e delle classi @ e b la seconda & contenuta nella prima, e la
classe b non & nulla, e non & eguale ad a, e se il numero degli a &
finito, allora anche il nwmnero dei b ¢ finito, ed & minore del numero
degli a ».
Questa proposizione cessa di sussistere se numa == .
5. meN.o.num[Nn(m —N)]j=m —1

« Fssendo m un numero intero positivo, il numero dei numeri in-
teri positivi, minori di m, ¢ m — 1.

Vogliamo tradurre in simboli la proposizione seguente:

« Se si hanno p classi distinte, ciascuna delle quali contenga ¢ in-
dividui, Vinsleme di quelle classi conterrd p X ¢ individui ».

Sara a questo uopo conveniente introdurre la seguente notazione:

6. uctKK.0. vu=—xe(TEY . Yyeu:==yA).

« Essendo » una classe di classi, ossia un sistema di classi, con
’u {che si pud leggere la somma delle classt u) si intende 'insieme
degli « tall che esiste una classe y del sistema u, contenente Pz come
individuo; ciod V'insieme degli « che sono individui di qualche classe
del sistema w ». '



) Bench& pel nostro scopo immediato non ci occorra, pud essere utile
in altre ricerche indicare con un segno, e sia ~'u la classe comune
alle classi del sistema, ciog il loro prodotto: '

6. ueKK.0.n'u=xe(yeu.oy.xey)
Tornando alla nostra questione, la proposizione enunciata diventa;

7. usKK.p, e N . nUMu=p:2:su.0s . NUM X==q .". 2, Y¢S,
==Yl y. XY =All0.0UM ' U=p X ¢

« .Se % & una categoria di classi, e il numero delle classi della ca-
tegoria % & p; e se qualunque si sia la classe x del sistema #, il nu-
mero degli @ & costante ed eguale a ¢, e se prese ad arbitrio due classi
x ¢ y del sistema %, non identiche, esse non hanno alcun individuo
comune, allora il numero di tutti gli individui delle classi del sistema «
epXg-».

Il segno « num » & un segno d’operazione che ad ogni classe fa
corrispondere o un N, o lo 0, 0 'w; ossia

num ¢ (Nwi0ui o) /K

Esso si pud invertire, e la relazione numa-—=p si pud scrivere
agenump, « la ¢ & una classe contenente p individui ».

8. a beK.febla.geab:0.numa = num b.

« Essendo a, b due classi, se esiste una relazione / che ad ogni a
fa corrispondere un b, e se esiste una relazione g che ad ogni b fa
corrispondere un a, allora le classi @ e b contengono lo stesso numero
di oggetti ». Sussiste pure la proposizione inversa, supposto che, le
classi considerate siano finite. '

Se si enuncia perd in generale la relazione:

9. a,beK.oinuma=numb. = ...febla.geabi==y7 44

« Le due classi @ e b hanno lo stesso numero, se si pud far corri-
spondere ad ogni @ un b, ¢ ad ogni b un a », allora pud avvenire che.
si abbia num a =0 e num b=oo, senza che sia num a = num b; cosi
sl tocea la teoria delle varie potenze (Michtigkeiten) del CANTOR’.

Vogliamo ancora analizzare 1 concetti di combinazione e analoghi
Essendo s una classe, allora una combinazione degli s & precisamente;
una classe degli s. Quindi

. Ks = (combinazione degli s).

Per indiiare « combinazione deglisaka k» possiamo quindi scri-
vere (Ks)numk, ciod una classe degli s in numero di k.

Nei concetti di disposizione e permutazione sta racchiuso quello di
ordine. Onde- analizzarli indicheremo con Z, ove ».& un intero, la.
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classe dei numeri interi 1, 2,... 7. Questa definizione di Z- si traduce
in simboli in questo modo:

Z,=11

reN.0.Zrp1="2Zruit(r+1)

« Z, & la classe costituita dal solo numero 1; e se r & Un npumMero,
con Zr 1 intendiamo la classe che si ottiene dalla Zr aggiungendovi
ancora il numero r—+1 ».

Allora, essendo s una classe di oggetti, le disposizioni complete di
questi oggetti ad r ad = sono i varii modi con cui si pud stabilire una
corrispondenza fra i numeri Z, e gli oggetti s; ossia

(disposizioni complete degli s a 7 a ) — 8|Zy

Per definire le disposizioni ordinarie, conviene introdurre il con-

cetto di corrispondenza simile (per abbreviazione < gim »); porremo
11, @, beK.febja:o:fesim. .oy yéa . &==Y 0z y.
fe-=Try.

« Essendo a e b delle classi, ed f una corrispondenza degli a nei b,
allora si dice che questa & simile, se a due individui diversi della
classe @ corrispondono individui pure diversi ».

E allora si avra:

(disposizioni ordinarie degli s a r a 7) = (siZy) sim.,

Quindi le permutazioni dei numeri 1, 2,... r sono indicate da

{ZrZ,) sim.

10.

§ 10. — NUMERI RAZIONALI

Essendo m e p, degli interi, e ¢ un intero positivo (o almeno non
nullo), se p & multiplo di ¢, supponiamo dimostrato che il prodotto
m X (plg) vale (m X p)ig, ossia:

1. m, pen.geN.penX g:0.m X (plig) = (mXpg.

Quando invece p non & multiplo di g, la serittura m (plg) non
ha senso, non avendo senso la sua parte plg; invece il secondo membro
dell’eguaglianza pud ancora avere significato, il che avviene se m X p
2 multiplo di ¢. In questo caso noi assumeremo quella eguaglianza
come definizione del primo membro, ossia porremo

2. m,pen.qu.p-Ean.mXpéan:o.m><(plq)=
(m X p)iq , [Def.]

Cosi @ definito il prodotto d’un intero per un’espressione della forma
plg, ove pen e geN. Scriveremo R al posto di « numero razionale
positivo », e r al posto di « numero razionale ». Avremo quindi:

3. R=NN; r—nN [Def.}

hi N
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g §1 p}m .agevolmente dimostrare che « se a e b sono due numeri
amf)nah, sl pud sempre determinare un intero m in guisa che i pro-
dotti ma e mb siano numeri interi », ciod: !

4. a, be .
, ber .o, «meN.ma, mben :—=,, a.

_ Due razionali a‘ eb .diconsi eguali, se qualunque si sia I’intero m
purché ma e mb siano interi, si ha ma — mb ¢ ’

5. a,ber.o.-, a=b.=:im, ma, mben.o . ma—mb.
Pe'r definizione della somma @ —+5 di due razionali, ovvero dell’
guaglianza ¢ + b = ¢, si pud assumere « se, qualungue s,i sia l'inter .
purche ma, mb ed me siano interi, si ha ma ~—mb — me » , ossiao' "

6. a, b, cer . =C,=1
5 b, S0 a+b=c.=1im, ma, mb, mcen.on.
ma - mb == me

E pel prodotto

7. (z:’;al;,b;e;.c.o.'.abzc.::m, ma, (ma)b, mcen.o,.
Ee altre operazioni si definiscono senza difficolta.
concetto di frazione si otti i i ioni

1 grandosse conomt SL ottleng in molte opere con considerazioni

Volendo costituire 1’analisi col solo concetto di numero intero, dice
J. 'FANNERY {Introduction a la théorie des fonctions d’une 'var;'able.
Paris 1886, pag. VIII) « une fraction ne peut pas étre regardée comme;
« la réunion de parties égales de Vunité; ces mots parties de Lunits
< n’ont’ pll'ls de sens; une fraction est une ensemble de deux nom-
« bres entiers, rangés dans un ordre déterminé; sur cette nouvelle
« e:%péce de nombres il y a lien de reprendre les définitions de Iéga-
« lité, de V'inégalité et des opérations arithmétiques ». Veggasi pufe'
]'HER%Y, Théorie élémentaire des fractions dégagée de toute consz‘dératio;
tmpliquant -soit la subdivision de Uunité abstraite, soit Uintervention
des grandewrs concrétes (Nouvelles Annales de Mathém., 1889, p. 421)

Nelle formule precedenti la frazione plg sié consic’ierata, cc.>m I
segno del‘l’operazione < moltiplicare per p e dividere per ¢ » Quiiu;i
due .fra'zmni plg e plg diconsi eguali, se eseguite le operaz.ioni che
esse mdxc_ano s uno stesso intero, producono risultati eguali

.f%lcum autori (*) definiscono Veguaglianza di due fratti 1r;fq e plg
mec}xant,e Vequazione pg'=p'q, la somma mediante 1a p[ql—f— '[p —q—
(pq + P9 (g9 ece. Ma queste definizioni paionmi meno sem lif:)iq~

Rzlsu1§a dalle .cose dette che la frazione plq non & esattallx)lent.e la
coppia di numeri p, ¢; poich¢ due coppie P, 9 ep, ¢ sono identiche,

. (1) Srorz, Vorlesungen iider Arithmetit, 1835, 1, p. 43
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quando p=p e ¢ =¢. Bensi ad ogni coppia p, ¢ si fa corrispondere
un nuovo ente, indicato con plg, e due di questl entl diconsi eguali
quando soddisfano ad una certa condizione. Quindi la frazione & cid
che si ottiene per via d’astrazione dalle coppie di numeri, considerando
le proprietd comuni alle coppie definite eguali. .

Siffatto processo, con cui, data una classe di enti, si definisce su
essi un’eguaglianza diversa dall’identita, e colle proprietd comuni ai
varii enti definiti eguali si crea un nuovo ente, & assai comune in
matematica.

Cosi dal fatto che la relazione di parallelismo di due rette gode
delle proprieta dell’eguaglianza (V. Formule di Logica matematica,
§ 5, prop. 1, 2, 3; in questo volume a pag. 31), ad ogni retta si fa
corrispondere un nuovo ente, chiamato direzione di essa, e due rette
diconsi avere la stessa direzione se sono parallele. Ritroveremo questo
processo nel § che segue.

§ 11. — NUMERI REALL

Scriveremo Q invece di « numero reale positivo » e q invece di
« numero reale determinato e finito ». Quindi q contiene i numeri
razionali e irrazionali.

Fra i varii metodi per definire i numeri irrazionali, il pii inte-
ressante, a mio avviso, & quello proposto dal DepEekIND, nel suo opu~
scolo: Stetigheit und irrationale Zahlen (Braunschweig, 1872). 1’idea
del metodo & contenuta nel Tratiato d’Aritmetica del BERTRAND (V.
la versione italiana del 1862, pag. 185); e forse si pud rimontare an-
cora ad epoche anteriori, analizzando il coneetto antichissimo di numero
irrazionale.

II Dedekind dice (pag. 19): « Data una divisione del sistema R in
« due classi, 4, e 4,, aventi solamente la proprietd caratteristica che
« ogni numero di 4, & minore di ogni numero di 4,, nol per brevitd
< chiameremo questa divisione una sezione, e la indicheremo con
« (4, A2)' )

(Pag. 21). « Ora, se si ha una sezione (4,, 4;), la quale non &
« prodotta da alcun numero razionale, noi creeremo un NUOVO NUMELT,
« un numero irrazionale «, che considereremo come completamente
« definito da questa sezione (4, 4,) ».

In seguito definisce ’eguaglianza dei due numeri determinati dalle
classi (4,, 4,) e (4, 4,).

Analizziamo questo modo di creare (erschajfen) 1'irrazionale, e tra-
duciamolo in simboli di logica. Il dire che (4,, 4,) & una sezione
significa : .
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4, 4,eK 4, ~=r. d,=-=48. 4;ndy=Ar. 4,04, =R,
TEA, YA 10,y Y

« 4, e 4, sono classi, non nulle, non aventi aleun individuo co-
mune, formanti insieme la classe dei numeri razionali, e preso ad ar-
bitrio un individuo # nella prima, ed uno y nella seeonda, si ha & <<y »,

Ad ogni sezione (4,, 4,) si fa corrispondere un ente, che 1’autore
chiama numero definito da guella setione, e che io indicherd per un
istante con def(4,, 4,); si definisce quand’® che questo nuovo ente
& eguale ad un numero razionale « :

a=def(4,, 4,).=

« Bi dice che a & il numero definito dalla sezione (4,, 4,), se ogni
numero di 4, & minore di a, e ogni numero di 4, ne & maggiore, la
diseguaglianza non escludendo ’eguaglianza ».

Si definisce poi l'eguaglianza fra due di questi enti (4,, 4,) e
(Ai') A2’) :

def(4,, 4,)=def(4), 4,).=:iwed, . yed, 100 y.xLy..

xedy .y e d,

SxEd L op.xLatiyed, 0. y>a

e,y 2y

« Si dice che le due sezioni (4,, 4,) e (4,, 4,") definiscono uno
stesso numero, se ogni numero di 4, & minore d’ogni numero di 4,
€ ogni numero di 4, maggiore d’ogni numero di 4,', la diseguaglianza
non escludendo 'eguaglianza ».

In conseguenza il numero reale (razionale o irrazionale) & c¢id che
si ottiene per astrazione dalle sezioni, tenendo counto delle definizioni
precedenti.

Invece di considerare amendue le classi 4, e 4,, come gia osser-
vava il Dedekind, basta considerare p. e. la prima, A,, poiché I’altra
4, & Vinsieme degli R che non sono 4,, in simboli: 4,=-4,. E
per semplicith si pud supporre che la classe 4, non abbia massimo.
Cosi arriviamo alla definizione del Pascr, Einleitung in die differential
und tntegral Rechnung (Leipzig 1882). Questi chiama segmento (Strecke
0 Zahlenstrecke) ogni classe di numeri razionali (effettivamente esi-
stente), non contenente tutti i razionali, tale che se contiene un nu-
mero «, contienc pure tutti i suol minori, e non avente massimo. In
simboli:

ae(Strecke). —:1:aeKR.g==A.a~-=R.. xea.y<x.04y.
YEAS . LEQ.DIYEA.Y ST om=yA

In seguito sostituisce alla parola segmento la parola numero (Zahl),
sicche, secondo Pasch i numeri reali sono i segmenti di numeri ra-
zionali.

[ S
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Unsa difficoltd di forma nell’esposizione del Pasch si trova ove dice
senza alcun schiarimento precedente o seguente (pag. 4): « Se il seg-
mento A & limitato dal numero (razionale) a, sard 4=a ». Ora fra
due enti di natura diversa, ciod fra una classe 4 di numeri, ed un
numero a, non pud sussistere una eguaglianza, ma sol.o che un ent.;e
2 collegato all’altro, Noi non possiamo affermare che il numero @ sia
identico al sistema A dei numeri di esso inferiori, ma solo che 4 & la
classe degli R minori di @, o che a & cid cpe limita 4. Quinfli per
togliere quella difficolta conviene di far corrlspondere_ afi ogni seg-
mento A un nuovo ente, che io indicherd con 1’4 (limite superiore
degli A); e per indicare la relazione in questione si scrlYera 4 =a,
I numeri reali sono allora i limiti superior: dei segmenti.

Invece di considerare i limiti superiori delle classi particolari di R
chiamati segmenti di numeri, possiamo parlare dei limiti super%ori delle
classi di R in generale, e la trattazione acquista, a mio. modo .d1 ved?re,
semplicitd. Eccone aleuni cenni. Possiamo proporei di d('aﬁmref prima
i numeri reali positivi Q, ovvero direttamente i numeri reali q. Se-
guiremo la seconda via. '

Sia a una classe di numeri razionali (Kr), e sia @ vn numero ra-
zionale. Pud avvenire che esistano numeri della classe @ maggiori di «,
ciod esistano numeri a~ (x -+~ R). Converremo di indicare questa rela-
Zione fra il numero « e la classe a scrivendo a <Cla, che si pud leg-
gere « & minore del limite superiore degli a »:

1. gsKr.zer:oie<<lao.=.an(@+R)-=24 [Def.]

Risulta immediatamente che:

9, gtKr.ow, yer.a<y.y<la:o.z<la.

Essendo @ una classe di razionali, e b un numero razionale, diremo
che il limite superiore della classe a & il numero b, se ogni razionale
minore del limite superiore degli @ & minore di b, e viceversa:

8. geKr.ber:oit la=b.=..@wer. 0zt la.=.x<b

Per riconoscere ’eguaglianza fra i limiti superiori di due classi a
e b si ha la regola: ) '

4. a, beKr.oiila=1b.= ST ot <]la,=.x<1b

« I limiti superiori delle due classi @ e b sono eguali, se ogni ra-
zionale minore dell’uno & pure minore dell’altro, e viceversa »; e guestfa
regola si dimostra agevolmente se questi limiti superiori sono razionali,
& si assume per definizione se irrazionali.

Essendo @ e b due classi di razionali, @ + b, eom’s noto, indica
Yinsieme dei numeri che si ottengono sommando un numero qualunque
della classe @ con uno gqualunque della classe b. Si ha:

5 a, beKr.o0.l'(a+0b)=1a+1b,
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formola che si deve dimostrare quando i limiti superiori sono razionali,
e assumere per definizione nel caso contrario. Analogamente pel pro-
dotto, e cosl via. .

Gli enti ora introdotti col nome -di limiti superiori delle classi di

razionali, eiod I’Kr, sono appunto i numeri reali, q, compresovi il — co :
6.acKr.o. . la=w.=:2er.0z.an(@+R)~=24

e il —, che si presenta quando @ = A, Quindi
7. ¢ =(I'Kr) (=t ®) (-t — )

« I numeri reali sono i limiti superiori delle classi di razionali,
esclusi il +w e il —w . '

Analogamente

8. @ = (IKR) (i) (= ¢ 0)

I numeri reali si possono pure definire formalmente mediante una
loro rappresentazione. :

Data una successione indefinita di eifre (ciot dei numeri 0, 1, 2, ...
9), a;, 4y, 2, ... & questa successione facciamo corrispondere un nuovo
ente, che indicheremo con

0, &, ¢y &y suene
e sopra questi enti definiremo le relazioni e operazioni in modo da
farli coincidere colle frazioni decimali, la cui parte intera & 0. In tal
modo, dare un numero reale equivale a dare la sua parte intera, e la.
legge che determina la serie delle sue cifre decimali.

La definizione del numeri reali data dal Cantor (Math. dnn., V
p. 123) parmi meno semplice delle precedenti.

b4

Cosl ho esposto quei metodi di trattare i fondamenti dell’Aritmetica
che, a mio avviso, sono migliori. Procurerd d’ord in avanti di tenere
il lettore al corrente dei nuovi studii che si pubblicheranno su questo
soggetto.

Nelle pagine precedenti moltissime questioni sono solamente accen-
nate; le formule scritte contengono solo alcune delle proprieta delle
operazioni studiate. Il mio scopo in certi punti fu di far puramente
vedere come certe idee complesse si possano analizzare e decomporre
in idee pil semplici. Ma siffatte questioni a causa del loro interesse e
dell’importanza che hanno, anche per 'uso scolastico, meritano di essere
pitt profondamente esaminate; ed io raccomando vivamente agli studiosi
questo genere di ricerche,. .

Sarebbe pure cosa utilissima il raccogliere tutte le proposizione note,
che si riferiscono a certi punti della matematica, e pubblicare queste
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raccolte. Limitandoel a quelle dell’aritmetica, non credo si possa tro-
vare difficolta ad esprimerle in simboli logici; ed allora esse, oltre
all’acquistare nella precisione, acquistano pure in concisione; e proba-
bilmente le proposizioni riflettenti certi soggetti della matematica pos-
sono essere contenute in un numero di pagine non maggiore di quello
che richiederebbe la loro bibliografia.

Il trasformare in simboli le proposizioni e le dimostrazioni espresse
sotto la forma comune & spesso cosa facile. Ed & cosa facilissima ove
si tratti delle proposizioni degli autori pili accurati che gia analizzarono
le loro idee; basta nelle opere di questi autori sostituire alle parole del
linguaggio comune i loro simboli equivalenti. La cosa presenta mag-
giori difficoltd in altri autori; qui occorre analizzare completamente
le idee dell’autore, onde poterle tradurre in simbolij e non & raro il
caso che una proposizione pomposamente annunziata non sia che una
identitd logica, o una proposizione precedente, o una forma priva di
sostanza.

La Rivista di Matematica procurerd nel prossimo anno di pubbli- -

care delle raccolte di questo genere; quindi invitiamo i lettori a com-~
porne, e a volercene inviare.

Lettera aperta al Prof. G. Veronese.
Chliiarissimo Pi-ofessore,

Nel suo recente libro Fondamenti di geomelria a piu dimen-
stoni, ecc., Ella ebbe la bonta di occuparsi di miei seritti, dandone
qualche volta dei giudizi favorevoli al di 1a dei miei meriti. Perd mi
permetta poche osservazioni.

Ella a pag. XXVIII parlando affatto in generale dice:

Ad ogni modo non vediamo alcuna differenza Soslanziale fra
le ipotesi o postulati astralti e le definizioni o convenzioni di segni
necessarie allo svolgimento delia scienza.

E finché¢ questa confusione fra ipotesi e definizioni si riferisce al
suo lavoro, io condivido la sua opinione. Ma Ella aggiunge in nota:

Ad es. il sig. Peano [Arithmetices pr.) da come assioma: se
a e b sono numert inleri eguali, a-+ 1, b-+1 sono pure numeri
eguali. E pot come definizione: se p, ¢, p', q' sono numeri intert

p b4 7

qualungque ed é 77 st ha x rin x ri Questa proposizione

é evidentemente della stessa natura della prima.
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Ora io mi permetto di farle osservare che la mia definizione (2 det
¥ 8) fu stampata come segue:

r

fo »p_p p ¥ .
p,a. v, ¢eN.ont === weN.oZ, 2 5eN:o,.
o ¢ ¢ g Tt
w£=m£,.
q q

la quale in lingmaggio ordinario suona:
« Se p, ¢, p', ¢’ sono numeri interi ‘qualunque, allora dire che le

due frazioni % e g sono eguali, equivale a dire che, comunque si

'

prenda Yintero x, purché i prodotti x—g— e aczq)—, slano numeri in-

teri, questi prodotti risultano eguali ».
Quindi Ella riportando quella mia definizione, sopprime il segmo

.0::, poi il gruppo di segni -———-.'.wsl\*.x{}, mgeN:, che corri-

spondono alle parole sottolineate; e se dopo questa soppressione le due
proposizioni Le sembrano d’una stessa natura, non credo d’averci io
alcun torto.

A pag. 608 Ella, a proposito dei miei Principii di Geometria,
dice :

Potremmo fare alcune osservazioni sw alcuni degli assioms del
Sig. Peano, spectalmenie sut primi, come anche sulluso di premet-
tere definiziont o dedurre leoremi che dipendono da assiomi dali
v tardi.

E in nota aggiunge: V. ad es. le prop. del § 2 e 1l teorema £
del § 5.

E poichd Ella tace queste osservazioni che potrebbe fare, io La prego
di voler spiegare come mai una fra le mie definizioni (che sono le
prop. del § 2), le quali tutte esprimono pure convenzioni di segni ab-
breviativi, possa dipendere da un qualche assioma, anziche dal mio
libero arbitrio.

E La prego parimenti di voler far vedere esplicitamente da qual
assioma consecutivo dipenda il teorema 2 del § 5, o altro teorema
qualsiasi del mio libro.

- In una nota a pag. 613 Ella si occupa di una mia polemica, parte
della quale, Ella dice, é »ivolfa contro gii iperspazii nel senso da
me (Veronese) infeso. E soggiunge che non é difficile rispondere
alle sue offermaziont (ciod di Peano).

Non mi oceupo della forma di questa sua sentenza. Ma osservo in
primo luogo che Iillustre Professore ¢ mio egregio collega C. Segre,
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con cui si sono dibattute alcune questioni, rispose bensi, ma senza
negare alcuna delle mie affermazioni sugli iperspazii; in secondo luogo
osservo che quelle mie affermazioni sugli iperspazii, se vere, distrug-
gono dalle fondamenta il libro ora da Lei pubblicato. Quindi non mi
pare di abusare della Sua bontd pregandola di voler rendere di pub-
blica ragione questa non difficile risposta alle mie affermazioni.

E mentre si attende questa sua risposta, fra la mia affermazione
accompagnata dalla prova, e la sua negazione scompagnata dalla me-~
desima, non parmi dubbio il giudizio delle persone di buon senso.

Colla massima stima ho l'onore di professarmi

Torino, 1° dicembre 1891.
Suo devotissimo G. PEAXNo.

Il teorema fondamentale di Trigonometria sferica.

Siano @, b, ¢ le faccie d’un triedro, «, B, ¥ i suoi diedri. Pren~
dansi tre vettori A, B, C diretti secondo gli spigoli del tricdro, ed in
grandezza eguali all’unitd di misura. Si decomponga B in due vettori
B' e B, il primo diretto secondo A, ed il secondo normale ad A; e si
decomponga analogamente C nei due vettori C, parallelo ad A, e C" nor-
male ad A. Sard B=DB+B" e C=C+C"; onde moltiplicando (ossia
facendo il prodotto interno dei due vettori) si ha:

BXC=BXC+B XC+B"XC+B"XC"
Ma BXC=ecosa, B X C=cosbeosc, B X C'=B"X (=0,
B" ) C"=sen b sen ¢ cos a,
onde €os @ == €0s b cos ¢ + sen b sen ¢ cos «
che & la formola cercata.

Questa elegante applicazione del prodotto interno devesi al sig. E. Car-
VALLo, Sur une généralisation du théoréme des projections (Nouvelles An-
nales de Mathématiques, t. IX, agosto 1891). L’A. incomincia questa breve
comunicazione dicendo:

« Il s’agit d’une conséquence immédiate du théoréme des projections.
Elle est bien connue, trés employée en Mécanique pour évaluer le travail
d’une force, et pourtant elle est généralement omise dans les cours de
Mathématiques spéeiales. Serait-elle donc de peu d’usage en Trigonomsétrie
et en Géométrie analytique? Je veux montrer ici qu’au contraire, dans les
deux cas, elle peut rendre de grandes services et simplifier beaucoup les
démonstrations ».

E porta come esempi la dimostrazione della formula ora considerata, e
della formula che da, in assi obliqui, la distanza d’un punto dall’origine.

11 prodotto interno dei due vettori A e B é indicata. dall’A. con A|B,
secondo Grassmann. P.)
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RECENSIONE

Guida al caleolo delle Coordinate Geodetiche di NICODEMO JADANZA,
Professore di Geodesia nella R. Universita e di Geometria pratica
nella R. Scuola degli Ingegneri di Torino. — Torino, Loescher,
1891, — Prezzo L. 4.

I punti della superficie terrestre sono individuati quando per ciascuno
di essi si conosca la latitudine, la longitudine rispetto ad un dato meri-
diano, e Ialtezza in metri sul livello medio del mare. In molti lavori di
geodesia si considerano i punti come giacenti al livello stesso del mare,
ed, ove occorra, ad essa si riducono con processi di caleolo. Si viene cosi
a sostituire alla superficie reale terrestre, una matematiea : si ritiene che
questa sia un’ellissoide di rivoluzione schiacciata ai poli; per le costanti
di essa si addottano quelle determinate da Bessel ; od in taluni casi quelle
di Clarke. Sopra Dellissoide di Bessel un punto & determinato tostocha’se
ne conosce la latitudine e longitudine: la lunga determinazione astrono-
mica di esse, e sopratutto gli scopi della geodesia pratica, hanno reso ne-
cessario di determinare con altre coordinate di piwt spedita ricerca i punti
di quell’ellissoide.

Cosi si determina un punto M rispetto ad uno dato A, a mezzo della
lunghezza della geodetica AM e dell’azimut di essa contato nel senso Nord-
Lst-Sud-Ovest da 0° a 360° dal meridiano di A. La geodetica e ’azimut di
essa. sono le coordinate geodetiche polaré del punto M rispetto alla ori-
gine A. La longitudine e la latitudine di M sono le sue coordinate geo-
grafiche. i

Se immaginiamo per il punto A condotto il meridiano e per il punto M
{a geodetica MC ad esse perpendicolare e che lo incontra nel punto C ;
Yarco di meridiano AC, e quello di geodetica MC, sono dal Prof. Jadanza
chiamate coordirate geodetiche ortogonali del punto M. Gli autori che
prima del Jadanza si occuparono di questo argomento, chiamavano le co-
ordinate testé definite, coordinate sferiche ortogonali, per rammentare la
sfera ausiliaria che aveva servito a Soldner, che pel primo le introdusse
in Geodesia, nel definirle, e che fu sempre, fino al Jadanza, adoperata in
taluni casi ad esse relativi.

11 passaggio dall’uno all’altro di questi sistemi di coordinate costituisce
uno dei pidt importanti problemi della geodesia: di esso si oceuparono, i
geodeti pitt conosciuti, giungendo per diverse vie a varie soluzioni. I trat-
tati di Helmert, Jordan, Andrae, Borsch, Zachariae, riassumono tutti quei
lavori, non senza contributo di nuove aggiunte.

11 Prof. Jadanza, con pochi teoremi di geometria differenziale, di facile
dimostrazione (*), e collo sviluppo della serie di Legendre fino al 5” ordine

(') A pag. 8, linea 36, invece di A4’ eguali, deve leggersi, come appare
<chiaramente da tutto il contesto, AA’ perpendicolari ed eguali,
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inclusivamente, & riuscito ad ottenere delle formole semplicissime e pra-
tiche veramente per la risoluzione numerica del problema della trasforma-
zione di quei tre sistemi di coordinate, nel caso pit comune di moderate
distanze, cosi importante pel computo delle reti geodetiche e pel calcolo
delle deviazioni della verticale,

Ci pare utile ed elegante assai la formola (20) a pag. 28:

’ — S ]
log (¢ —¢)~logfm—KS—LS ,
che, se non andiamo errati, ¢ data per la prima volta. Quest’espressione
da la latitudine ¢’ dell’estremo di un areo di meridiano di lunghezza 8,
quando si conosce la latitudine @ dell’altro estremo; a mezzo di essa son
resi pil facili e sempliei i risultati finali, in grazia delle tavole numeriche
ausiliarie che danno i logaritmi di K ed L: di ¢i6 hassi un evidente esempio
a pag. 32 ove studiasi la relazione fra le coordinate geografiche e le geo-
detiche ortogonali, e piu avanti (pag. 35 e seg.) ove si tratta del calcolo
delle posizioni geografiche dei vertici di una rete trigonometrica. Nella
trattazione di quest’argomento viene addotto come esemnpio numerico quello
stesso che trovasi a pag. 838 dell'Istruziome per i lavori trigonometricé
pubblicata nel 1889 dalla Giunta superiore del catasto. Le formole del
Prof. Jadanza sono tali, come egli stesso afferma in nota nella Prefazione,
da permettergli di ottenere risultati della medesima esattezza risparmiando
la scrittura di cinquantacinque numeri di 5 o 7 cifre eiascuno. Ogni cal-
colatore, che sa quanto semplicita e brevita significhino sicurezza di non
sbagliare, apprezzera altamente quei procedimenti rigorosi ad un tempo e
spediti.

La Guida del Prof. Jadanza contiene altresi una facile dimostrazione
di parecchie formole date da altri: le tavole annesse, in parte note ed in
parte nuove, furono dall’autore estese cosi che le sue formole possano ser-
vire per tutte le regioni comprese fra i paralleli aventi le latitudini 35 e 70°.

In appendice al lavoro son dati un cenne ed una tavola ausiliaria pel
computo delle coordinate rettilinee reftangolari di un foglio della carta
d’Italia : coordinate che 1’autore chiama a buon diritto coordinate dello
Stato Maggiore, perché furono adoperate dall’Istituto Geografico Militare
Italiano nella costruzione della carta d’ltalia al centomila, che & comune-
mente nota col nome di Carta dello Stato Maggiore. La tavola ausiliaria
va dal parallelo di 36° a quello di 47°, quanto serve ampiamente per I'Italia.

Nel complesso pertanto del libro, che stiamo esaminando, si hanno i
metodi per passare dalle coordinate rettilines rettangolari alle geodetiche
e viceversa, il che & necessario in molti casi della pratica.

Noi siamo certi che quanti studieranno questa Guida al calcolo delle
coordinate geodetiche del Prof. Jadanza, conchiuderanno come noi, che
esso & un pregevolissimo lavoro, che non pud non tornare grandemente
utile alla pratica dei caleoli geodetici, mentre in certi punti contribuisce
efficacemente al perfezionamento di talune deduzioni teoriche.

Torino, Novembre 1804, O1TAVIO ZANOTTI BIANCO.
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