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RIVISTA DI MATEMATICA
Vol. IV, — 1894

. ESERCIZI DI FISICA MATEMATICA

del Prof. ViTo VOLTERRA

Mi permetto di presentare ai lettori di questa Rivista alcune note
sopra varii punti delle teorie fisico-matematiche. Questi articoli non
hanno lo scopo di offrire sia risultati originali, sia ricerche condotte
con metodi originali. Come il loro titclo lo denota essi hanno un fine
molto pitt modesto, quale & quello di presentare alcune semplici ap-
plicazioni delle teoric che ordinariamente si svolgono in un corso di
fisica matematica; ed & percio che spero abbiano da rieseire non inutili
per chi cerchi delle esercitazioni sopra argomenti uditi nelle scuole.

I
Sulle funzioni potenziali.

. 1. Nella teoria del potenziale si dimostra che, se in un dato campo,
ove non esistono masse, le tre derivate della funzione potenziale sono
nulle, esse si conservang sempre nulle finché non si attraversano delle
superficie o degli spazii ove sono distribuite delle masse. I1 teorema
sussiste, tanto se il campo dato & una porzione qualunque dello spazio,
quanto se esso & un pezzo di superficie cosi piccoia come si vuole,

Questo teorcma conduce alla conseguenza che, quando sopra un
elemento di superficie si conosce il -valore della funzione potenziale e
della sua derivata rispetto alla normale alla superficie, la funzione
stessa & determinata in tutta la parte dello spazio i cul punti possono
-collegarsi mediante una linea continua colla superficie, senza incontrare
masse. Mediante una ben nota formula dovuta al Poisson si risolve il

‘problema della costruzione effettiva della funzione potenziale quando

si suppongono noti i valori di essa e della sua derivata rispetto alla
normale nei punti di un pezzo di piano tanto piccolo quanto si vuole.
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Questa notevole formula stabilisce un legame fra ogni funzione po-
tenziale ed una funzione di due variabili complesse. Indipendentemente
da questo resultato il Mehler (*) ed il Beltrami (**) hanno mostrato
che i potenziali simmetrici possono connettersi colle funzioni di una
variabile complessa, per mezzo di una formula la quale, senza ricorrere
a sviluppi in serie (*+*), risolve il problema di costruire una funzione
potenziale simmetrica quando se ne conosce il valore lungo una por-
zione dell’asse di simmetria. '

I due resultati hanno relazione molto intima fra loro. Il ravvici-
narli e farli dipendere in modo molto semplice dalle formule sul po-
‘tenziale dell’ellissoide, che di solito si espongono in ogni corso sulla
‘teoria del potenziale, credo che sia cosa non del tutto inutile, tanto piu
che la formula di Poisson suole ordinariamente ricavarsi dall’integrale
generale dell’equazione del suono, ed in un corso sulla teoria del po-
tenziale pud riescire comodo di ottenerla invece direttamente valendosi
soltanto di resultati gid stabiliti nella detta tecoria.

2. Partendo dalla funzione potenziale di un’ellissoide di rivolu-
zione intorno all’asse maggiore, e supponendo che due degli assi ten-
dano a zero, si trova la funzione potenziale di una retta sotto la formna

o X

V———-na’}\
i

w?_’_y2 z? )
A a®+ A Al

- ,
at—+ A

in cui 2 a rappresenta la lunghezza della retta, @, y, 2 le coordinate

del punto potenziato, riferite alla retta presa come asse z ed a due

altre « e y ortogonali, supponendo 1’origine nel punto di mezzo della

retta stessa. Fra la densitd in un punto della retta e la funzione f passa

la relazione

Are la radice positiva dell’equazione

xZ_*_ y? ) 22

Hel=— =m0

(*) Zur Theorie der Veriheilung der Elekiricilit in leilenden Kirpern,
Math. Ann. XVIII Bd. .

(**) Sulle funzioni associale e specialmente di quelle della calutla sfe-
. réica. Mem. Ace. di Bologna, S. IV, T. IV.

(***) Vedi THoMsoN und Tatr. IIandbuch der Thearetischen Phisik. l Bi,,
11 Th., § 546.

BEARTE

In modo analogo la funzione potenziale di un disco circolare di

raggio b giacente ncl piano oy col centro nell’origine pud mettersi
sotto la forma

at+yt zz) LdA
[ A (bg—i—)\.)'/}\,

ove fra la densita p, (s) del disco in un punto distante dal ecentro di

e o /
V1=nb2’}‘q) 1
. 2

z2=1> Vl — s ¢ la funzione ¢ passa la relazione

(24) pue) = | L a1 BL2)
. « 0 ‘/s — l/ 8
la cui relazione inversa &

d
20) pi) =t 8 —

o s —
2, ¢ la radice poriliva dell’equazione

n? +-y2 22

=1—" "2 7 0 (*
H,» 1 s 0 (*.
Ora V diventa eguale a V, prendendo
. 1.
ih=a , @(s):—zf(s,‘.
Infatti avremo
,rac 1 2 22 2 d ;\
Vi=—ra ——f\1—wo+”—-i)——/z
JA oa C (—ar+2) "%

e cambiando in questa formola X in a® <+ A ¢i ottiene

Rale o] 2 2 2 d}\
®  V,=na] f{l—m Ty 2 ) =V.
J 2y A a® ~+ A ll/a2+7k
Dalle (2) segue _
s £ (u)d 1 f(o : .
P1 (6)::—' f /(—) _——(‘l_ /- )
0 !s—pa

e dalla (1)
t) == ¢ (aVT=5)

Vi=w);

(1) = —
A

a
7 I/l —

(*) Vedi BerTI, Teoria delle Forze Newloniane, pag. 85 e seguenti.



quindi

‘ («l|/1~#) 1p(@

(4a) p‘(s)_2"»‘>ls— Vi=w " “ s

Dailla (2b) si deduce i)oi la relazione inversa alla presente.
d
(4b) p(8)=— a‘ M_
<0 ! / 1 ___; “

Osserviamo che, come la funzione
m

Vae—aF+y—y)+¢—z)

-rappresenta la funzione potenziale di un punto d1 massa m ¢ di coor-
dinate o,, ¥,, 2,, cosi potremo dire che

m

Ve =@, +iz)P+ [y — @+ i9F + e — G+ 1)

2 la funzione potenziale di una massa m concentrata nel punto im-
maginario dello spazio avente le coordinate &, 4w, , y‘—‘—z Ys
z,+1z,.

Cid -premesso le formule (3), (4 a), (4b) conducono alla seguente
proposizione:

Teorema la. Abbiansé tre assi x, y, z ortogonali, ed una massa
distribuita sull’asse z dal punto —a al punto a colla densitd p(z)
(essendo p (2) = p(— 2) ). La funzione potenziale di¢ una tale massa &
uguale a quella di una massa distribuita nei punti immaginarii del
piano &y di coordinate -

g=ircos6 , y=irsend , (a>rx0)

colla densitd superﬁczale

, PVI=R) , _ 1:@
! ]/s—,u l/l—-/./. a,7:‘ 's
essendo
[Gosemao -
§=1-—=.
T a

— 5 — :
Teorema 1b. Abbiasi una massa distribuita nei punti del cerchio di
raggio b situato mel piano xy col centro nell’origine, colla densita
superficiale p, (r) . Questo disco avra la stessa funzione potenziale du
una massa distribuita net punti immaginarii dell’asse z di coordinate

iz (X))

zb{ pu(w)d

Vicu

colla densita

essendo
. 22
ﬁ .

In particolare, prendendo successivamente le densita pep costanti
ed eguali a K, i teoremi precedenti divengono:

Teorema 2a. La fungione potenziale di una massa di densitd co-
stante K distribuita sull’asse,z dal punto — a al punto a & uguale
alla funzione potenziale di una massa distribuita nei punti immagi-
narii del piano 'y di coordinate

§=1 —

x=1dircosl , y=1irsenf , (axr>0),
cilla densita superficiale

' K

T V a? —r?

Teorema 20. La funzione potenziale di un disco omogeneo di den-
sita K di raggio b situato mel piano xy col centro nell’origine, é
uguale alla funzione potenziale di una massa distribuita nei punti
immaginarii dell’asse z di coordinate

py=

: iz (I=zx—10)
colla densitd lineare

p~—2:KVb2—22

Un altra conseguenza del teorema la & la seguente.

Teorema 3a. La funzione potenziale di due punti di masse —+ 1
e — 1 situati sull’asse z alle distanze rispettive +a ¢ — a dall’ori-
gine, & eguale alla funzione potenziale di un doppio strato distribuito

- ned punti immaginari del piano xy di coordinate

Z=1ircosb , y=irsenfd , (axr0)

‘o

col momento
1

Mo == = e,
z‘,/az_,,.z



Supponiamo infatti dapprima distribuito sull’asse z dal punto — a
al’punto a una massa omogenea M, di densith — K. Essa avrd la stessa  °
- - funzione potenziale della massa M," di densitd superficiale

. K
Pi = f mp————
P l Q% — 12

-

distribuita nei punti di coordinate
x=ircosd , y=irsenf , 2=0 {axr0).

Distribuiamo poi sull’asse z una magsa M, della_densitd —+ X dal
punto — @ <+ ¢ al punto a—+¢. Ad essa corrisponderd una massa M,
distribuita nei punti di coordinate

x=1"ircosd , y=dirsenf , z=—c¢ (a>=r>0)
colla densita superficiale
b —
e —
. 77."/ a? — 1'2

Prendiamo ’insieme delle due masse 3, e M, e facciamo tendere ¢ a
zero, mentre K ¢ si conserva _eguale ad 1. Otterremo al limite sull’asse
z due punti di masse -+ 1 e —1 alle distanze +a e — a dall’ origine.
Prendendo invece l'insieme delle due masse M, e M, “al limite si ot-
terrd un doppio strato di momento

1
w l/ @
Il teorema resta cjuindi dimostrato.
In modo del tutto analogo partendo dal teorema (2b) relativo al
disco omogeneo e passando da esso al caso di un anello circolare si
trova il teorema seguente: :
‘Teorema 3b. Un anello circolare di densita egquale ad 1 situato nel
pzcmo wy col centro nell’origine ha la stessa funzione potenziale di |
ana massa dzstrzbmta nei punti zmmagmm it dell’asse z . .

P iz '(bé{é—b) -
- colla densita " . .
A . 2‘7:2)— C
REEr

_

3. Premessi questi teoremi, denotiamo per semplicity con m, la
massa distribuita sull’asse z secondo l'ipotesi fatta nel teorema 2a e
con m, la massa equivalente distribuita nei punti immaginarii del
piano 7y e analogamente indjchiamo eon m, l'insieme dei due punti
materiali considerati nel teorema 3¢ e con m, il doppio strato equi-
valente distribuito neci punti immaginarii del piano ay. Abbiasi un
sistema qualunpque di masse che supporremo esterne al segmento del-
Vasse compreso fra 2= —a e z=-+«a. Sia V la funzione potenziale
delle masse . Pel tcorema di Gauss il potenziale P, di m su m, sard
eguale al potenziale di m su m,’. Ora il potenziale di m su m, si eal-
cola immediatamente e si trova

P1=I(Ja_aV(O,0,z)dz.

Per avere il potenziale su m,” bisognera prendere la V mei punti
del piano ay ciot V (r,y,0) e prolungarla per i valori complessi di
2 e di y. Otterremo cosl la funzione di due variabili complesse
®) Vi{z+ig,y+1i{,0)
tale, che

Vieg+iE,2+147,0f=0,{=0=V(@,¥,0).

La (5) da i valori della funzione potenziale delle masse m nei punti
immaginarii del piano «, y; quindi otterremo immediatamente:

R e ir.id
1=_~—E‘ d&] V(ircosﬁ,irsenﬁ,O)u—r—;
. o Jo ]/az_,,.z
> 27 Q o d
_E de[ V(ircosf,irsent,0) ——t
7o Joo l/(l?_,,z
- Eguagliando i due valori trovati per P, si ha
S rdr
[ V(0,0,z)dz-——— daf V (ircosd,irsend, 0) T2l
J—a 7". ! at — pt
e derivando i due membri rispetto-ad a
) V(OOa)-+—V(O 0,—a)=
d »d
—1——[ dﬂf V(zrcosﬁ irsenb ,0) L
7 d l/ae__,.z

v Attt Ml turnres
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In modo analogo prendiamo successivamente il potenziale P, delle
masse m su m, e m, , tenendo conto del modo con cui vanno calcolati
i potenziali sui doppi strati otterremo

P,=V (0,0 a)—V(O 0,—a,

‘. 2% ) zdr
(6) P, ———————f dﬂer (ircosf,irsent, O)]/ =
27 @ rdr
= —1—f dg| Vi(ircosb,irsent,0) ——-—,
%Jo ° 3 ',a2_12

ove V'; rappresenta la derivata parziale di V rapporto a z; funzione

che dovremo supporre prolungata anch’essa per i valori complessi delle

variabili & ed y. ‘ -
Eguagliando fra loro i due valori trovati per Py, abbiamo

NG V(0,0,8)%V(0,0,—a) =

1 27 o . rdr
._f -dé V'z{ircosé,u'senﬂ,O)——/—-—————
7, l

P ——

Dalle (6) e ("7)1 segue

1402 e rdr
V 0, 0 a) 27rdaJ dé"o V(u cos b, senﬂ,O)l'/ae_—(r?
' rdr
( d& V (ucosﬂ irsend,0) ————.
'/az_,.‘z

formula precedente da luogo all’altra

W V@,y,9= |
o 1 d (27 "z rdr
— dﬁ V{x—+1i 'cosﬁ +irsend,O
Txdz)y Jo (@ircost,y ),/z___,sz
L2 (P 6,y+irsent,0) rdr
T d’,‘+l COS 4 ir
+27I . f ( ] 2 Y. ‘/zg_rz’.

. la quale ¢ vahda ammettendo che la pamllela all’asse # che dal punto
&,Yy=—2Va al punto &,y ,2 sia esterna alle masse m,

. Cambiando l’orlglne nel piano «,y e ponendo 2 in luogo di a la -

—_9 —

Questa formula (*) scioglie evidentemente la questione di determinare
una fanzione potenziale V (z »¥;#) quando si conosce sopra un pezzo
di piano ¢ esterno allo spazio occupato dalle masse, il suo valore e quello.
della sua derivata rispetto alla normale al piano ¢. La soluzione si otterra
prendendo gli assi ¢,y ,2 in modo che il pezzo di piano o appartenga
al piano « , y . Bisognera quindi considerare le funzioni note V (2, y, 0),
V. (x,y,0) e prolungarle pei valori complessi dellc variabili z e Y
finalmente si applichera la formula (A). In tal modo si determineranno
i valori di V(& ,y,2) nella porzione del cilindro 8 simmetrico rispetto
al piano x y, avente per base ¢ entro il quale non ecapitano masset
ma una volta determinata la V entro S si potra prendere un pezzo
di piano arbitrario ¢ contenute in S. In esso conosceremo il valore
di V e della derivata rispetto alla normale, quindi potremo ripetere
per o' le stesse operazioni gia escguite per ¢ e cosi procedendo di se-
guito potremo prolungare la funzione potenziale V fincheé sard possibile,

Come abbiamo detto fin da principio la formula (A) stabilisce un
legame fra le funzioni potenziali e le funzioni di due variabili com-
plesse. I1 teorema a cui si perviene mediante tale osservazione & il
seguente.

Teorema 4. Siano F (¢, ,{,) ¢ ®({,,{,) due funzioni arbitrarie
delle variabili complesse {, e {, reali per ¢ valori reali di T, e {,.

Sta 6 un campo tale cle per tutti ¢ valori veali di x ¢ y interni
a ¢ le funzioni

F@8le,y) » 2,812,y

. -* . . . . N}
8¢ comportano regolarmente ed oltre a cio ¢ raggé di convergenza dei
detti- elementi siano sempre superiori ad R. In tale ipotesi, posto

‘ $y=w+ircosb , {,=y-+irsend,
la funzione C :

(&) Vie,y,2)=
1 iﬁ rdr
27 dz 1/22_7

n2”(1& O (x+ircosd,y -+—usen6) rdr
0 MR ]/zz_,.z'

daé ] F(ac+1rc050,y+u sen ) ———

gode delle sequenti proprieta :

(*) La formula (A) é la formula data da Poisson nel § (8) della sua Me-
moria .Sur les équations auw différences partielles. Mem. de I’Acad. des
Sciences, T. 1,
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19) entro il cilindro 8 simmetrico rispetto al piano ®y avente per
base ¢ ¢ per altezza 2R & reale finita e continua insieme alle sue de-

-rivate ;
20) entro S soddisfa Vequazione differenziale

A*V =0

39) sul pezzo di piano ¢ st ha

) =@,y

02 'z=)

- v
V,y,0=F@ |
Per dimostrare direttamente questo teorema, cominciamo dal con-
siderare la funzione
27 ~2

1
f(:c,y,z)=§—n{ d&’ F(w+z‘rcos€,y+z‘rsen) —
‘ Jo , ‘z e

Per mezzo di una integrazione per parti, avremo

. ) 1 27 F-4 aF ah‘ .
f (,y,2)=2 F (2,y)+ 2—7;‘ , dé‘[ . (GJ{, icos 6 5

e quindi

af z [«23 .--z< ) dr
——-—Fac e dao ——zcos0+——— isen b)) —————.
dz ( 7y) 2 T) e ' Z‘ o gg '/22__ r?

Da questa formula segue

g?f 1 r27: [z(agzcosd+33§ z.senﬁ)
. i 2

]/zz 2
.

2n
5 j . dﬁ ’ (a gitCOE! 3 ,8,2 isen

dor

- Mediante l’integmzibne per parti rispetto a ¢, si"ha

22—7'2 dr

,,/ 2t )

’ dﬁ] 5_3720035+3§ zsenﬁ}TiLz
L ¢ e z - o
# F \ rdr
—_— ’0 2 ¢ co 6-——-—-co’6)—-—-———~
o( 8y sf”" et o 8% Ee

— 11 -

e mediante integrazione per parti rispetto ad =

2 oF ‘
(——/ICOSﬁ'f-‘aF 1Sen6)__(il_1_~=
J, 5%, T T,
[:(8‘ 2 cos 6+ ) 1%
2y, «;2"5011, ﬂ) arco sen;ilo_
- 92F a ’\2]!1
373 008 6 — 2 o s _ £ »
‘0( ¢, ag,‘agzscnécosxﬁ 57z .)arcc_).senz‘dz,
onde
27:
& 6L oF )
2 7 4 COS § ~4- - _
27-.-.‘0 [ (33" S +85 ¢ sen 0)[/22*7.2—
1 2 ~z 82F aF
(e P B g o FF Y
27/, “0 Vo3¢, . 3;’13§2scn cosa‘ 8{2%2 /’ L
quindi
R 1 2w z »F FF\ rde
57=2_( as ("‘—2—-—)
2 LR LS 3{1 3?2 '/22 *z
Ora
f 2 1 X 2z aep - .
1) sm+ 5~ dgl (ZF o_Q)J_d“_a—__
Yy o Jo 08, ag"/z’__q-“”
dunque
2 2 2
() e or o

5.5”— azl

Analogamente ponendo

; -27r
(8) ¢lx,y,2): —~] ‘ D (x—+12ircos 7./+irscn'5) rdr
2 — g
avremo ' :
. o0 2z 27 -1 a(p
) 57=0(r,y)+5— ds feos 400 g ) -
o 2 .’ o ‘ (a;’l 5 agg”scu /‘ P g
. o 8’ | 32? '
11 o r
(11) v +5:=0.

Dalla (A’) segue
v of
(@,y,2)= 3 -+ ¢




g - 12 —
quindi '
A2V =0
e a cagiose delle (9) e (8)

V@90 =) o=y

Dalle (10) e (9") si ha poi

' .(%Yz>z:o = (gg?f)mo - (gg)zﬂ =@

I facile finalmente riconoscere che V & reale. Infatti dalla (A') segue
‘che mutando ¢ in ¢+, V non deve mutare, e questo cambiamento
ejuivale a mutarc nella (A') stessa, ¢ in —<.

4. Procediamo per i potenziali simmetrici, in modo analogo a
quello che abbiamo tenuto precedentemente nel caso dei potenziali ge-
nerali. Chiamiamo m, la massa distribuita nell’anello secondo il teorema
3b, ed m,’ la massa equivalente distribuita nei punti immaginarii del-
l’asse z. Il potenziale sopra m, di un sistema di masse m distribuite
simmetricamente rxspetbo all’asse z, saxa eguale al -potenziale di m
sopra m,'s

Denotiamo con V (r, z) la funzione potenziale della massa m. Il
potenziale di m sopra m, sard

—

X.» 275V (,0)

ed il potenziale sopra wm, si otterra plolungando i valom d1 v (r 2)
per valori immaginarii di z, ed avremo -

-—( V(O 12) ——— 2ib tdz

o=

qumd1 eguaunando questi due valori del potenzxale risulterd’

_az
l/b —

v, 0)————J VO ,42)

.

" da cui si deduce 1mmedxatamente

(12) . V(v .z)—- 1"?' V0,24 i8) ————
A '7 . — ( ? 3 |/1'z—~82.

)

— 13 —
Separando in V (0,2 -+ 4s) la parte reale dalla parte immaginaria,
si otterra
V(©0,z2+1is)=v(z,8)+iw(@.8)=F(z+1s)
d’onde '
ds

. 2 ”
(B) V(?‘,z)=-—;{—fo?}(z,$)‘/r2———i—s2.

Questa formula di una reclazione fra una funzione potenziale sim-
metrica V (r,2) e la parte reale della funzione di variabile complessa
che & reale sull’asse reale z ed assume su questo gli stessi valori di
V (r,2) per » =0. La formula precedente si pud invertire e si otterra

a (" vtz
®) vie, )= i/—(“—i
- 7'_

- Passiamo a considerare la funzione associata alla funzione \v'(v-,z) e
cerchiamo di esprimerla mediante la funzione di variabile complessa
f(z=is). A tal fine immaginiamo due dischi omogenei di censitd — K
e K ediraggio b normali all’asse z i cui centri sono sopra questo asse
ed hanno le coordinate z e z+ Ii. Il potenziale delle masse m sopra
questi due dischi sard dato. da

tdt.

2nfb]1’1'V(-r,z+h)dr+27: fb—- KrV(r,2)dr=
[ /0
27rfbK{V(r,z+h)—V(r,z)}rdr.
0

Ma feneudo presente il tcorema 20, lo stesso'poteuziale potra espri-
mersi ancora sotto la forma

fb bV(o,z+h+is)(—2iKl/’b?—s2)ids+
Toro e VT s
f bV(O,z+zs)(2zKlbg——s?)zds=

2 [ K {V(0,2+h+i5)—V(0,2+4s)} V= as

1
onde avremo, posto A = n
-b | ) b P
J V(i ,z+7;) V(r,z) rire L I V{0, z+zs+z’,l V(0,2+13) ‘ I,
¢ nJ—b

0
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Facendo tendere h verso zero, si ottorra
1Y 3V (0,2+is)

W(i,2)=—

Viceas |
LIV} oz )

in cui W (»,2) denota la funzione associata alla V {r,z). La formula
precedente si potrd ancora scrivere con facili trasformazioni

: 1,7
(12) W(r,z):—l—J V(0,24 i8) e sds
3 : ) p l gt
OVVvero
- . .
(0 W(r,z)=—2[ w(2,8) - sds
J oo P2—g?

che & appunto la formula che cercavamo.

Le due formule (B) e (C) risolvono il problema: Dati ¢ valori di *
una funzione potenziale simmetrica lungo un segmento dell’asse di ;
simmetria esterno alle masse attraenti, determinare la funzione stessa

" e la funzione associata in punti esterni all’asse appartenenti ad un
cilindro circolarve retto (avente per asse il segmento dato) entro il quale
non st trovano masse attraent:. Basterd percid prolungare i valori dati
della fanzione potenziale simmetrica per valori complessi dell’argo-
mento; quindi applicare le¢ formule (B) e (C).

-1 -

La géométrie des masses.

Monsieur Haton de la Goupillidtre vient de publier dans la Revue
génirale des Sciences pures et appliqu’es (15 juin 1893) un article fort
intéressant sur «la géométrie des masses ». Nous allons présenter une
analyse succinte de cet article.

En dehors des grandeurs considérdes en Géométric (longueur, sur-
face, volume, angle), on considere en Mccanique trois nouveaux éléments
irréductibles, le temps, la force, la masse.

“L’étude des mouvements en Telation seulement avee le temps con-
stitue la Cinématique (Ampére).

I/étude des forces, indépendamment du temps et de la masse, forme
la Statique.

Enfin 1’étude des masses, conjoinctement avx notions de geometne,
et en dehors de toute considération de temps et de furce, constituc la
giometrie des masses.

M de la Goupillitre est un de ceux qui sc sont le plus occupés
avec cette branche des Mathématiques (Nouvelle théorie de la géométrie
des masses, thése de doctorat, 1857; Premier et Second Mémoire sur
la Gcomcto ic des masses, Journal de 1’Ecole Polytechmque, XXXVII
cahier, etc.).

La notion de masse qui entre chez ces recherches peut, au besoin,
étre remplacée par celle, plus abstraite, de coefficients numériques
adjoints d’une maniére quelconque aux divers points de l’espace, d’une
surface, d’'une ligne, etc. (masses positives et négatives).

Les théories qui constituent aujourd’hui la Géométrie des masses
consistent dans 1’étude des intégrales de la forme Zm f(x,y,2), éten-

-dues a lensemble d’un systéme anatériel quelconque, et ne différant,

d’un cas & 'autre, que pour la nature de la fonction caractéristique.

_ Elles se rapportent soit & la recherche des centres de gravité et des’

moments d’inertie, soit du potenticl. Les intégrales considérées dans

R e
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"ses recherches ont diverses formes, telles que: = m &, pour les centres
de gravité,

Sma?, Sm@+y?), Sm@d-+yt-+2)
Smw'[(@— &P+ (Y —y)P—+ (2 —2))

" pour les moments d’inertie, et = pour le potentiel, ete,

]/ o+ Y+ 2t ]

Parmi les recherches relatives aux centres de gravité, commencées
par Archimgde, on peut citer lc théoréme de Guldin (généralisé par
M. Koenigs), la méthode des tangentes de Tschirnhausen et Lhosplta},
les propositions de Giulio, Schellbach et Lhuillier sur. l?s figures sphe-
riques, la théorie de Steiner sur les centres de gravité de co%rb}n‘e,
celle des surfaces de caréne, les théorémes remarquables de Y\armg:,
Newton, Chasles, Liouville, Duhamel, Humbert sur les surfaces'alge-
briques de degré quelconque, ete. M* de Goupilliére nc,)mr.ne ensuite un
grand nombre d’auteurs qui se sont occupés avec la theorie Qe.s cen.tres
de gravité. Nous relevons dans cette liste les noms de I}el]avxtxs, Brian-
chon, Clifford, Collignon, Dupin, Hausen, Pettersen, Ribaucour, St.urm,
ete. On aurait pu ajonter A ces noms ceux de Mibius (Barycentriscles
.Calcul) et de Grassmann (Ausdehnungslehre). '

La théorie des moments d’inertie presente plus d’unité que celle
des centres de gravité. On peut citer les recherches de Poinsot .(e]~
lipsoide d’inertie), Mac-Cullagh (ellipsoide de gyrat'io?), A_mpél.‘e, Blr.xet
(surfaces homofocales enveloppdes par la triple série des plans pr}n-
cipaux), les surfaces des ondes de Townsend, Dussaude et de Peslm,
le travaix de Lagrange, Battaglini, Chelini, Fouret, Reye, Yung, ete.

La théorie du potentiel, explorée d’abord par Green, Chasles, Gjral.lss ,
‘Lamé, ete., est plus connue que les précédentes et M* de la Goupilliere
n’en donne pas la bibliographie.

CYPAR. STEPHANOS,
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A difesa della seconda edizione degli « Elementi d’Euclide »

Altra risposta al prof. 1.AZzERL

Per maggior brevita non tratterd ora la questione dell’equivalenza, ri-
serbandomi di far ¢id in un articolo a parte; nel quale, dopo d’avere esteso
a tutte le grandezze geometriche le dimostrazioni delle proposizioni E ed F,
le quali sono state oggetto di critica, dimostrero che il processe seguito
nella proposizione E per decomporre in parti rispettivamente aguali le
parti non eomuni di due poligoni uguali, aventi una parte comune, non dj
mai luogo ad un numero infinito di operazioni. Talché esso non sola &
sempre giusto, ma & applicabile, come vedremo, oltrechd ai poligoni, ai
cerchi, alle superficie chiuse da ellissi, ai poliedri, ai poligoni sferici, ecc.

Tornerd invece sopra due punti dell’altra questione riguardante la fusione
della geometria piana colla solida, i quali non furono forse ben chiariti nel
precedente mio articolo. E, in primo luogo, dird che non ho mai voluto
far dipendere, com’¢ naturale, tutta la fusione da una questione di postulati.
Dissi, che se la fusione, come ne ha dato prova anche il signor Lazzeri,
vien fatta ammettendo il postulato del diedro, allora essa ¢, in que! punto
#'intende, scientificamente un errore; e si riduce anzi ad un vero artifizio,
allo scopo, di poter comprendere in un solo enunciato le proprieta dell’an-
golo e quelle analoghe del diedro. La proprietd del diedro di essére rove-
sciabile é un teorema e non un postulato; dunque essa dev’essere collocata
al suo posto fra i teoremi. E allora é evidente, che lo studio dei diedri
dovra farsi precedere da quello degli angoli, da quello dei triangoli, e infine
dalle nozioni di retta e piano perpendicolari. Logicamente adunque questi
due studi, degli angoli piani e degli angoli diedri, non si pessono tenere
uniti; onde il mandarli di pari passo, come vuols il nostro eritico, allo
scopo di « risparmiare ai giovani tempo e fatica », sard sempre una cosa
fatta ad arie, la quale non contribuira certamente a dare ad essi una vera
e propria educazione scientifica. Veda quindi da cid il signor Lazzeri, che,
poste le cose in tali termini, non ¢ pid questione di non voler esperimentare
un metodo piuttosto che un altro; si tratta invece di errori, sui_quali, se
non é nocivo, & assolutamente inutile fare delle esperienze.

Sul postulato dell’angolo, il critico esimio se la ¢ava, secondo suo solito,
mediante considerazioni molto vaghe; invece di farmi sapere, com’io gli

Rivista di Matematica (febbraio 1894). 2
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aveva chiesto, se 1a rovesciabilita dell’angolo é veramente un postulato o

un teorema. Avrebbe preso forse una grossa cantonata, quando nella sua re-
. censione asserl « che dalla possibilita di rovesciare un segmento si pud molto
" facilmente dedurre la possibilita di rovesciare un angolo e viceversa?»

E veniamo ora a c¢id che il professore egregio chiama deplorevole equi-
woeo. To dissi che il De Paolis erasi dichiarato didafticamente contrario
alla fusione. Ebbi torto di non aggiungere subito i» un primo studio della

‘geometria; ma sembrami che ci¢ poteva benissimo essere sottinteso: perché

tanto nella prefazione al primo libro d'Euclide, quanto nell’ultimo mio
articolo, la mia opposizione alla fusione si & sempre ristretta ai primi ele-
menti di geometria; e, come gia dissi, nei limiti, pid o meno, dei primi
quattro libri d’Euclide. Del resto non ecredo che le mie parole debbano
ritenersi esagerate, se penso che il De Paolis pubblico il suo libro, quando
ne! Ginnasio inferiore era obbligatoria la Geometria intuitiva, e che egl
era tra coloro che volevano mantenuto tale insegnamento; ed ancor piu,
se penso che il libro stesso & stato scritto, come dice il nostro critico, « con
un indirizzo puramente scientifico, e che Vautore lo riteneva piu adatto a
servire di guida agli insegnanti che agli studenti ».

Non a me dunque deve essere rivolta la taccia di sconvenienza verso il
morto illustre: la sconvenienza la commette chi riduce a questione per-
sonale una discussione, la quale avrebbe dovuto mantenersi nel sereno
campo didattico e scientifico. .

Riguardo poi alla lettera scritta dal professore ch’io chiamai amicissimo
del De Paolis e dal critico egregio riprodotta, mi piace far osservare, che
essa & tutta gratuita 1a dove dice «'ma da questa storia all’asserzione che
aneo nei gradi pit elevati d’istruzione liceale, il libro sarebbe stuto didat-
ticamente inservibile, mi par che ci sia una differenza sostanziale ». Se,
come gia dichiarai ’altra volta, io stimo cosa ben fatta cominciare lo studio
della geometria solida avanti il quinto libro d’Euclide, ed esso fa parte del
programma destinato al secondo corso liceale; vuol dire ch’io ammetto che
si possa studiare la geometria solida al second’anno di liceo, e quindi, se-
condo il gusto di chi insegna, pud il libro del De Paolis servire anche al-

. Vistruzione liceale. Poi osserverd, che la storia; cui sopra s’allude, mi fu
narrata dallo stesso professore, dopo che egli erasi trovato meco perfetta-

mente d’accordo nella questione tanto dibattuta. .
Dopo la fusione, il critico esimio, tornando a eensurare le proposizioni I,
XI1I, XXII del primo libro, mi chiama difensore d’Euclide; e l’altra volta
invece aveva detto ch’io rivedevo le bucce ad Euclide. Potrei dimostrargli,
che tali proposizioni sono facilmente giustificabili colle proprieta della retta

e della circonferenza di dividere il piano in due parti; ma & assai meglio

non perdere pidt tempo. Dird soltanto che, difendendo in questo punto I’'Eu-.
clide, ho difeso anche 1’opera del prof. Betti; il quale é appunto l’autore
della nota che si trova alla flne della proposizione XXII. 1 quindi oppor-

tuna la domanda: come va che il sig. Lazzeri mostra d’avere tanto rispetto -

per un morto illustre, e non ha alcun riguardo per un altro morto ancor
pit illustre? .| . T L. .

Lot e
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Entrando poi a parlare dell’uso d’Euclide nelle scuole, 1 nostro critico
dice: « L’obbligo d’usare Euclide nei Licei imposto nel 1867, credo sia stata
«cosa provvidenziale... Ora in 26 anni le cose sono cambiate e molto. Ormai
& entrato nella coscienza di tutti, che le proprieta geometriche devono
essere insegnate senza alcun sussidio dell’algebra e dell’aritmetica ».

Benissimo!... Ed & proprio qui ch’io voleva cogliere il signor Lazzeri.E
prima di tutto gli domanderd: 1'addebito di ricorrere al numero collo scopo
di dimostrare proprieta geometriche, a chi & diretto? ad Euclide o agli
autori moderni? Ad Euclide, no sicuramente; perché & appunto da lui che
noi abbiamo appreso il metodo puro di trattare la geometria; dunque I'ad-
debito va agli autori moderni. Difatti: senza punto curarmi degli imitatori
di Legendre, e parlando anzi di coloro che hanno seguito il metodo Eu-
.clideo, dird che sono appunto gli autori moderni, i quali hanno fatto di-
pendere dal numero il concetto d’equivalenza; mentre si dimostra, come
io ho gia fatto (*) che tal concetto é indipendente dal numero, finito o no,
i parti rispettivamente eguali, onde due grandezze possono decomporsi.
[ sono pure gli autori moderni che continuano a far dipendere dal numero
.anche il concetto di proporzione. B facile persuadersi di cid esaminando
I'autore che ha riscosso pil approvazioni di tutti: voglio dire il De Paolis.
Egli infatti definisce la proporzione cosl: « Quattro grandezze, prese in un

<certo ordine, fanno proporzione, se la seconda e la quarta sono contenute .

sempre uno stesso numero di volte in due grandezze equimultiple della
prima e della terza, secondo qualunque numero ».

Qui & evidente che non solo il numero serve ad esprimere quante volte
la seconda e la quarta grandezza sono contenute, con resto o senza, nelle
—equimultiple della prima e della terza; ma & l’uguaglianza di due numeri
che stabilisce il concetto di proporzione. Quindi é una relazione numerica
<che serve a definirne una geometrica. Euclide invece, il quale dopo tanti
secoli continna ancora ad esserci maestro, volendo definire una relazione
geometrica non ricorre mai al numero, ma bensi ad un’altra relazione
geometrica; ed infatti 1a sua deflnizione di proporzione suona press’a poco
in queéti termini: Quattro grandezze, in un determinato ordine, fanno
proporzione, quando le equimoltiplici, secondo qualunque numero, della
prima. e terza sono maggiori, eguali o minori rispettivamente delle equi-
moltiplici, pure secondo qualunque numero, della seconda e quarta gran-
dezza. Cid pud chiarirsi e rendersi pit intelligibile cosi: se 4" e C' sono
arbitrarie equimoltiplici di due grandezze omogenee A e C, B' e D' altre
arbitrarie equimoltiplici di due grandezze omogenes B e D, la relazione:

v_>_ P ee 12 U
AZB ..CZD

.da sempre luogo all’altra:
A:BuC:D;

(*) Vedasi il mio opuscolo: Ancora a proposito dell’equivalenza e di
allre questioni geometriche. Firenze, Stab. tip. Fiorentino, 1893.
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e viceversa. Quest’ultima relazione dicesi proporzione delle quattro gran-
dezze A, B, C, D considerate nell’ordine con cui sono scritte. Da cio &
manifesto, che Euclide passa al concetto di proporzione servendosi delle.
relazioni di maggiore, eguale o minore.

Tale concetto che, senza dubbio, rivela nel Geometra greco un acutis-
simo ingegno, il mnostro critico osa chiamarlo contorto e laborioso. Ed
egli intanto, non sapendo far nulla di meglio, ha pensato bene di schivare
1a difficoltdh trattando le proporzioni fra grandezze geometriche solamente
per mezzo del numero; e poi ci viene a dire, che ormai é entrato nella
coscienza di tutti che le proprieta geometriche devono essere insegnate
senza alcun sussidio dell’Algebra e dell’Aritmetica. Bravo davverol...

E non si obbietti che nella definizione surriferita ¢’¢ P’idea di numero
intero, perché quest’idea & solamente nel concetto di moltiplice e di equi-
moltlplice. Ora & chiaro che cid non costituisce difetto; perché del numero-
intero, esprimente cioé collezioni di cose eguali o simili, non si pud fare a
meno; e senza di esso non esisterebbe non solamente la geometria Eucli-
diana, ma neppure quella di posizione. Per rendersi ragione di cid basta
pensare ai diversi problemi che la geometria risolve: per esempio al pro~
blema della divisione d’un segmento e d’un angolo in parti uguali, alla
somma degli angoli interni di un poligono, ece. ...

in sa2guito alle parole surriferite, il nostro critico poi aggiunge: « quello
che era buono 26 anni fa, non & pitt buono ora; e non é pitt possibile miglio-
rare Euclide rimpolpettandolo: bisogna servirsi dei materiali, ma costruire
di nuovo ». E va bene: concedo che bisogni e che si possa anche rico-
struire; ma con quali mezzi? Con quelli furse di cui ha dato prova il signor
Lazzeri, confondendo cioé teoremi con postulati (*), e riuscendo a bandire
dalla geometria il concetto di proporzione? Proprio come se esso non
appartenesse che alla sola aritmetica? Oh, povera Geometria, cosi costrutta!

Sembrami poi che ad attaccare oggi I’Euclide, dopo tanti secoli di esi-
stenza, non ci voglia né un gran merito né un gran coraggio. E naturale
che la Geometria abbia fatto, in tanto tempo, anche nel campo elementare
molti e notevoli progressi, e che quindi il testo del Geometra greco risulti
ora incompleto. In ogni modo perd, se & vero che. esso & inferiore ai trat-
tati moderni per copia di cognizioni, & anche vero che n’é superiore per
chiarezza, semplicita e rigore di metodo. Onde io sono fermamente con-

vinto, che il testo medesimo, specialmente come libro educativo da adot-"

tarsi nelle scuole classiche, abbia sempre sugli altri libri i suoi vantaggi.
La gualcosa credo abbiano pensato anche il prof. Betti, che mi dette ’in-
carico di curare la seconda edizione, ed il prof. Dini, il quale mi scrisse
esortandomi ad accettare. Essi adunque non credevano, come ’esimio signor
Lazzeri, che la geometria d’Euclide fosse oggi diventata cadavere.

(*) Vedansi gli Elementi di Geometria dei prof. G. Lazzeri e A. Bas~

* sani, Livorno, 1891: pag. 12, Post. VII, 3°; pag. 17, Post. 1X; pag. 34,
Post. X, 1° Co
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Tutto ¢id parmi piu che sufficiente a dimostrare, che il nostro critico
@on ha aleun diritto di tacciare i professori delle scuole classiche, i quali
qon pensano come lui, di pigrizia e d’inesperienza, o di voler fare come
facevano i loro nonni e bisnonni. Quel che noi facciamo, abbiamo ormai
-dato prove di saperlo non meno di luij e in ¢id non altro ¢i guida, che
4a salda coscienza di compiere il nostro dovere.

Ora venga pure il giudizio del pubblico intelligente.

Firenze, 31 novembre 1893.

M. GREMIGNI.

A proposito della nota

« Rettificazione i alewns inavvertenze in un moderno trattato di peodesia »

Il Chiar. Sig. Prof. Vincenzo Reina, della Scuola degli Ingegneri
in Roma, ci ha inviato un elenco stampato di correzioni ed aggiunte
-al Fondamentt di Geodesia di ENRICO PUCCI, che si trovarono ma-
noscritte di propria mano nella copia dell’opera posseduta dall’autore.
Da quest’elenco appare che la prima svista accennata nella nostra nota,
-della quale sopra scrivemmo il titolo, era gia stata riconosciuta dal
compianto prof. Pucci e corretta. L’egregio Sig. Prof. Vincenzo Reina

¢l prega di far cid conoscere ai lettori della Rivista; di buon grado
-soddisflamo a questo desiderio che attesta dell’amichevole riverente

memoria che il Prof. Reina serba per il suo predecessore, e dell’animo
buono di questi che gli seppe procurare si delicati sentimenti.

Torino, 16, I, 1894.

Ortavio ZANOTTI BIaNco.
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Sulle derivate apparenti.

Nota di Groio Ascoll, a Milano.

Se io derivo la quantith y in quanto essa dipende dalla variabile-
indipendente x formo la derivata totale di y rispetto ad x, la quale

d
suole indicarsi di preferenza col simbolo a%; , nella ipotesi che l'ele-

mento y sia funzione soltanto della grandezza X. Se all’incontro ’ente:
y dipende da m (= 2) variabili X, z, ... fra loro indipendenti la deri-
vata totale di y rispetto ad x suole rappresentarsi da molti con la no-
tazione g}—{ e chiamarsi dai pitt in modo, secondo me, poco opportuno
la derivata parziale diy rispetto ad x. Adunque, ciascuno deil due
d .
simboli a—'z e g}{ accenna alla derivata dell’ente y in quanto dipende
v .
dalla variabile indipendente x. Dal primo perd arguisco che la funzione
y dipende da un solo elemento che pud mutare ad arbitrio, mentre il
secondo afferma che il numero di tali elementi non & inferiore a due..
Cid premesso, si abbino le relazioni y = £(Xpy Xp) Xy =1(x), Xp=
m (x), laddove tra le grandezze ¥, X,, X,, X non vi & altro legame.
Di conseguenza, possiamo scrivere la relazione:

dy _ 8y dx, 2y dx,
dx  2x, dx  9x, dx ’

che suole enunciarsi cosi:
. 8¢y & una funzione delle wvariabili X, ed x, e se ciascuna d

queste ultime dipende dall’ente X, me avviene che la derivata totale
di, y rispetto ad x & uguale alla derivata parziale della grandezza y
vispetto ad x, nella derivata totate di X, rispetto ad x pit il termine

© - dedotto dal precedente scambiando la quantitd X, con Valtra X,

I ‘facile perd Vavvertire che questo enunciato non & esatto.

'Infatti, la derivata parziale ‘della funzione y rispetto ad X, si ot-
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tiene derivando y in quanto dipende da x,. Ora, essendo X, =m (x),
x, =1(x), ne consegue che la variabile x, dipende da x, e che la
grandezza cui si accenna nel teorema precedente col simbolo % non
& la derivata parziale pel significato di poc’anzi. '

Nel teorema’ detto or ora la derivata parziale di y rispetto x, si
ottiene fingéndo per un momento che le due variabili x, ed x, sieno tra
loro indipendenti e formando ‘quindi mercd I’espressione f(x,,X,) gli
oy oy ‘
ox, ' 0%,
non conforme al vero, & assal poco opportuna. D’altra parte, si pud
farne a meno accettando il concetto di derivata apparente.

Io derivo la variabile y apparentemente rispetto all’elemento X, se,

enti . Ma, & manifesto che questa finzione, siccome del tutto

osservando soltanto al modo merce il quale la funzione y & espressa’

formalmente mediante la quantita X, derivo vispetto a gquest’ultima
applicando le note regole di derivazione delle funziont esplicite di una
sola variabile. .

La derivata apparente di y rispetto ad x si indicherd con 1a nota-

zione
&)
ax!

L’ultima eguaglianza va dunque scritta cosi:

ay _ (9.\') dx;, (d.V) dx,

dx BVx,/ dx = \dx,/ dx ’

ed enunciata nella maniera che segue.

Se Uelemento y ¢ una funzione delle variabili x, ed x,, laddove
ciascuna di queste ultime dipende dalla variabile indipendente x, la
derivata totale dell’elemento y rispetto ad x & uguale alla derivata
apparente di 'y rispetto ad X, nella derivata totale di x, vispetto ad
x, pits il termine analogo che st ottiene scambiando la variabile X,
con Valtra X,.

L’elemento

( 2 ((EX)» (y'—fﬁ(i’%’t)7X1=1(X)7X2=m(x)) s

ox, \\3x,

che mi indica la derivata apparente rispetto ad x, della derivata omo-
nima relativamente ad x,, si rappresenterd con la notazione pil sem-

plice . .
=2
aX, axg - 8x2 axi ’

. . e
ST A L S -s S
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essendo, come & manifesto, indifferente 'ordine di pit derivazioni sue-
cessive apparenti. .

La formola che da la derivata seconda di una funzione implicita
¥ della x, definita dalla relazione f(x ,y) =0, diventa mercé la nuova
notazione :

) (E) —2 (&) @) B~ &) (&)
dy  \ox®/ \\gy ox 95/ \ox/ \3y oy ax))
o (&) '
. ay// - : '
Ho avuto occasione di convincermi dell’efficacia del eoncetto tanto
serplice di derivata apparente nel mio insegnamento di Calcolo diffe-
renziale impartito all’Istituto Tecnico Superiore di Milano.
Cosi, ad esempio, quando voglio trovare le derivate parziali di una

funzione implicita z delle variabili indipendenti x ed y definita dalla
relazione F (x,y,z2) =0, faccio come segue. Posto

t=f(x,y,2)=0 , ho
ot (at>+ @E) oz 0,

x  \ax 3z/ ax

Senza la fatta convenzione dovrei fare
ot ot ot 3z

X . 9x  dzax’

ot ot - ot 9z

oy oy 9dzay’

t

ed il simbolo g-;‘ comparirebbe nella prima relazione due volte con di-
verso significato, ne) primo membro sarebbe cio2 la derivata parziale
della funzione t=F (x ,V,1(x, y)) rispetto alla variabile indipendente
x, nel secondo invece la derivata apparente della relazione t = F(z,y,z),
indicandosi eon z=1(x,y) la funzione definita della eguaglianza
F(x,y,z) =0.

. t .
.La stessa cosa si ripeta della notazione % che’ compare nella se-

conda delle due ultime eguaglianze.

- Milano, 28, 1, 1894. _ .

RECENSIONI

Ernesto CrsAro. — Corso di Analisi Algebrica con Introduzione al
Calcolo Infinitesimale. Torino, Frat. Bocea ed., 1894. Prezzo L. 12.

Un nuovo libro molto pregevole & il Corso d’Analisi del professore
E. Cesiro. L’autore, dopo di aver posti i primi elementi delle sostitu-
zioni, intraprende lo studio delle Matrici e dei determinanti; ne da
con chiarezza, rigore e concisione le principali proprieta ed il teorema.
<di moltiplicazione; si occupa dei determinanti reciproci e dei loro mi-
nori, dei determinanti simmetrici, emisimmetrici e pseudosimmetrici;
applica la teoria dei determinanti alla risoluzione e discussione dei
sistemi d’equazioni e di forme lineari ed alle trasformszioni lineari
delle quali, dopo uno studio generale, considera particolarmente le
-ortogonali ed insegna a costruirle. Si occupa poi delle quadriche. Da
le prime proposizioni relative alle forme invariantive in gemerale ed
-agli invarianti ortogonali in particolare. Accenna alle forme canoniche
in generale, insegna a ridurre a forma canonica le quadriche e me
dimostra I'importante legge d’inerzia. Passando ai numeri, da le fonda-
mentali definizioni e regole di calcolo relative ai numeri irrazionali;
stabilisce i concetti e le proposizioni fondamentali del metodo e di-
mostra importanti proposizioni della teoria dei limiti. Si occupa poi
-distesamente delle serie semplici e doppie.

Passando alle funzioni, ne stabilisce i concetti fondamentali; dimo-
stra i principall teoremi risguardanti i limiti inferiore e superiore, fra
cui quello di WeiersTrASs; dimostra il teorema che da la condizione
necessaria e sufficiente per I’esistenza d’un limite finito di f(«) da un
lato d’un dato numero reale a: per le funzioni continue da, dopo
altri, 1 teoremi di WriErRsTRASS € di CANTOR. Si occupa poi della de-
rivazione delle funzioni inverse, delle funzioni di funzioni, di una
somma, d’un prodotto, d’un quoziente, d’una potenza, delle funzioni
-esponenziali e circolari. Intrattenendosi sulle proprieta delle derivate,
tocea il prineipio di condensazione delle singolarita; dimostra i teoremi
di RoLLE, di CaucHY, di LacraNcIA, di ’HosprTaL. S’occupa poi della
-continuitd delle fanzioni di pitt variabili, delle funzioni composte, della
derivazione dei determinanti e delle funzioni implicite; da il teorema
di Evnero per le funzioni omogenee. Dimostra le principali proposi-
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zioni relative alla convergenza, non uniforme ed uniforme, delle serie
di funzioni ed alla loro derivazione; per dare un esempio di funzione,
che non ammette mai derivata in tutto un intervallo nel quale &
sempre continua, considera la funzione di WerersTrASS. D3 la formula
- di TavLOR, con relativo resto, per le funzioni di una e di pil varia-
bili, e P'applica alla ricerca di massimi e minimi; negli esercizii parla
del metodo dei minimi quadrati. Insegna a calcolare i logaritmi vol-
gari mediante la serie logaritmica, la -quale utilizza pure per dimo-
strare la formula di STirLING, ed a calcolare = mediante la serie equi-
valente ad are tg «. Considera la serie binomiale ed insegna ad usarla
per il caleolo delle radici numeriche. D3 i numeri di BerxovLLI €
d’EuLero; da pure la formula sommatoria d’Eulero e ne presenta il
resto in forma propria, non avendo potuto dare il resto di MALMSTEX
Ja éui determinazione richiede l'uso del calcolo integrale; da pure la
formula sommatoria simbolica

fQ)+F @+ () =f(n+DB)—f(B)

con la quale calcola le somme delle potenze simili dei primi » numeri
interi ed, approssimativamente, la somma dei primi n termini della
serie armonica ed il prodotto dei primi n opumeri interi, ritrovando
cost la formula di STIRLING; considera anche i polinomii di BERNOULLI.

Passando ai numeri complessi, ne da i concetti e le regole di cal-
colo fondamentali, ed esprime con essi le radici del’unitd delle quali
da anche direttamente le proprietd principali. Si occupa dei limiti e
delle serie di numeri complessi; parla dei cerchi di convergenza delle:
serie di potenze ed accennai ai campi di convergenza di serie qualsiansi.
Occasionalmente, fa conoscere le funzioni iperboliche e le loro relazioni
"con le circolari; definisce le funzioni logaritmica ed esponenziale di
variabile complessa. Accenna al numeri complessi a pilt unitd, tra i
quali nota i numeri alternati; si ferma sui quaternioni pei quali da
con molta chiarezza, in poche pagine, le fondamentali regole di cal-
colo ed il teorema di HaMILTON.

Passando alla teoria delle equazioni, fa conoscere i metodi di elimi-
nazione di EuLero e di Bezotr; valendosi delle proposizioni premesse
sull’eliminazione, da del teorema di D’ALEMBERT la bella dimostrazione
di ‘CLiFsoRrD, che & puramente algebrica. Dopo insegna a formare la
equazione, che ammette per radici tutte e solamente le comuni a due
date equazioni; ed insegna pure a formare le equazioni, che ammet-
“tono rispettivamente come sole radici e semplici tutte le radici sem-

. _plici, tutte le doppie, tutte le triple, ecc. di una data equazione. Per -

facilitare il calcolo del discriminante di una data equazione, Osserva.
che, a meno d’un fattore numerico, & il risultante delle derivate par-

. -
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ziali del primo membro ridotto provvisoriamente omogeneo ed intero,
ponendovi —37 per « e moltiplicando per una conveniente potenza di y.

Considera poi le funzioni relativamente al numero di valori che pos-
sono prendere, se vi si permutino le variabili; si occupa prima di
quelle ad un valore o funzioni simmetriche per le quali da le formule
di GIrarD e di WawmiNG; dimostra che ogni funzione simmetrica in-
tera & funzione razionale ed intera delle funzioni simmetriche elemen-
tari; e da criterii basati sul peso e sul grado per facilitare il passaggio
da una fanzione simmetrica in pill quantita alla sua espressione nelle
fanzioni simmetriche elementari di tali quantitd, od inversamente;
ne fa applicazione al calcolo del discriminante, che eseguisce per la
equazione di 3° grado, ed all’eliminazione. Negli esercizi parla della.
Hessiana, della Jacobiana e dell’ingegnoso metodo di HALPHEN Dper
il calcolo di forme invariantive. Fa poi conoscere la forma generale
delle funzioni a due valori, alternanti e non alternanti; dimostra che
soltanto le funzioni simmetriche od alternanti possono avere potenze
simmetriche e che, delle funzioni a piu di quattro variabili, soltanto
quelle a due valori possono avere potenze a due valori; da funzioni
di tre e di quattro variabili, che hanno piu di due valori ed hanno
cubo a duc valori. Tratta poi dell’enumerazione delle radici per il
quale scopo da i teoremi di RorrE, di CarTESIO, di LAGUERRE, di
Bupan, di StorM, di BorcHarDT. Tratta poi della risoluzione nume-
rica delle equazioni; da per la determinazione dei limiti delle radici
le regole di Newrox, di LAGUERRE, di MACLATRIN, di LaAGRANGIA €
di TiLLotr; insegna a calcolare le radici razionalij fa vedere che una
radice, che sia sola del proprio grado di moltiplicita, & razionale e ne
deduct che 'applicazione ad una proposta equazione del metodo di
ricerca delle radici multiple pud occorrere solo se il grado della pro-
posta equazione & maggiore di 5; insegna a calcolare le radici irra-
zionali col metodo di NEwToN e FOURIER, del quale da pure interpre-

* tazione geometrica. Dopo tratta della risoluzione algebrica delle equazioni;

per la risoluzione della cubica e della biquadratica fa conoscere i me-
todi di HuppE, d’EuLero, di Cayrey e di LAGRANGIA; coi metodi
dovuti a Cayley ed a Lagrangia risolve anche la quadratica; pone in
evidenza gl’inconvenienti della formula di TARTAGLIA per la risoluzione:
dell’equazione di 3° grado ed insegna a rimediarvi; dimostra I'impor-
tantissimo teorema di RUFFINI sull’impossibilitdh di risolvere algebri-
camente le equazioni generali.di grado superiore al 4° e fa osservare
come i ragionamenti occorsi per tale dimostrazionc facciano scoprire
le formule di risoluzione delle equazioni di grado minore di 5.
S’occupa poi del calcolo delle differenze e della interpolazione; di-
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mostra il teorema di StAupT e Crausex sui numeri di Berxotvrur Poi
s’occupa di sviluppi fattoriali; insegna a riconoscere se un dato pro-
dotto infinito sia convergente; da gli sviluppi in prodotti infiniti di

senx e cos x dai quali deduce il valore di WALLIS per ?; ne deduce

anche uno sviluppo in serie di cotx dal quale prende occasione per
dare utili notizie risguardanti le somme degli inversi delle potenze
simili dei numeri interi; infine fa conoscere formule di Gauss, d’Eu-
LERO, di LEGENDRE e di WEIERSTRASS relative alla funzione gamma.
Chiude il libro con note ed aggiunte relative alle teorie svolte.

Gli esercizii, di cui il libro & ricco, sono molto interessanti e seielti-

in modo da provocare nella mente dello studioso quella elasticita, e,
dird anche, quel gusto artistico, che tanto giova per dare un’impronta
"-di genialitd ancora ai pitt serii lavori scientifici. Molte proposizioni,
specialmente della teoria dei limiti e delle serie, e certi sviluppi ot~
tenuti con 1’uso del calcolo simbolico e delle differenze, con coefficienti
<spressi in numeri di Bernoulli o d’Eulero, sono ricavati da note e
memorie pubblicate dall’autore nei diversi. periodici di matematica.

Genova, febbraio 1894.
F. Giupice.

Grunio Vivantr — II concetto d’infinitesimo ¢ la sua applicazione alla
matematica. Saggio storico. — (Mantova, Ditta Editrice G. Mon-
dovi, 1894) p. 134.

L’antico precetto « divide et impera » che con tanto successo venne
€ vien tuttora invocato e sfruttato da strategi e da politici, fu scelto
come ausiiiare anche per lo studio dei fenomeni naturali dai piu re-
moti investigatorl che ricordi la storia, i quali nutrivano fiducia che,
«ollo scomporre in parti un certo fatto o in tante fasi I’intervallo di
tempo durante il quale esso si compie, si rendesse pitt agevole il riuscir
vincitori delle difficoltd che presentava l'intelligenza del fenomeno com-
plessivo. Ma sventuratamente non si tardd ad avvedersi come, nella

- generalita dei casi, le parti o le fasi ottenute fossero di studio non meno
difficile del totale; tuttavia §’intravvide che, man mano si procedeva
‘nella suddivisione, le parti raggiungevano una semplicitd sempre mag-
giore, la quale garebbe stata cosi grande da concedere la soluzione del

. ~Proposto problema, ove la’ suddivisione stessa avesse potuto ripetersi
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un numero illimitato di volte: le dottrine fisiche degli atomisti (Leucippo
e Democrito, V Sec. a. C.) ed i conati di Antifonte e Brisone per
quadrare il cerchio (*) fanno fede che quel magnanimo sforzo neces-
sario per spiccare il salto dal finito all’infinito, & stato compiuto assai
di buon ora dall'umanitd procedente nel suo glorioso cammino dalle
tencbre alla luce. Ma il mediocre successo che ottennero i due sofisti
testd citati, lo spregio in eui anzi vennero tenuti i loro tentativi, fecero
bandire per lungo volgere di secoli dalle scienze esatte 1’idea di in-
finito ¢ proporre un artificio (quello che piu tardi fu detto metodo
di esaustione), esente da qualunque concetto trascendente, e che conduce
a quegli stessi risultati a cui menavano le argomentazioni basate sulla
nozione d’infinito; tuttavia non si tardd ad avvertire che tale procedi-
mento era un eccellente metodo di dimostrazione, ma un povero metodo
di scoperta (%), che fra Vintenzione di chi lo usava e la condiscendenza
del mezzo sorgeva assai spesso un deplorevole dissidio; e finalmente
venne un giorno in cui emerse con irrefragabile evidenza come per
la matematica I'uso ben regolato del concetto d’infinito fosse questione
di vita o di morte. Ora — come si arguisce da quanto sopra si ¢ detto
— questo concetto si presentava sotto due forme distinte ma intima-
mente fra loro connesse e pressochd complementari, giacche la divisione
eseguita un numero di volte ¢nfinitamente grande produce delle parti
di grandezza infinitamente piccola, microcosmo e macrocosmo, infinito
ed infinitesimo erano dunque concetti inseparabili I'uno dall’altro che
si richiamavano scambievolmente. Siccome perd la suddivisione non &
che il mezzo, mentre cid che maggiormente preme & il risultato di essa,
cosi V'interesse maggiore si concentra sul concetto di infinitesimo: se-
guirne il filo attraverso le menti e gli studi dei vari autori, arrestandosi
sui metodi di calcolo quel tanto che & sufficiente per indurre il modo di
vedere dei loro autori, ceco la ricerca che ha condotto a buon termine
1’A. del lavoro che porge il tema al presente articolo (®). .

In tale investigazione la prima domanda che si affaccia alla mente
&: qual’era il concetto che dell’infinitesimo erasi formato Leibniz? Ad
essa perd non & concesso di porgere una risposta molto onorevole pel
celebre emulo 'di Newton. Leibniz infatti — a cui non si pud negare

(1) Ofr. il I Libro-del mio lavoro su Le scienze esalte nell’antica Grecia;
n. 45, 43 e 49.

(?) La giustificazione di quest’asserto si trovera nel I1 Libro, attualmente
in corso di stampa, del mio precitato lavoro.

(3) Noto con piacere che esso viene a soddisfare un mio antico desiderio
che ho pubblicamente manifestato in questo giornale (Rivista, T. 1, p. 185
nota),
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di avere in generale acutamente intuita e sempre entusiasticamente signi-

ficata la veritd — ebbe a questo proposito delle idee variabili ed impreecise:
© questa incessante oscillazione si propagd dal maestro ai discepoli
{non esclusi Jacopo Bernoulli e Leonardo Eulero) i quali si industriarono
piuttosto @i dimostrare la feconditd delle idee del loro venerato capo
che di legittimarne i procedimenti. Gli & solo pilt tardi che la que-
-stione concernente la natura degli infinitesimi venne posta all’ordine
del giorno; essa provocd allora infiniti dibattiti, non sempre condotti
a filo di logica, e spinse a sostenere delle tesi che in parte soltanto
fanno onore a chi le escogitd. Sotto forma diversa tale questione riap-
parve nelle interminabili discussioni sull’angolo di contingenza la cui
prima radice & da ricercarsi nella prop. 16* del Libro III degli Elementi
di Euclide; ma su di esse non & il caso di arrestarei qui a lungo. Cid
che importa osservare & invece, che al concetto di énfinitesimo come
grandezza assolutamente nulla o meglio a quello di grandezza attual-
mente infinitesima, faccia riscontro l'idea di infinitesimo riguardato
come un elemento variabile generatore delle grandezze finite, riguar-
dato ciod come un ente di grandezza nulla ma che in un dato modo
e grado & dotata dell’ attitudine e della tendenza di generare delle
grandezze finite; in altre parole — per usare il linguaggio dei filosofi
— Uinfinitesimo considerato come grandezza intensiva. Da questo punto
di vista esso venne studiato da molti matematici e filosofi; e le varie
forme sotto cui &.stato presentato si riducono a due: la cinematica e
1a dinamica. Come tipo della prima si pud ritencre la constatazione
del fatto che il punto muovendosi genera il continuo, come tipo della
seconda la considerazione della tendenza del punto mobile a generare
il continuo. La ‘prima si pud far risalire a Giordano Bruno, a Tom-
maso Hobbes la seconda. Dal grande filosofo da Nola rampollano Sovero,
Cavalieri, Guldino, Barrow e Giovanni Ceva, dal filosofo inglese invece
discendono Galileo, Newton (che rivesti di forma matematica le idee
di Hobbes per farne la pietra angolare del suo grandioso edifizio),
Taylor e Mac-Laurin. .

Vista la ripugnanza generale dei matematici di fare lunghe dichia-
razioni sul modo in cui concepivano gl’infinitesimi, a ragione I’A. pensd
di sorprendere il segreto delle loro idee indagando il come essi le
applicavano, il che & tanto piit opportuno inquantoché nella storia
della matematica non mancano esempi di geometri c¢he, dopo avere
dichiarato come concepivano l’infinitesimo, nelle applicazioni gli at-
tribuivano un significato differente, forse perché il primitivo mal si
adattava ad essere tradotto in formole matematiche. A tale investi-
gazione & consacrata la seconda parte dell’opuscolo che andiamo esa-

_ minando. Nella quale, dopo un capitolo sul metodo di esaustione
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msato dagli antichi geometri (capitolo destinato principalmente ad
istituire un paragone fra quel metodo ed i metodi moderni), 'A. si

. arresta al metodo degli indivisibili metténdone in luce l’essenza, la

quale — per dirla in poche parole — consiste nel ritenere i corpi
costituiti da infinite superficie e le superficie da infinite linee; & noto
che esso venne metodicamente esposto ed applicato da Bonaventura
Cavalieri; prima di lui perd se ne servirono in varia misura Leonardo
da Vinci e Keplero; dopo venne trasformato da Wallis, applicato da
molti geometri ed assunto come modello da Grégoire de Saint-Vincent
nell’architettare il suo metodo ductus plant in planum. — Alle scoperte
come agli individui & necessaria una certa dose di fortuna per fare
11 Joro cammino nel mondo: e fortuna non ebbe il metodo degli indi-
visibili sorto durante i bagliori antelucani del metodo infinitesimale.
Questo, preparato dalle ricerche di Fermat sulla determinazione dei
massimi e minimi e delle tangenti alle curve e dagli ulteriori sviluppi
che queste ricerche ricevettero per opera di Huygens, comincia a rappre-
sentare la parte di protagonista che non doveva pill abbandonare, per
opera di Leibniz, matematico al quale il nostro A. sostienc appartenere
senza contrasto il calcolo se non il metodo infinitesimale: questo calcolo fu
dal marchese dell’[dopital per la prima volta esposto, venne magistral-
mente commentato da Varignon e dai due primi Bernoulli (a tacer
d’ altri) applicato a svariate questioni geometriche e meccaniche. Ad

esso fa splendido riscontro il mefodo dei limiti e delle flussioni; il |

quale non cedette dinnanzi al methodus incrementorum di Brook
Taylor né¢ alla théorie des fonction analytiques di Lagrange, e per

- merito di Cauchy acquistd quelle doti di indiscutibile rigore che gli

assicurarono un posto definitivo, stabile ed eccelso nello scibile mate-
matico. '

Ma per raggiungere questo desiderato intento, quante interminabili
discussioni, quale ingente sperpero di forza intellettuale fu necessariol
Ai nomi che abbiamo qua e la citati altri moltissimi se.ne potrebbero
aggiungere; le opinioni a cul alludemmo sono una piceola parte di

- quelle che vennero sostenute; i dibattiti di cui incidentalmente abbiamo

fatto cenno, sono forse i pitt memorabili, ma non gli unici che ricordi
la storia del calcolo infinitesimale !

Ora, di tutto quello che noi per brevitd abbiamo taciuto, come dei
documenti & sostegno delle nostre asserzioni, potrd il lettore avere
notizia dal lavoro di cui ei stiamo occupando; al quale accresce pregio
la ricchissima collezione di passi delle opere originali, col cui aiuto
chiunque &-in grado di controllare o discutere le conclusioni ed i giu-
dizi dell’A. E la diligenza spiegata dal prof. Vivanti nel riunire gli
atti del processo da lui fatto ai pitt illustri cultori del caleolo infinitesi-

e v
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'male, nonchd 'imparzialitd eon cui egli presicdette allo svolgimento di

esso, assicurano al suo scritto un posto onorevole mnella raccolta di mo-
nografie storiche che 1’et3 nostra va facendo con amorosa e lodevole

* caraj 'una e l'altra testificano in modo indiseutibile che della storia
" della scienza egli ha un altissimo concetto e farebbero credere che egli
avesse scelto per propria guida ed ispiratrice la sentenza di Hankel: -

la storia della matematica non deve semplicemente enumerare gli scien-
ziati e € loro lavori, ma essa deve altrest esporre lo sviluppo interno
delle idee che regnano mella scienza.

GiNo Loria.

Operec ricevute.

Feux Kiuew. — Lectures on Mathematics, reported by Alexander
Ziwet. New-York, Macmillan and Co., 1894, p. VIII + 110.

Grorxo Vivaxt. — I concetto d’infinitesimo ¢ la sua applicazione
alla matematica. Saggio storico. Mantova, G. Mondovi, 1894,
p- 134, L. 3.

Jon. THOMAE. — Die Kegelschnitte in rein projectives Dehandlung.
Halle a. 8. 1894. (Torino, Rosenberg et Sellier, L. 9).

A. BrpiirE. — Mathématiques et mathématiciens. Pens’es et curiosités.

Paris, Nony, 1893.

Prof. F. AMopeo. — Le operazioni sui numers intieri trattate per le
scuole secondarie. Napoli, Pellerano, 1894, pag. 50. L. 1.
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Sulla parte V del Formulario: « Teoria dei gruppi di punti ».

La presente parte del Formulario contiene, alquanto piit sviluppata,
la parte elementare della teoria dei gruppi di punti, quale fu pubbli-
cata nelle prove di stampa del Formulario, comparse nel 1892 (Vol. II
della Rivista), parte IIT, § 1-3. Essa serve di base a teorie pili elevate
sullo stesso soggetto, le cui formule vengono raccolte dal Prof. Vivanti.

Parecchie proposizioni sono contrassegnate con Def.; cid significa
che queste proposizioni si possono assumere per definizioni. Perd sif-
fatta indicazione & a considerarsi solo come approssimativa; poiche
solo quando si fa completamente la teoria d’un soggetto, le proposizioni
vengono distinte in definizioni e teoremi.

I1 § 1 tratta del numero (num) degli individui d’una classe. Le
definizioni sono quelle proposte nel mio articolo Sel concetto di numero,
Riv. di Mat., I, p. 258. Forse & possibile il farne un’altra teoria assu-
mendo come definizioni le ultime proposizioni di questo §.

11 § 2 si occupa dei massimi e minimi d’un sistema di numeri
reali; se ne danno le definizioni, e si enunciano le comuni proprieta.
Altre proprieta sono contenute implicitamente nel § successivo.

Il § 3 si riferisce ai limiti superiore ed inferiore d’un gruppo di
numeri- reali. )

I1 § 4 contiene le definizioni, e proprieta fondamentali dei numeri
complessi d’ordine qualunque # (o punti in una varietd ad » dimen-
sioni). La prop. 1 dice che per numero complesso d’ordine # si intende
la successione di » numeri reali. Le proposizioni successive definiscono
Yeguaglianza di due complessi, la loro somma, il prodotto d’un numero
reale per un complesso, il modulo d’un complesso. Queste operazioni e
proprietd sono affatto semplici; siffatte convenzioni servono ad espri-
mere le prop. doi § successivi affatto in generale. Le P24-31 conten-
gono la definizione e le proprieta del prodotto interno di due complessi.
Esse servono nel § 7, onde definire la classe dei punti medii fra quelli
d’una classe data. ,

Le ultime definizioni esprimono alcune notazioni sugli intervalli.

11 § 5 contiene le proprietd della classe derivata (secondo Cantor),

di una classe data.

Rivista di Matematica (marzo 1894). 3
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1. « Per classe derivata della classe « si intende l’insieme dei nu-
meri complessi « tali che il limite inferiore dei valori assoluti delle
differenze fra i numeri del sistema « diversi da x, ed  sia lo zero».

7. « Qualunque si sia il numero (intero positivo) p, la derivata
d’ordine p della classe u & contenuta nella derivata di » ».

12. « La classe derivata della classe ottenuta sommando due reci-
proci di numeri intieri positivi & costituita dai reciproci dei numeri
interi positivi e dal valore 0; la classe derivata di quella che si ot-
tiene sottraendoli, & formata dai reciproci degli N, da questi cambiati
di segno, e dal valore O ».

Le prop. 21-42 si riferiscono alle classi derivate d’ordine infinito e
dei varii ordini transfiniti d’una classe .

Le prop. 41-42 contengono le definizioni delle derivate a destra ed
a sinistra d’una classe % di numeri reali.

Data una classe w, risultano pure determinate tre altre classi, co-
stituite dai punti interni ad w (Iu), dagli esterni ad » (Ew), e dai
punti limiti di = (Zu). Il JorDANX, nel suo recente Cours d’Analyse, 1i
chiama points intirieurs, extirieurs e points frontiére. Queste opera-
zioni I, E, L hanno molte proprietd, enunciate nel § 6.

Data una classe wu, risulta pure determinata una nuova classe
(§ 7) Ou, che si pud chiamare « la classe u resa chiusa ». La sua
definizione differisce leggermente da quella di Du, e le sue proprietd
sono assai pill semplici di quelle di Du. La classe Cu & utile in pia
questioni di Analisi.

E infine, dato un gruppo di punti =, ne risulta determinato un
altro indicato con med u, e formato dai punti medii fra gli u.8e u &
una classe di numeri reali, con med « siintende Iinsieme dei numeri
compresi fra il limite superiore e l’inferiore degli «, questl limiti
esclusi (P 21). Se « & una classe di numeri complessi d’ordine n, con
med « si intende Vinsieme di tutti i complessi « tali che, comunque
si prenda il complesso a, il prodotto interno « |« (che & un numero
reale) risulti medio fra i prodotti a |« (che & una classe di numeri
reali). Qui sono riportate le proprietd pil semplici di questa classe. La
classe med u serve per estendere ai numeri complessi i teoremi delle
medie noti in Anpalisi infinitesimale. Cosi, essendo /¢ un complesso va-
riabile funzione della variabile reale ¢, si ha

(* frat = (o —aymed f (a=0).
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NOTAZIONT USATE NELLA PARTE V.

Essendo v una classe,

numu si legga « il numero degli u ». § 1PL.
Essendo % una classe di classi,

~*k sizlegga «la massima classe contenuta in tutte le classi & ».

wik » « la minima classe contenente tutte le classi k& ».

§1P9, 10.
Essendo % una classe di numeri reali,

max % si legga « il massimo degli % »

min u » « il minimo degli u » % §2PL2.

Tu » « il limite superiorc degli = »

1, % » « il limite inferiore degli « » z §3 P12

q. » « numero complesso d’ordine 7 » §47P1.

modx, o mx si legga <« modulo di = ».
@)y si legga « prodotto interno di « pér y». Il segno | si pud
leggere « indice ».
Essendo » un gruppo di numeri complessi,
Du si legga « la classe derivata di « » ' §5P1.

D% > «la classe derivata d’ordine infinitodiz»  § 5 P21.

Tu » « la cldsse dei punti interni ad »'>

Eu » « la classe dei punti esterni ad w« » /§6P1 9 3

Lu » « la classe dei punti limiti di % o ror e

contorno di % »

Cu » « la classe w resa chinsa » -

medu » « la classe dei punti medii fra gli « » g §7PL, 2.
Essendo w una classe di numeri reali,

Du si legga « derivata a destra degli u »

Du > « derivata a sinistra degli « » $§5 P1-42.

Molti termini usati nella teoria dei gruppi si possono esprimere coi
segni finora introdotti, senza bisogno di segni nuovi.
Issendo w un gruppo di punti, )
Duou.=.Cu=u.=.Lunu.=.wu & un gruppo chiuso (en-
semble fermé, abgeschlossene Punktmenge).
u0Du.=. u & condensato in s¢ (condensé en soi, insichdicht).
Du=1wu.,=. il gruppo u & perfetto (parfait).
wunDu=aA.=, u &isolato (isolé, isolirte).

G. PEeavo.
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Jon. THOMAE in Jena. - Die Kegelschnitte in rein projectiver Be-

handlung. Halle, L. Nebert, 1894.

Quest’operetta che, per via d’uno stile molto concettoso e stringato,
tiene assal pilt di sostanza che non apparisca alla mole (181 pagine

- in-89), riproduce, come VA. espressamente dichiara, tutto quanto si

trova in un libriccino sopra le forme piane di 1° e 2° ordine gia.
pubblicato fin dal 1873. Ma le ragguardevoli aggiunte portate in
ogni parte dall’ A. a questo suo precedente lavoro, segnatamente per
cid che riguarda le coniche e gli elementi ideali, danno carattere di
libro nuovo alla presente edizione, la quale pud vantarsi di offrire agli
studiosi un sugoso ed elegante trattatello &1 geometria proiettiva, sotto
molti aspetti originale; e ricco di varie esposizioni (come l’analisi di
certe configurazioni che piglian nome da Mac-Laurin, Desargues, Pascal,.

" Steiner, Clebsch, e uno studio sulle determéinazioni metriche nel piano)

che non trovan luogo per solito in altri trattati elementari della stessa.
materia.

L’A. segue le orme del v. Staudt quanto al metodo, facendo in

- somma astrazione, come egli felicemente si esprime, da qualsivoglia.

« sussidio di misure con unitd mobili nello spazio ». Ma per minore
scrupolositd negli enunciati e nelle dimostrazioni dei teoremi- se ne-
scosta, & mio credere; cosi che 'aurea parola del Maestro vinge sempre-
il paragone, dove questo & possibile. Si confrontino ad esempioi teoremi
sui triangoli prospettivi (pag. 8) e sui triangoli polari ad una conica (pag.

. 65 @ 77) come son proposti dall’A. (non meno che dalla pilt parte degli

serittori quantunque posteriori al v, Staudt), con le espressioni che di sif-

. fatte proprietd leggonsi ai §§ 89, 90, 242, 243 e 300 della « Geometrie:

der Lage » (*),
Come I’A..medesimo vuole osservato nella prefazione, Vopera sua,

(*) Nirnberg, Fr. Korn, 1847; o anche Torino, Frat. B.occa, 1889-
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mel mentre che per la purezza del metodo si stacca da quelle dei
#igg. Zech, Cremona, Rulf, Steiner-Schroter sullo stesso argomento, va
-distinta altresi dal notissimo trattato del sig. Reye, sia perché non
mira pilt in 14 delle forme piane, sia per I’adoperar che essa fa da per

Ctutto anche gli elementi <deali. Questi vengono definiti a coppie di

elementi -aggregati (cosi YA, in vece della parola coniugati, tenuta
per altri concetti geometrici) come involuzioni ellittiche nelle forme
semplici. Un st fatto procedere all’introduzione degli elementi im-
maginari in geometria proiettiva non & nuovo in Italia, dove, mered
un lavoro del sig. Segre (¥), riprodotto in sostanza nei trattati dei
sigg. Sannia ed Aschieri, esso & gid usato da gualche tempo a pro’
dell’insegnamento superiore.

Rechiamo qui le intestazioni dei vari capitoli del libro, a porgere
un’idea del contenuto: « Einleitung — Lineare Gebilde: die harmo-
nische, die perspective und die proiective Beziehung — Gebilde zweiter
-Ornung ; Aufgaben zweiten Grades -— Pol und Polare: Dualitdt —
Zdeale Elemente und die Involution — Kegelschnittbiischel und Schaaren
— Fortsetzung ; ideale Kegelschnitte — Zwet Configurationen und zwet
Collineationen — Massverhiilinisse — Nachirdge und Bemerkungen ».

Notevoli ci sembrano i due capitoli sui fasci di coniche, si per
Vimportanza dei risultati che vi son conseguiti, si per 1’eleganza delle
<costruzioni che vi si annettono. Le coniche ideali sono introdotte con
la definizione seguente, che pud facilmente ridursi a quella di Staudt.
Rispetto a un fascio di coniche, con quattro punti fondamentali ideali,
siano 4, B due punti coniugati, ¢ P, P', P" i tre vertici del trian-
golo autopolare comune a tutte le coniche del fascio, ove si suppone che
P'’e P’ giano i punti limiti, o coniche limiti. Allora ad ogni retta a
per B, che non sia separata dalla retta 4B mediante P’ e P", &
coordinata una conica del fascio, per la quale @ & la polare di 4.
Ma quando a & separata da 4 B per mezzo di P'e P” non esiste pill
una tal conica. In questo caso « noi aggiungeremo alla coppia 4a,
considerati come polo e polare, una conica ideale ». — Le due colli-
neazioni, di cui parla il penultimo capitolo, sono la omotetia proiettiva
(omologia) e la rotazione proiettiva (per la quale ognuna delle infinite
<coniche d'un fascio-schiera & mutata in s® stessa, ed & un punto unito’
il polo della corda di contatto comune alle medesime); e ognun vede
i motivi della preferenza accordata a questi due casi speciali.

Ma, particolarmente bello ed istruttivo dovra parere a ogni lettore
il capitolo finale sulla geometria metrica, dove in poche pagine —

(*) Nelle Memorie dell’Accad. delle scienze di Torino, 1886.
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— premesso qualche cenno sulle determinazioni metriche non-euclidée
— son poste chiaramente le basi della geometria metrica ordinaria
d el piano, considerata dal punto di vista della geometria di posizione.
E cid mi par tanto pit da lodare, in quanto che non mi & noto
alcun altro libro d’indole elementare, dove quest’argomento sia svolto
compiutamente, Essendo data nel piano un’ellisse B (cerchio) & quindi
due punti ideali 7' e T" (assolufo euclideo) comuni alla medesima ed

_ alla retta impropria del piano {retta all’infinito), I'A. chiama congruenti

due figure, le quali possan dedursi 'una dall’altra mediante una ro-
tazione proiettiva che abbia per punti unitii due punti T' e 7' ed un

_terzo punto reale qualunque (perno della rotazione); oppure mediante

un’omologia (traslazione), la quale abbia per asse la retta 77", e un
punto realc di questa per centro (¥). Detto M il polo della retta 7’7"
rispetto a = (centro di E), ogni angolo retfo col vertice in M & formato
da due diametri coniugati di E: duc angoli siffatti sono sempre ugualé

fra loro. Due rette qualunque per Af formano angoli adiacenti bisecats’

da quei due diametri coniugati di =, che son separati armonicamente
dalle due rette: quindi & che, preso a piacere un angolo retto in Jf,

" si pud dividerlo in 2, 4, 6, ... 2" parti eguali, formando cosl un rap-

portatore, al quale ogni angolo dato pud riferirsi mediante traslazione;
e si ottlene per questa via la misura di un angolo qualunque con un
numero seritto nel sistema di numerazione binario (presupposta la
continuita della retta (pag.2)). — Anche i semidiametri di = sono
eguali fra loro, e porgono l'unith di misura per le lunghezze o seg-
menti. Quest’unita di misura si pud trasferire sopra una retta qualunque
del piano con una traslazione; e cosi per. via di note costruzioni &
possibile determinare il numero di unitd, mezze unitd, quarti d’unitl,
ecc., contenuti in un dato segmento. Ma qui non & pur laogo da offrire
una deserizione sommaria delPintero capitolo: -basti il dire che esso
mostra altresi, bench? in forma succinta, una non piccola parte di cid-
che & argomento dei primi tre libri di Euclide.

Dopo la lettura di una tale esposizione vien fatto di pensare, se non'

sia questa propriamente la forma migliore che abbia prima o poi =
rivestire la Geometria elementare, oggl costituita quasi per intero
sul concetto di moto. X ben noto che i fondamenti della Geometria
elementare son tustavia controversi, e come una perfetta analisi dei
principii che ne sostengon Yedifizio (in armonia con le esigenze at-

(*) Forse alla.rgando di poco una tal deﬁmzxone (cos) sembra a chi scrive)
sl potrebbe comprendervi ancora, e senza uscire dal piano, il caso della
eguaglianza indiretta (la quale non & in somma che una certa omologla
mvelutox ia composta con una traslazione),

onnitalisin
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tuali di una mente erudita) non sia stata ancor fatta: dovecche ben
poco resta da fare intorno la Geometria di Posizione (*). Questo avviene,
perche fra i cambiamenti di rappresentazione o corrispondenze geo-
metriche, il moto fisico non & la piu semplice; come saremmo indotti
a credere dalla chiara nozione che abbiamo di tutte le sue proprieta,
rese a noi pit familiari dall’esperienza quotidiana. Ma altro & il cono~
-seerle, altro il discernere in esse i fatti primitivi dai derivati e co-
struirvi sopra un edifizio logico. E mi par chiaro, che questo debba
riuscire per forza pilt stabile se, in vece di poggiare sul terreno assai
vario « superficiale della corrispondenza di moto, abbia le sue fonda-
menta nel suolo pitt profondo ed omogeneo della collineazione gene-
rale, B non solamente dovra la Geometria elementare avvantaggiarsi
nel rigore per via di un procedimento siffatto, ma anche in quanto
a chiarezza (come fu gia rilevato da Staudt nella prefazione all’op.
cit.), e in quanto a semplicita di premesse.

A conforto di quest’opinione osserverd, che se si definisce la cor-
rispondenza di moto, o l’egualglianza delle figure, mediante traslazioni
e rotazioni proiettive, o altre speciali collineazioni del piano e dello
spazio, si pud far senza di molti postulati, che nell’attuale organamento
della Geometria elementare sono, o son tenuti necessari. Cosi & p. es.
del postulato affermante la possibilitd di rovesciare un segmento qua-
lunque; poiche si pud sempre con successive rotazioni proiettive scam-
biare 1'uno npell’altro due punti dati a piacere: e una cosa analoga
puo dirsi dell’angolo piano e dell’angolo diedro. Cosi diventa superfluo
il postulato che « una figura pud muoversi tenendo fermi uno o due
dei suoi punti, o anche tutti i punti d’'una retta » e l'altro che < per
fissare una figura ¢ necessario e sufficiente tener fermi tre dei suoi
punti non allineati » (**).

Torino, febbraio 1894.
Mario PiEri.

(*) V. p. e. le Yorlesungen titer neuere Geomelrie, del sig. M. Pasch
(Leipzig, Teubner, 1882), e i Principt di Geometria logicamente esposti,
del sig. G. Peano (Torino, Bocca, 1889).

(**) Tutto cid, ben inteso, finché si consideri la Geometria elementare
come una dottrina puramente ideale. Ché se poi vogliasi trattarla non
come scienza astratta, ma pid tosto come un ramo della fisica-matematica
(del che non conviene dissimulare i molti vantaggi, specialmente didattici),
io non diré che, pur tenendo la via superiormente accennata, si possano
come che sia risparmiare i postulati del moto: parendomi in vece che a
questi si debba presto o tardi fur luogo, se i principt e le deduzioni spe-
culative si vorranno riscontrare coi futti, e identificare con le idee che

l'espemenza c¢i apprende intorno ai medesimi.
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Trasformazione d’ogni curva algebrica
in altra priva di punti multipli.
Nota di M. PiERI

Che una qualunque curva algebrica (senza infiniti punti multipli)
sia trasformabile razionalmente in una curva sghemba priva al tutto
di punti singolari, si dimostra dal sig. Porxcarg nella Nota « Sur les
transformations birationnelles des courbes algébriques » (Comptes rendus,
te 117, 3 Juillet 1893). Di questo teorema offre il presente articolo
un’altra dimostrazione alquanto piu semplice, tratta da poche nozioni
elementari di Geometria Projettiva, e condotta, in forma sintetica, per

-una via molto simile a quella mostrata dal sig. BERTINI nella Nota sulla

< Trasformazione di una curva algebrica in un’altra con soli punté
doppi » (Rivista di Matematica, Vol. 1°, 1891, pag. 22; e Mathema-
tische Annalen, Bd. 44°, 1894, s. 158).

Primieramente & lec1to supporre che la curva data sia piana: atteso
che una curva sghemba si pud sempre proiettare wunivocamente sul
piano, per modo ciot che un punto dell’imagine rappresenti genéral-
mente un sol punto della curva oggettiva. Di poi questa curva piana
si pud anche supporre mutata razionalmente in un’altra, I', con soli
punti multipli ordinari, A,, A,, A,, ... Ar, per mezzo di successive
trasformazioni quadratiche del piano (*). :

Cid premesso si consideri uno qualunque, A,, di tali punti singo-
lari, insieme con altri cinque punti B,, B,, .. B; indipendenti fra

Joro e dalla curva I': l'ultimo dei quali & da scegliersi con alcune av-

{*) Si potrebbe ancora, e senza modificare i ragionamenti che scguono,

_ sostituire alla data una curva sghembda T con soli punti multipli ordinari,
" ottenuta per via ‘di sole trasformazioni Cremoniane dello spazio: v. Pan-
“NELLI « Sulla riduzgione delle singolaritd d'una curva sghemba ». Rendl- )
_cont: dell’lstltuto Lombardo, XXVIZ, 1893. .
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vertenze particolari, come fra poco diremo. Ora, se le o® quadriche
passanti per A,, B,, B,, .. By si riferiscono omograficamente ai piani
dello spazio, resterd anche determmata una certa corrispondenza (1, 2)
fra i punti di questo, e propriamente una trasformazione doppia del
REYe (*); per la quale ad un punto qualunque, come centro d'una
stella di piani, & coordinata quella coppia di punti, che le w? quadriche
della. rete corrispondente alla stella hanno ulteriormente a comune,
dopo A,, B,, ... By. Una tal corrispondenza mutera la curva I' (dello
spazio semplice) in una curva sghemba I" (dello spazio doppio) riferita
univocamente a I'; ma con un punto multiplo di meno; e nel resto atta
a modificarsi come I'. Per cid & necessario e basta che il punto B,
1°) non appartenga alla superficie descritta dall’ottavo punto
base d’una rete di quadriche, mentre due punti base variano comunque
su T e gli altri cinque cadono rispettivamente in A, B, , ... B, (*¥)
2°) e neppur giaccia sopra alcuno degli » coni quadrici, che
hanno il punto A; per centro (¢ =1, 2,..7) e passano per A, B,, ... B;.
La prima restrizione fa si che due punti qualunque di I' non pos-
sano mai corrispondere a un medesimo punto di I': ond’¢ che la tra-
sformazione doppia in parola muterd univocamente I' in T, ed anche
ogni punto semplice di T’ in un punto semplice di I'" senza eecezioni
di sorta; essendo che essa non produce nello spazio semplice alcuna su-
perficie fondamentale. Inoltre, per effetto dell’una e dell’altra restrizione,

ai punti singolari A,, A,, .. A, di T’ corrisponderanno in I'" punti

multipli della stessa natura, vale a dire a tangenti distinte: perocché
A; non sard mai congiunto ad alcun punto di I'; e non giacerd sulla
Jacobiana delle o3 quadriche, che & la superficie doppia dello spazio
semplice. Ma, in quanto al punto singolare A,, esso verrad cangiato in
un gruppo di punti semplici e distinti della curva I'': attesoché per la
trasformazione considerata le oo? direzioni inerenti ad A, corrispondono
omograficamente ai punti d’un piano (¥*¥).

(*) V. le due Memorie « Ueber die Kummer ’sche Configuration ete. »
e « Ueber Strahlensysteme zweiter Klasse ete. » in Crelle’s Journal, Bd. 86.

(**) Si osservi che questi punti definiscono in fatti una rete di quadriche,
la quale non pud aver linee basi, trattone il caso che i primi due siano
allineati con uno qualunque degli altri, o stiano con tre qualunque di essi
in una conica, o con tutti e cinque in una cubica.

(***) & noto che I’intorno di ciascun punto fondamentale dello spazio sem-
plice si trasforma biunivocamente in un piano .punteggiato dell’altro spazio;
e che i raggi d’un fascio, il quale abbia centro in quel punto, si mutano
nelle generatrici d’una rigata cubica avente in quel piano la sua direttrice
semphce

L
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Ora, come si.& fatto scomparire da I' il punto maltiplo A, per
egual moc'lo si potranno distruggere successivamente le singolar(i)t;, tut-
i tavia esistenti in I'. Ecc., ecc. — :

W " La maniera, onde T' si converte in I", consente un’interpretazionc

c o notevolmente piana ed intuitiva. Lo spazio di punti si pud intender
generato da tutte le quadriche passanti per A,, B,, ... B,: onde esso
appag‘irﬁ come imagine di una ben nota varieta cubica (con dieci punti
doppi e quindici piani) dello spazio « quattro dimensioni. La curva
I’ rappresenta punto per punto una certa curva I'* di questa varieta;
come B, & imagine di un certo punto B,*. Allora, proiettando la curvz:
I'* da B.*, nascerd sullo spazio ordinario la curva I".

Torino, aprile 1894.

BerxarDI Dott. Prof. GIuseppe. — Soluzionario degli esercizi di tri-
gonometria piana contenuti nel trattato di trigonometria di G.
4. Serret. — Firenze, Le Monnier, 1894, pag. 110. Prezzo L. 1,25,

- B una raccolta di esercizi atta ad addestrare i principianti al ma-
U ) n.eggio delle formole di trigonometria piana e al loro impiego nella
: risoluzione dei problemi pitt semplici. Vi sono opportunamentbe alter-
o Pate e ordinate secondo le difficoltd, da una parte le dimostrazioni di
identita e le trasformazioni di espressioni in altre di forma determinata
dall’altra le questioni riferentesi alle rclazioni tra gli elementi dellej
figure e alla costruzione delle medesime. Non mancano pure esempi
se.mplici di determinazioni di angoli tali che siano soddisfatte deter-
. minate relazioni tra le loro funzioni trigonometriche, -
. La for.ma dell’esposizione & perfettamento adatta allo scopo che
Pautore si propone, che & quello di rendere facile ed attraente 1’ap-
pz:endimento delle nozioni elementari e delle formole fondamentali della
. trigonometria piana. :
Il passaggio al limite nelle formole della pag. 29, potrebbe essere
: fa:tta, per via migliore e ¢id indichiamo affinché I’A. se ne possa ser-
* Vire in una nuova edizione.

G. VAILATIL
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Un’osservazione intorno alle formole per addizione degli archi

nella Trigonometria del SERRET.

11 Serret, nella sua Trigonometria (*), stabilisce per via sintetica,
per due archi positivi a@ e b, ciascun minore del quadrante, e la cui
somma si suppone non maggiore del quadrante stesso, le due formole
fondamentali per 1’addizione, e le due formole fondamentali per la
sottrazione degli archi. L’Autore poi dimostra che le prime dae formole
sono vere per tutti i valori positivi e negativi degli archi a e b, e
deduce indi come conseguenza, che anche le alirc due sono vere per
tutti i valori posisivi e negativi degli archi medesimi. In ultimo il
Serret (paragrafo 38) dice che non solo le due ultime formole sono
comprese nelle prime due, ma anche ognuna delle prime due & con-
seguenza dell’altra, ad es. la formola

cos (@ —+b) = cos acos b — sen a sen b 2)
& conseguenza dell’altra
sen (@ -+ b) ==senacosb-+cosasend. 1)

Per far questo ’A. nella (1) muta a in gn—a, ebin—0b, e de-

" duce la (2).

Ora a me pare che in quest'ultima affermazione vi sia petizione di
prineipio. Perche 1’A., nel generalizzare le prime due formole non sempre
dalla prima trae la prima e dalla seconda la seconda. Quando per es.
dimostra che se le (1) e (2) sono vere per due determinati archi, sono
vere ancora quando ad uno di essi si aggiunga un quadrante, dalla
(1) deduce la (2), e viceversa. Talché nella dimostrazione le formole
(1) e (2) conservano una certa dipendenza, in virtl della quale la ge-
neralizzazione dell’una di esse non & indipendente dalla generalizzazione
dell’altra, e che quindi non possa poi legittimamente affermarsi che
dall’una potrd dedursi 1’altra.

(*) Traduzione di ‘A. Ferruccro. Firenze, 1858,
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‘Siccome & difficile non riconoscere il merito dell’opera magistrale
del Serret, da molti professori adottata come libro di testo nelle loro

scuole, specialmente dopo le eccellenti versioni che ne hanno fatto i |

professori Grassi e Fenoglio, ho creduto, con questa piccola nota, di
fare rilevare quella piccola svista, e indicare nello stesso tempo un
modo come evitarla.

Mi propongo di generalizzare la (1).

Prima osservo che la (1) & vera sempre, se si considerano i soli
valori assoluti dei sent e dei coseni degli archi @ e b. Poi, come fa il

s . ™ kid
Serret, pur conservando la restrizione che sieno a <C 5 b> L tolgo
o
quella che sia @ —+-b _4_~2— . Indi continuerd nel seguente modo:

" a) Sieno a>%—,b<—g—,a+b<ﬁ._

. In quest’ipotesi sara sen (a + b) positivo. Dalla figura si rileva poi
che sena>senb e cosb>cosa, e quindi, tenuto conto anche che
‘cos a @ megativo, risulterd in valore e segno, senacosb > cosasenb,
e sen a cos b+ cos a.sen b, che si riduce ad una differenza, sard positiva.

b ar>a>12"—,b<f21-,a+b>n.

In questo caso sen (@ -+ b) & negativo. Dalla figura si ha sen a<Csen b,

e, in valore assoluto, cos b << cos a . Percid il valore assoluto di sena cosd

& minore del valore assoluto di cosasenb; e senacosb—+cosasend,

che si riduce alla differenza fra il valore assolulo di senacosd e quello

di cosasenb, presa, tale differenza, con il segno di cosasenbd, sard
negativa. ]

c) ﬁ>a>%,n>b>—g—.

" Sieno @’ e b'i supplementi di @ e b. Siccome a+b =2m —(a+b),
€ a-+b>m, sard '+ b'<{m, con a’<12r~,b'<-g-. Per questo caso
1a e vera (1* parte della discussione del Serret); sard percid

sen (@ —+ b’j =gena cosb' —+cosa' send'. ‘

" Ponendo per «' e b’ iloro valori = —~a, = —b, siavrd, dopo ovvie

~ trasformazioni, di nuovo la (1).
Concludendo, la (1) & vera per tutti i-valori positivi di @ e b mi--

* ‘nori della’ mezza circonferenza. _ -

< La (1) & vera per tutti i valori positivi di a e di b. Infatti, sieno

e=kn+d,b=kn+b,dove d eV gono minori della mezza éir-
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conferenza. Per questi due ultimi archi la (1) & vera. Ponendovi per
a' e b iloro valori si ha:

sen[a+b—(k+k’)n]=sen(q—k7:) cos b—Kk'm)+cos(a—km)sen(b—Kk'w) .
Se k e k' sono entrambi pari o entrambi impari, da questa formula
si deduce subito la (1); se sono uno pari e V'altro impari, questa for-
mola si trasforma in
—gen (@ +b) = —senacosb—cosasenbd,

che non & altro che la (1).
Tutto quanto & detto in @), b), ¢) dovrebbe sostituirsi alla seconda

parte della discussione del Serret.

La terza e quarta parte si potranno conservare immutate, limitata-
mente sempre alla generalizzazione della formola (1), eccetto perd la
conclusione relativa alla parte quarta, in cui si dice che le formole
(3) e (4), ciod quelle relative alla sottrazione degli archi, sono vere in
generale. Dopo si potrad aggiungere ’osservazione del paragrafo 38,in
cui dalla (1) generalizzata si deduce la (2), ed infine cio che sl e la-
sciato della parte quarta, ciod come dalle (1) e (2) si ottengono le (3)e(4).

Catania, aprile 1894.
S. CaTania.

Nuove pubhblicazioni.

L’intermédiaire des mathématiciens, dirigé par C. A. Lamsaxt et E.
LevoNe, Tome I, 1894. Abonnement, Union postale, 6 fr.

G. PAPELIER. — Legons sur les coordonnfes tangenticlles, avec une
préface de M. P, Appell. Premiére partie. Géométrie plane. Paris,
Nony, 1894, pag. 325.

A, ReBitRE. — Les femmes dans la science. Paris, Nony, 1894.

C. ArzeLd. — Complementi di algebra elementare. Firenze, Suce. Le
Monnier, 1894, pag. 225. — L. 2,50. .

G. RiBoni. — Elementi di Geometria. Bologna, Ditta Nicola Zanichelli,
1894, pag. 256. — L. 3.




— 46 —

Risoluzione della Questione 1V.

ExuonoraTo. In un piano sono date n rette a,, @, ... @,. Determi-
nare graficamente la posizione-di un punto P pel quale si abbia

_ PuPs® + 5y P* i~ p, p,* = minimum
essendo p, p, ... p,, le distanze del punto P dalle rette date e g, p, ... p, co-

efficienti assegnati.
N. Japanza.

SOLUZIONE. — Siano P, P, ... P, i piedi delle perpendicolari ab-
bassate dal punto P sulle rette a, a, .. a,, & noto che P & il bari-
centro dei punti P, P, ... P,; cui siano affisse masse proporzionali
ai coefficienti p, p; ... p,, €iod ponendo m = PL Pyt +p,, ed
adottando le notazioni del Calcolo Geometrico (*), ha luogo la relazione

MmP=p P, +p, P, +...4+p, P,

[Rivista di Matematica, vol. II, fascicolo 1°, e la dimostrazione pid
elementare del Bertot nei Comptes rendus hebdomaddires des séances
de Udcadémie des Sciences, Paris 1876],

. Ad ogni punto A del piano facciamo corrispondere il punto A’ tale
che
{1) MA =p A+, Ayt i ~p, A

essendo i punti A, A, ... A, i piedi delle perpendicolari abbassate dal
pqnto. A sulle rette a, a, ... @, . Si viene cosl a stabilire, tra i punti
del piano, una corrispondenza definita dall’uguaglianza (1). Fra tre

punti A, B, C del piano in linea retta passa la relazione
CB AC
2 . . C=—-—
_ ) _ AB’ A+ AB’ -B

indicando con u il bivettore unitd, con a, @, ...a, n lmee in grandezza

(*) G. PEANO. — Calcolo Geometrico secondo 1’Ausdeh
Grassmann. Torino, 1888. . nongelelre di i
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eguali all’unita di misura e rispettivamente situate sullerette a, G, ... @, ,
econ A, B, C' i punti corrispondenti ad A, B, C hanno luogo le tre
relazioni

mA=p (A | wa,.a)+p, (A | ud. a)+.+p, (AL ua,.q,)
mB=p, (B | ua,.a)+p, (Bl ua,. a)+...+p, (B | na,.a,)
mC=p, (C |l ua, .a)+p, (B ua,.a)+..~+p, (Clua,.aq,)

Sostituendo in quest’ultima al punto C il secondo membro della (2)

dopo alcune riduzioni si trova
. OB AC

3 C= A+ —— B
@) AB’ AB’
la quale dice che i tre punti A’, B, C' sono in linea retta. Se adunque
un punto A si muove nel piano percorrendo una linea retta, il suo
corrispondente A’ descrivera pure una linea retta, e le due rette si
possono considerare come corrispondenti. Si pud quindi concludere che
la corrispondenza stabilita & un’omografia. Essendo i purti A, B, C
in linea retta, ha luogo l’eguaglianza :

C B Ar Cr

C = A B AT —A—;—E, .B
Confrontandola colla (3) si deduce .
AC_CB_
AC CB

ciod due punteggiate qualunque corrispondenti sono simili, onde I'omo-
grafia & affine. Delle tre rette unite una &la retta all’infinito del piano
e coptiene due dei tre punti uniti, altro punto unito sard, in generale,
al finito ed & precisamente il punto P che si cerca. L’omografia po-
trebbe in qualche caso essere un ‘omologia coll’asse all’infinito, cioé
essere un’omotetia : allora il punto P & il centro d’omotetia.

Der trovare graficamente il punto P si determinino i punti A', B, C
corrispondenti di tre punti A, B, C non in linea retta. Per avere A
si possono determinare i punti A, A,... A, , allora si ha

A+11

essendo I il vettore p, (A; — A)+p, (A, —A)+ P, (A —A)., B

vede che, acciocchd le cose dette abbiano valore, deve essere m di-
verso da O.

I facile convincersi che nella costruzione grafica, avendo solamente

- id mira la ricerca del punto P, al punto A si pud far corrispondere
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il punto A i i ! i
P -1 invece che il punto A+-”—l-_I. Determinati A', B, C,

re'sta a determinarsi il punto unito a distanza finita nell’affinitd deter
minata dalle tre coppie di punti corrispondenti A A’ BB’ CC: i’l‘
questo dal punto all’infinito della retta AB si proiet,ti il I;unto .C o
dal punto alPinfinito della retta A'B' si proietti il punto C': ge inolz .
ques?’operazione si immagina effettuata per tutte le altre, coppie ge
p.m'm cox:rispondenti, si ottengono due fasei di raggi pati"alle]ipll))roieti
tivi, a1}21 prf)spettivi, essendo unito il raggio eche proietta i loro centri
I raggi corrispondenti si sccheranno in punti tutti sitvati in una stess ‘
) ret‘ta.z.c ; che si pud costruire. Analogamente si determini la retta o sa
({ux. sl Intersecano i raggi corrispondenti di due fasei di raggi pros tu
th-l analoghi a quelli ora considerati, i cuj centri siano i intli) Ilsza i
finito delle due rette AC, A'C' ovvero delle due rette BpC B'g’ 11;1'
punto di intersezione delle due rette % e v sara il punto P eh:a si ee.
Nella costruzione grafica, questa soluzione offre un notexzole vanta, o
su quella data dal Bertot e su quella data dal Sig. P o
prcb oy , . g. Peano nel Vol. II
Non saranno forse fuori proposito le }:onsid
' Indichiamo con P un punto variabile
d.lstanze da % rette date a, a, ... a, siano rispettivamente P 3
siano :.mcora Pi P2+ p, m numeri reali, la cui somma m si‘ap fi Pn',
(.‘%a 0; indichiamo inoltre con u-il bivettore unitd e con a AN
linee in grandezza uguali all’unitd di misura e situa ;
sulle rette @, a, ... a,; allora ’equazione '

erazioni che seguono.
qualunque del piano, le cui

Ay wo G, N
te rispettivamente

ey P (@ P)* ~+py (@, P ~+ . - p,, (@, P)? — % (u P)2

r;'zppresenta il luogo dei punti P per cui Ia somma dei quadrati dell
distanze d'alle rette a, a, ... a, moltiplicari pel numeri p S
una quantita costante & [Calcolo Geometrico, N. 89 4] E;szzémd?n ;
condo grado in P e rappresenta una linea di second:ord.ine Vol (11 e
avere I_"equa,zione in coordinate cartesiane, prendiamo cor;le Ien s
di riferimento un vettore I in grandezza uguale all’unita dierzlsllilx’lf

?

il vettore J = | I ed un punto 0 qual
un : ili
lora mettere sotto la forma e e ogni finea o, el pud al-

¥

" Lo a;=u;JO+v;O'I-+—’r;u.

.-+ .Avremo inoltre P=0+xI+4yJ.

SR Essendo gr.a;=1 sard Pgq, -

R . ‘ . : G =U X~V Y ~+2;, la distanza
punto P @Ila 1e1fta. a;: Pequazione (1) si potra qu‘il’ldi scrivere el

Tpi(w ety r) =1k

T A ATE fwepe WT S, W T AER AT
Yyt -

L e

. od anche

" presenta un’ellisse immaginariaj il suo centro R & allora il punto per
cui Sp;p? =23 p;r? = minimum. Consideriamo ancora la conica per cui
“ Ll P Py
%

49—

2) w22.0¢u?+y’§9‘vﬁ+2wy§9‘-utvk+2w§p,W','+2y§p,vm—.k$.°.ri"=k-
1 1 (3

11 vettore della linea a; & data dall’uguaglianza

agu=v;L—u;J; 2

onde si deduce : Ly
pir; L asu=p;riu;I+pr;v,J.

Si prenda il punto O coincidente col punto R, che & il baricentro
dei piedi delle perpendicolari, dal medesimo abbassate sulle rette
a, @y ... a, coi coefficienti p, p, ... p,; punto che, per quanto si & detto
precedentemente, si pud sempre determinare essendosi supposto m di- ;
verso da O: i numeri r; rappresentano allora le distanze del punto R A
dalle rette date, e per esso si ha Zp;7; | @,u=0 per il che dovra

[

essere Zp;u;7; =0 e ¥ p,v;7; = 0 onde 'equazione (2) assume la forma
i ¢ v

®) Lo ul+ Y Sp vt 42wy Spiu o+ Sprd=k. A
1 1 1 %

1l

Variando la costante %, l’equazione (3") rappresenta una famiglia
di coniche aventi per centro il punto R ed omotetiche fra loro. Le
direzioni degli assi comuni a tutte queste coniche si pud ottenere gra-
ficamente col procedimento indicato nel Calcolo Geometrico, N. 89, 7.
Prendendo la direzione del vettore I coincidente con quella dell’asse
focale delle coniche la loro equazione assume la forma i

2o ul 4y Ip vl +Iprf=k.
t t 3

Fra tutte ha importanza la conica per cui &= 03 la sua equazione &

(A) QC?E_Piui2+y22,P£”i2=—$Pi7'52‘
1 1 13

Se i coefficienti p; sono tutti dello stesso segno, questa conica rap-

k=2Zp;r?, la cul equazione &
i

5

(B) @ Spul+y vt =1prt.
‘ i i
Se la conica (A) & un’ellisse immaginaria, la (B) sara un’ellisse
reale e viceversa. Se una di esse & un'iperbole reale, anche laltra &
un’iperbole reale: esse hanno allora gli stessi assintoti, e 1’agse imma-
ginario dell’'una & situato sull'asse focale dell'altra.

U T S

Rivistu di Matematica (aprile 1894}, 4
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Le coniche (A) e (B) godono di una proprietd assai notevole. Per
un punto P qualunque del piano passa una delle coniche di cui si &
parlato, e la sua equazione &

?2pul+y 2o v+ 2p; vt =23p;p2.
i § i i

Indicando con #, y, le coordinate di un punto qualunque della
conica (A) o della conica (B), e con @, y le coordinate di P, si pud
serivere la formola :

@ Tept = (@ F o) Lo ul -+ (0 F oyt S o v?
1
che da la quantitd Zp;p? relativa ad un punto P qualunque del piano
f3

in funzione delle coordinate di esso punto e delle coordinate di un
punto qualunque di una delle due coniche. I segni superiori si rife-
riscono alla conica (A), gli inferiori alla conica (B). Il punto di coor-
dinate #,, y, pud essere un punto qualunque di una delle due coniche
(4) e (B); possiamo quindi scegliere quello in cui esse tagliano 1’asse
focale, allora y, =0 ed «, diventa il semiasse focale; se inoltre = &

Pascissa del punto in cui la conica passante per P taglia I'asse focale,
la formola (4') si riduce alla

2 __ 2 "7
Tpipf = (@ Fa®) Spul.
1 2

Disegnata una delle due coniche (A) e (B), questa formola offre un

‘metodo semplicissimo per determinare graficamente la quantita, 2p;p7
1

relativa ad un punto qualunque P del piano: e le due coniche hanno,
a questo riguardo, analogia colla Conica dei momenti nulli e colla
Conica centrale nella teoria geometrica dei momenti d’inerzia. Dal
punto di vista delle operazioni grafiche non & forse inutile notare che,
essendo %,* + 2 =1, fra le costanti ?pi ul e ?p‘ v, passa la relazione

2p;ul+2p0r=2p,.
i ) )

M. Canoxica.

o meme mm——

n—
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Sui fondamenti della Geometria.
Nota di (. PEANO

Numerosi trattati di Geometria veggono la luce ogni anno in Italia
e all’estero; spesso ne arrivano alla redazione della Rivista, con do-
manda di una recensione. v

Ora questi nuovi trattati non sono, in generale, perfezionamenti di
quelli gia pubblicati; ma vi si ripetono, sotto varie forme, le cose con-
tenute in altri, e non si tien conto di quelle osservazioni e studii spe-
ciali fatti sui fondamenti della Geometria, i quali studii, benche fatti
con scopo puramente scientifico, pur tuttavia fin d’ora permettono, in
certa misura, di semplificare, rendendoli pilt rigorosi, i principii della
Geometria.

In questa nota mi propongo appunto di trattare sommariamente quei
punti in cui si pud effettivamente raggiungere il doppio scopo del rigore
e della semplicitd; e di far notare agli insegnanti ed agli studiosi che,
anche nella matematica pilt elementare ci sia ancor vasto campo di
ricerche per loro natura interessanti, e che possono essere immedia-
tamente utili, perfezionando i metodi di insegnamento. Questi studii
non esigono vaste cognizioni, ma logica rigorosa. ’

1 ben noto che, in.Geometria, non tutto si pud definire; cid @ espli-
citamente detto da pit autori.

Perd varia assai presso i diversi autori il numero e la natura degli
enti geometrici non definiti.

Affinche risulti ben chiaro quali enti si definiscono in wun trattato
qualunque, e quall no, i osservi che i termini, che trovansi in esso,
appartengono in parte alla Grammatica generale, o Logica; sono tali i

. termini ¢, sono, e, 0, non ... Chi si propone la loro classificazione ri-

costruisce la logica matematica. .
Considereremo come termini geometrici tutti i termini che compaiono

in un libro di geometria, e che non appartengono alla logica ‘generale.
E il prinfo lavoro a farsi si & la distinzipne di questi termini, o

¢
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delle idee che essi rappresentano, in idee primitive, che non si defini-

scono, e in idee derivate, che si definiscono.

) Dire che Yoggetto, 0 nome , si pud definire, significa che, com-
binando convenientemente. i termini esprimenti le idee primitive coi
termini di logica, si pud formare un’espressione identica a quella in-
dicata col nome .

Se in una definizione oltre al termine che si vuol definire, compa-
risce qualche termine che non & stato definito, né classificato fra le
idee primitive, si deve conchiudere che la classificazione non fu bene
eseguita. ’

B chiaro che le idee primitive si debbano ridurre al minimo numero:
e che per idee primitive si debbano assumere idee semplicissime, e’
comuni a tutti gli uomini; esse debbono avere il loro nome in tutte
le lingue. Chi incomincia lo studio della Geometria deve gid possedere
queste idee primitive; non & punto necessario che conosca le idee de-
rivate, che saranno definite man mano si progredird nello studio,

Premesse queste osservazioni gemerali, passeremo rapidamente in
rassegna le idee che nei comuni trattati si danno come primitive.

Sul concetto di spazio.

In quasi tutti i trattati italiani moderni si introduce per primo il
concetto di spazio, dicendo che esso non si definisce, ma gli si attri-

buiscono le proprietd di essere omogeneo, illimitato, infinito, divisibile,.

immobile, ecc., proprietd queste parimenti non definite.

Ritenendo pertanto il concetto di spazio come fondamentale per la
ge:ometria, ne viene che non si potrebbe scrivere un trattato di questa
scienza in una lingua che per avventura manchi di tali parole. Quindi

. mon si potrebbe scrivere di Geometria nella lingua d’Euclide ed Ar-

chimede, ove appunto manca la parola corrispondente al termine spazio
nel senso in cui lo si usa negli odierni trattati. : ’

In‘ conseguenza una prima e notevole semplificazione si ottiene col
sopprimere puramente e semplicemente il termine spazio, gli aggettivi

omogeneo, illimitato e tutti i postulati che legano quel soggetto con
questi attributi. :

Questa osservazione sulla inutilita del termine spazio, in Geometria
y

riuseird strana agli autori che incominciano il loro libro col parlare
dello spazio. :

. Perd l’egempio di Euclide e di tanti altri che non ne parlano affatto
& del tutto convincente. In seguito si vedra meglio il perche della su:
- .

_ perfluitd di questo termine,

- -

S

Intanto perd, mel presente articolo critico, si continters ad usare il
termine spazio mel significato usuale.

Sut concetti di linea, superficie, solido.

Euclide definisce la linea, la superficie e il solido mediante altret-
4anti termini non definiti lunghezza, larghezza e altezza.

Molte altre definizioni furono in seguito proposte, ma tutte ‘lasciano
a desiderare.

Cosi da pit autori chiamasi solido una parte dello spazio, e super-
ficie il limite d’un solido. Ma anche i punti che stanno su d’una su-
-perficie o su d’una linea si trovano nello spazio, e quindi sono una
parte dello spazio. I punti la cui distanza da un punto fisso & razionale,
costituiscono una parte dello spazio; cid che separa questa parte dello
spazio dal rimanente spazio, ciod il contorno di questo gruppo di punti
(attribuendo a queste parole il significato preciso che hanno nella teoria
dei gruppi di puati), & lo spazio intero, invece di essere una superficie.

Spetta a Mobius (*) Yosservazione, che si possono dare superficie che
‘hanno una sola faccia, od una sola banda; vale a dire, per usarc ter
mini dell’uso comune, se si colorisce la superficie, a partire da un suo
punto, con continuith, senza mai attraversare l’orlo della superficie, si
finira per aver colorita tutta la superficie, da ambe le parti di ogni
punto di essa. Un esempio di siffatta superficie si forma intagliando il
A D rettangolo ABCD, e poi riunendo i
lati AB e CD, in guisa che C venga
in A e B in D. Una siffatta super-
B C ficie non pud costituire con altre su-
perficic comungue prese, il limite d’un solido.

Si vede cosi che i concetti di solido, superficie, linea, in generale,
siano alquanto indeterminati; e per far vedere meglio questa indeter-
minazione, gia altra volta, come esempio (*¥) diedi I’espressione analitica

d’un punto, che si muove con continuitd col variare d’una variabile
? .

numerica, e tale che la linea descritta dal punto copre ’intero piano,
¢ ogni arco di linea copre un’area piana; e indicai pure l’espressione

~ analitica d’una curva di cui ogni arco occupa un volume.

(") Einseitige Polyéder. Gesammelte Werke, 11 Band., pag. 519.

(**) Sur une courbe ... Math. Ann. Bd. 36, pag. 157. 'Vedasi pure KILLING,
Grundlagen der Geometrie, Paderborn, 1893, ove queste questioni sono
profondamente discusse.
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Queste difficoltd si evitano facilmente eol non parlare di solido, su-~
perficie, linea in generale, ma parlando solamente della retta, del piano,
della sfera, ... ciot di quelle linee, superficie e solidi che compaiono
effettivamento in Geometria elementare, lasciando alla matematica su-

" periore lo studio di questi enti in generale.

Liberatici cosi dai concetti inutili e mal determinati, esame dei

“concetti fondamentali di Geometria acquista notevole semplicita.

- Geometria di Posiztone.

La semplificazione diventa pili grande se anzitutto c¢i occupiamo
solo di quel gruppo di proposizioni in cui non comparisce 1’idea del
moto, e quindi nemmeno quella di lunghezza o di altre grandezze geo-

‘metriche; questo gruppo di proposizioni costituisce la Geometria di

Posizione.

I1 Pasch, nel suo importante libro Vorlesungen dber neuere Geo-
metrie (Leipzig, 1882) giunse a sviluppare la Geometria di Posizione
assumendo tre soli concetti primitivi, ciod il punto, il segmento retti-

.lineo e la porzione finita di piano. Ma il terzo di questi concetti si puo
.ridurre ai precedenti assumendo per definizione del piano, o d’una sua.

parte, una delle ben note sue generazioni. Sicché, ammessi i due con-
cetti, di punto e di segmento rettilineo, si possono definire tutti gli
altri enti, e sviluppare tutta la Geometria di Posizione.

Invece di dire < c & un punto del segmento ab » & forse piit comodo
dire « ¢ giace fra a e b »; sicche tutta la geometria considerata basa
sul concetto di punto, e sulla relazione fra tre punti ¢, b, ¢ espressa

dalla frase < c giace fra a e b ». Questi concetti si debbono ottenere

coll’ espenenza.
. In seguito si fara anche uso delle notazioni di logica matematica,

- e per indicare.le due idee primitive, scriveremo -

p invece di « punto »,
.ceab invece di « ¢ glace fra a e b ».

Un trattato di Geometna potrebbe cominciare con parole come le

seguentx.

* « 11 punto si segna dagli agrimensori, sul terreno, con una palina,
‘« 0 con una pietra (termine). Sulla -carta, sul legno, .. con un segno
« fatto con un corpo terminato in punta. In agrlmensu.ra 51 verifica.
« che un punto ¢ giace fra a e b, quando una persona, posta inea,
« vede che lloggetto ¢ copre b. Dai disegnatori, fabbri, ... per ricono-
< geere questa relazione fra i tre punti si adopera lo strumento detto

= rzgo alcuna volta si usa ‘una corda ben tesa .. ».
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Premessi questi od altri consimili schiarimenti, od anche soppressili
del tutto, bisognerad determinare le proprietd dell’ente non definito p,
e della relazione ce ab, mediante assiomi, o postulati. L’osservazione la
pill elementare ci indica una lunga serie di proprieta di questi enti;
a noi non resta che a raccogliere queste cognizioni comuni, ordinarle,
ed enunciare come postulati quelle sole che non si possono dedurre da
altre piu semplici.

Nel mio opuscolo « I principii di Geometria » (*) pubblicai 'analisi
di queste proposizioni fondamentali, fatta colla logica matematica. 1
postulati ivi introdotti per trattare la geometria di posizione sono in
numero di 17, ciascuno dei quali & un’affermazione-semplice. I primi
11 coincidono in sostanza con quelli proposti dal Pasch. Credo cosa
utile il riportarli qui di seguito. I numeri dei postulati, e tutte le ci-
tazioni si riferiscono al mio opuscolo anzidetto, che sara indicato colla
abbreviazione « Geom ».

PosroraTt I-VIL,

Post. I. « Si pud segnare un punto »
p-=A.

Post. II. « Segnato un punto a, possiamo segnare un nuovo punto
«, diverso da a »

AEP.OIXEP.L—=0.~=gA.

Post. III. « Fra due punti coinecidenti non giace alcun punto »
° asp.o.aga=aA.

Post. IV. « Fra due punti distinti giacciono dei punti »

a,bep.a-=b.0.ab-=a.

Post. V. « 8e il punto ¢ giace fra a e b, esso giace pure fra b ed o;

ossia il segmento ba & identico ad ab »
a bsp ceab.o.ceba.

Post. VL. « Il punto a non giace fra a e b; ossia Vestremo d’un
segmento non & interno al segmento stesso »

a,bsp'.o.a—eab.

B

() Torino, Bocea, 1889. Havvi quaiche lieve diversitd di notazioni fra le
formole di questo opuscolo, e le corrispondenti della presente nota.
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La relazione fondamentale fra tre punti a., b, ¢ espressa dalla frase
« b giace fra a e ¢ », come enunciata, ha per soggetto il punto in-
‘termedio b; noi Voglmmo darle un’altra .forma in guisa che abbia. per
soggetto un estremo c. Percid porremo:

Definizione. « Invece di dire che b sta fra @ e ¢, diremo che ¢ sta
-sul raggio ab »

a,b,cep.9:ceab.=.beac. (Geom. § 2'P1)

La relazione be ac si pud anche risolvere rispetto ad a » poiche (Post. V)
basta scriverla sotto la forma beca, onde, per la definizione ora in-
.trodotta, accbh.

it raggio'a’b ¢ adunque l’ombra del punto b rischiarato da a.
Invece di dire < raggio ad » spesso diremo « il prolungamento del
segmento ab dalla parte di b >, ovvero pill semplicemente « il prolun-
gamento di ab ». Il prolungamento di ba & il raggio ba.

Post. VIL « Dati due punti a e b distinti, esistono punti del raggio

ab; ossia un segmento si pud prolungare da una qualunque delle due
partl >

a,bep.a-="b.0.ab-=ax.

I postulati finora introdotti non esigono aleun schiarimento. Fssi

hanno differente 1mportanza come si vedrd in seguito, quando saranno
adoperati.

Postrrart VIII-XI.

L’osservazione comune ci indica molte altre proprieta dei segmenti
e dei raggi. Eccone le principali,

1. a@,cep.beac.o.ac=ab.tbobc. _ (Geom. § 7 P4)
2. > 0.abnbe=a. (Geom. § 7 P35)

« Dati due punti-a e ¢, e un punto b fra essi, allora il segmento
ac resta scomposto nel segmento ab, nel punto b e nel segmento bc;
i segmenti ab e bc non hanno alcun punto eomune ».’

8. «a,bep.c,deab.o.cdoab. (Geom. § 7P45)

-w 8e i punti ¢ e d appartengono al segmento ab, tutto il segmento
~¢d giace'in ab ». .

4 a,bep.o.abrab=a. . _ (Geqm..§6P19)
5. » 0.abnba=a. : (Geom. § 6 P21)

« Dati Que punti @ e b, il segmento ab ed un suo prolungamento
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non hanno alecun punto comune; e i due prolungamenti del segmento
ab non banno aleun punto comune ».

6. a,b,cep.beac.o.ac="0c. (Geom. § 9 P3)
7. » .0.ab="bcutcubec. (Geom. § 8 P4)

« Dati tre punti @, b, ¢ se b giace fra a e ¢, allora iraggi ace
b'c coincidono; e il raggio a’b consta del segmento bc, del punto ¢,
del raggio b'c ». N

. 'S
8 a,bep.c,deab.o.cdoad. (Geom. § 8 P14)

« 8e ¢ e d sono punti del raggio a'’b, I’intero segmento ¢d giace
sul raggio a’b ».

Analizzando queste proposizioni, si scorge anzitutto che esse sono
dei gruppi di affermazioni, e non delle affermazioni semplici.

Cosl, nella tesi della prop. 1 si ha Veguaglianza fra due classi; ora
un’eguaglianza a = b equivale all’insieme delle due proposizioni a0 b,
b0 a; quindi la prop. 1 & equivalente al sistema delle prop. 9 e 10 che
seguono:

9. a,cep.beac.o.abutboubeonac. (Geom. § 6 P5)

10. > .0.acoaburbube. (Geom. § 7 P3)
La proposizione 9 alla sua volta, in virtd dell’identitd di logica
avboc.=.a0c.boc (Introduction au Formulaire, § 12, prop. 4),
si scinde in tre proposizioni : -
11. a,cep.beac.o.aboac. (Geom. § 6 P3)
12, > .0.tboac.
13. » .0.bcoac. (Geom. § 6 P4)

La 11, ove non si vogliano altri segni che i primitivi p, e ceab,
diventa

a,cep.beac.oideab.og.deac
o, importando lipotesi (Introd. § 12 prop. 13)
a,cep.beac.deab.o.deacy

e cambiando lettere, ciod leggendo b, c, d invece di d, b, ¢, onde
‘avere la corrispondenza fra l'ordine alfabetico delle lettere, e la suc-
wcessione dei ‘punti, si avra .

Post. VIIL, a,desp.ccad.becac.0.bead,

< siccome non sappiamo ridurre a forma pil semplice questa proposi-
zione, n& la sappiamo dedurre dalle precedentl, Ja assumeremo come
postulato. :

.
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La prop. 12 si pud leggere beac.®="b.0.xzcac, che & un’iden-
titd logica.

La prop. 13 si ottiene dalla 11 scambiando @ con ¢, ed osservando

che co = ac, in virta del post. V. Slcché la prop. 13 & conseguenza
dei postulati V ed VIIL~

La prop. 10, ove tutto si esprima coi segni primitivi, e cambiando
lettere, diventa

Post. IX. * @,dep.b,cead.o:beac.w.b=c.v.beecd,

che assumeremo come postulato. Pertanto la prop. 1 ha dato luogo a
due nuovi postulati; e precisamente

Post V. Post VIII. Post IX .0 . prop 1.
Nel postulato VIII al posto. di d si legga b; si avra:
a,bep.ceab.beac.0.beab.

Ma, pel post. VI, b=cba, e quindi (post. V) b~cab; orde la tesi
¢ assurda ; percid sard assurda lipotesi (Form. I, § 3 P13)

a,bep.ceab.beac.= A (Geom. § 6 P18)

. Ja quale & conseguenza dei postulati V, VI e VIIIL. Questa proposizione

si enuncia:

TEOREMA. « K assurdo che tre punti a, b, c siano tali che b giaccia
fraaec,ecfraaebds.

Esportando la prima parte dell’ipotesi di questo teorema, e risol-
vendo la terza rispetto a ¢, si avra:

a,bap.o:ceab.csa’b.=cA,

ossia (Introduction, § 16 P2, e Formulario, I, § 4 P3)
a,bep.o:ce(abnad)., =, A )

da cui, eliminando il ¢ (Introd., § 16 P5),
a,bsp.o.abf;a’b=A (Geom. § 6 P19)

ciod -

TeorEMA. « Dati due punti @ e b, il segmento ab ed il suo pro-

i lungamento dalla parte di b non hanno aleun punto comune ». Con

uno scambio di lettere si ha che il segmento ab non ha nessun punto

‘comune col suo prolungamento dalla parte di a.

Se invece, mel teorema indicato con § 6 P18 si risolvono le propo-
sizioni nspett;o ad a, esso assume la forma:

b,c;p.aebc.aec’b.=A,
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onde, espdrtando come prima :

bycep.otacbc.acch.=q4A,
da cui eliminando a@, collo stesso processo con cui si & eliminato or
ora il ¢, si avrd:

b ,cep.o.b'cr\'c'b=A
e. leggendo a e b al posto di b e ¢, si avrd :

a,bep.o.abnbla=a, (Geom. § 6 P21)

ciod:
TrOREMA. « Dati due punti a e b, non solo, come gia si & dimostrato,

il segmento b non ha nessun punto comune coi suoi prolungamenti
da ambe le parti, ma nemmeno questi prolungamenti hanno alcun

punto comune ».
Cosi le proprietd espresse dalle proposizioni 4 e 5 sono conseguenza,

dei postulati V, VI e VIIL

Si ha il seguente
TroreMA. « Dati due punti @ e d, sec sta fra a e d,ebfraaec,

allora ¢ sta fra b e d ».
a,dep.cead. bedec.o.cebd. (Geom. § 7 P5)

Infatti dalle ipotesi fatte, e dal post. VIIL si trae bead.

Hp.o.bead.
Ora dall’ipotesi be ac, e dal post. VI, si deduce che b & distinto da c:

Hp.o.c-=b.
Dall’ipotesi beac, e § 6 P18 si trae:

.

Hp.o.c-cab.

Quindi si ha:
(2 . Hp.o.a,dep.b,cead.c-=b.c-cab.

Ora il post. IX, ove si scamb1 beconc,esi trasportmo due parti
dal secondo nel primo membro, diventa

® a,dep.b,cead.c—eab.c-=>b.0.cebd.
| Le («) e (B) sono le premesse d'un sillogismo, la cui conclusione &
Hp.o.cebd

che 2 il teorema a dimostrarsi. Esso dipende dai post. v, VI, VIII, IX.
La proprietd espressa dalla prop. 2 si pud enunciare

a,cep.beac.deab. debc—A,

-ed essa & conseguenza dei postulati finora introdotti.

U
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‘ Invero, pel teorema ora dimostrato (Geom. § 7 P5), si ha:
" () a,cep.beac.deab.o.bede; ‘(post.’V,’VI,VIII,IX)
moltiplicando i due membri per debe si ha: '
- ) a,éep.btac.dslab.dsbc.o.bsdc.dabc. »
) Ma una delle proposizioni' gia dimostrate (Geom. § 6 P18) &
') b,e,dep.bede.debe.=a (post. V, VI, ViIl)

P da (B) e (y) si deduce il teorema a dimostrarsi, che & conseguenza dei
P postulati V, VI, VIII, IX. Anche la proprietd espressa dalla prop. 3
- ' si pud dimostrare, e dedurre dai postulati IIL, V, VIII, IX.
TeorEMA. « Be sopra un segmento ab si prendono due punti c ed,
Pintero segmento ¢d & contenuto in ab ». In simboli

a,bep.c,deab.o.cdoab. (Geom. § 7 P45)
' Infatti, nelle ipotesi enunciate, in virtti del postulato IX, 0 d sta fra
a e ¢, o coincide con ¢, o giace fra c e b.

Ma, se d giace fra a e ¢, il segmento cd sara contenuto in ca ; ma
poiche ¢ giace fra a e b, il segmento ca sard contenuto in ab ; quindi
.cd sard contenuto in ab.

Se d coincide con ¢, il segmento cd & nullo, e quindi & contenuto
in ogni classe. :

Se d giace fra ¢ e b, sard cd o be; ma beoaby quindi edoab.

Dunque, qualunque sia la posizione dei punti ¢ e d in ab , sempre
il segmento cd & contenuto in ab. ‘

In modo analogo si possono scomporre in proposizioni semplici le
proprieta affermate dalle proposizioni 6, 7, 8; si trovera un gruppo

di proposizioni fra cui due sole si debbono assumere come postulati,
€ §8ono .

Post. X. a,bep.c,deab.o.c=d.u.cebd.v.asbe.

«Se ¢ e d sono due punti del prolungamento di ab, allora o essi
coincidono, o ¢ sta fra b e d, ovvero d sta fra b e ¢ ».

Post. XI. a,b,c,dep.beac.cebd.o.cead. '
«Bebstafraaec,ecfrabed, alora ¢ sta fraaged>,

-Definizione della vetta.

Finora si sono considerati semplicemente dei segmenti e dei raggi.
In pitt modi si pud definire la retta illimitata. Si pud ad esempio porre:
DerFvizioNE. « Essendo a e b due punti -distinti, -dicesi retta Aeter-
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minata da a e da b la figura formata dal segmento. ab ,. dai suoi estremi
a eb, e dai sui prolungamenti a'b e b'a .

a,b & pa-=b.o.retta(ap)=bavtavabtbuab. (Geom. § 9 P8)

Si osservi che retta (a,b) & una classe di punti; e la formola ce
i P lla retta ad ».
retta (o, b) si leggerd « ¢ & un punto de » ; )
Si ha immediatamente retta (e , b) = retta (b, c.z) , poiche scambiando
a con b, non si fa altro che permutare le parti della retta.
Se ¢ @ un punto del segmento ab, sard retta (a,b) =retta(a,c).
Invero, dalle ipotesi fatte si avra

Y .
ba=ca.ab=acwtcuch.ac=cbotbuwab;

sostituendo e raggruppando convenientemente le parti in eul & scom-
posta la retta ab, si forma la retta ac . Analogamente se ¢ & un punt?
del raggio a’b , ovvero del raggio b'a , sara sempre retta(a,b)=retta(a,c) ;
onde :

abepa-=bce retta(a,b).c-=a.0.retta(a,b)=retta(a,c). (Geom. § 9 P13)

Di qui risulta che una retta & determinata da due suoi punti; e
i i i coineidono.

due rette aventi due punti comunl colnci

Tre punti diconsi collireart se giaceiono su d’una stessa Il‘ett.a. La
condizione affinché tre punti siano collineari & che o due. comfnda.no,
ovvero che uno appartenga al segmento determinato dag}x altri due.

11 raggio, o semiretta a'b, come si & detto, & il raggio che va da
b in direzione opposta di a. Nell’uso comune si parla spesso ‘del!a se-
miretta che ha per origine a, e che contiene il punr:0 Z‘); la mdlchf:-
remo in seguito con semiretta (@,b), e per abbreviazione Sr{a,bj;
sicché '

“a,bep.a-=b.0.8r(z,b)=aborbuab.

Diremo complemento del raggio Sr(a,b) il raggio che va da a in

direzione opposta di b, ciog¢ porremo
CoSr(a,b)="a.

Si avra :

retta (@, b) = Sr (@, b)vtavCoSr(a,b).

Sull’indipenpenza det postulati della retta.

Le proposizioni finora esaminate costitui.scono una parte ?ella;' (?eg'-
metria, che si potrebbe chiamare Gef)l{:letrla: della ret?a..la analisi soi
queste proposizioni, e la loro scomposizione 1n Postulan si teve HL o
stanza al prof. M. Pasch. Havvi qualche diversita fra quanto plg
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e le trattazioni del Pasch, come pud assicurarsi chiunque esamini i due
lavori; perd non credo di arrestarmi su queste leggiere differenze.

La prima questione scientifica che si presenta si & se le proposizioni
assunte eome postulati siano effettivamente indipendenti, ovvero se si
possano ridurre fra loro.

" Un lavoro fu pubblicato su questo soggetto dal Dott. VAILATI, &ol
titolo Sut principt fondamentali della Geometria della retta (Rivista
di Matematica, tomo II, pag. 71). Ivi I'A. studia il sistema di punti
d’una retta fissa considerati come seguentisi in un senso, siceh? abbia
un significato la frase: « il punto b segue il punto @ ». Mediante questa
relazione fra due punti I’A, esprime quella indicata colla frase: « il
punto ¢ giace fra a e b », e ne ricava tutte le proprieta da tre pro-
posizioni primitive. Ma questa riduzione non & applicabile ai punti
dello spazio, poiche la relazione fondamentale fra tre punti, espressa
dalla frase « il punto ¢ giace fra @ e b » non si sa esprimere mediante
una relazione fra due punti soli.

Si puod provare I'indipendenza di alcuni postulati da altri, mediante
esempi. Gli esempi per provare l’indipendenza dei postulati si otten-
gono attribuendo ai segni non definiti, che qui sono il punto, e la re-
lazione fra tre punti espressa con ce ab , dei significati affatto qualunque;
© se si trova che i segni fondamentah in questo nuovo significato,
soddisfino ad un gruppo di proposizioni primitive, e non a tutte, si
dedurra che queste non sono conseguenze necessarie di quelle; ossia
<he il secondo gruppo di proposizioni esprimono proprieta dei puntie
della relazione fondamentale ctab che ancora non erano espresse da
quelle. :

Quindi per provare I’indipendenza di n postulati, bisognerebbe por-
tare » esempi di interpretazione dei segni non definiti (nel nostro caso
P, e ce ab) ciascuno dei quali soddisfi a 7 — 1. postulati, e non gl ri-
manente.

Siffatto complesso di esempi mi riuscl possibile costrurre per dimo-
strare I'indipendenza delle proprietd che si assunsero per caratteristiche
dei numeri interi (Vedasi il mio articolo Sul concetto di numero, Ri-
vista di Matematica, t. I, pag. 87). Qui invece siamo ben lungi dallo
avere completata questa prova.

Ecco alcuni esempi:

1. Secon psiintende numero posmvo, (ovvero numero reale q,
. .0 numero razionale positivo R, o numero razionale 1), € con ceab si
intende cha ¢ & compreso fra a e b, ciod cca™b, esclusi gli estremi,
© sono verificati tutti i i postulati dall 1 all’11, 11 segno ab,se a>b,

indica l’mmeme dei numeri minori b, ese a < b, l’msxeme nei numeri

3
o
i
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maggiori di b. La retta ab coincide col sistema dei numeri considerati.
Lo stesso avviene se si considerano i punti d’una curva aperta, i quali
ciod si possano mettere ordinatamente in corrispondenza coi numeri
precedenti.

2. Se con p si intende numero intero (positivo o negativo) n, e
con ceab si intende ancora che V’intero ¢ sia compreso fra @ e b, sono
verificati tutti i postulati precedenti, eccettuato i1 IV, poiche se a ed
sono interi successivi, fra essi non & compreso alcun numero intero.
Cosl & dimostrato che il post. IV non & conseguenza degli altri.

3. Se con p si intende Pinsieme del numeri reali compresi fra Oe 1,
compresi gli estremi, cioe I'intervallo 6, e con ceab si intende sempre
che ¢ & compreso fra a e b, saranno verificati tutti i postulati prece-
denti, eccettuato il VII; questo pertanto & indipendente dagli altri.

"4. Con p si intenda l'insieme dei punti che stanno sulle tre se-
mirette aventi la stessa origine; con ceab la frase « ¢ giace sul pilt
breve cammino che unisce i due punti a e b, questo

/ cammino essendo fatto sulle semirette date ». Sono veri-

ficati tutti i postulati precedenti, eccettuate il X; poichd

a b se a, b, ¢, d hanno la disposizione della figura, & vero
a\ che b sta sul pilt breve cammino fra a e ce fraa e d,

. ma non ne risulta che ¢ e d coincidano, ovvero che ¢ appartenga al

segmento bd , ovvero d al segmento bc.

5. Se con p intendiamo numero intero positivo, N, e con ce ab
la relazione « ¢ & un multiplo comune di a e di b », saranno soddi-
sfetti 1 postulati 1, 2, 4, 5, 8, 11; se dicendo ¢ ¢ un multiplo di a,
si esctude il caso ¢c=a, vale a dire si intende ce (N~+-1) X a, sard
ancora vero il postulato 6; gli altri non sono verificati.

6. Se con p intendiamo i punti dello spazio ordinario, e con
ceab intendiamo « il punto ¢ & equidistante da a e da b », allora ab

rappresenta il piano perpendicolare alla retta da @ a &, nel suo punto -

medio, e a'c la superficie sferica di centro ¢ e passante per a. Sono
verificati i postulati 1, 2, 4, 5, 6, 7, e non gli altri. Nel postulato 6
perd si deve supporre a-=2>5.,

7. Se con p intendiamo i punti dello spazio ordinario, e con
ceab intendiamo « I’angolo ach & retto, e ¢ & distinto da a e da b »,
allora ab rappresenta la superficie sferica di diametro ab, e a'c il piano
passante per ¢ ¢ perpendicolare alla retta ab. Sono verificati i postu-
lati dall’l al 7, e non i successivi.

Cosi si pud continuare; ma in questo istante noi possiamo solamente
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affermare che non si sanno scomporre le proposizioni assunte per po-
stulati in.altre pili semplici; ne si & provata la loro indipendenza,

Geometria del piano.

Scriveremo p, invece della parola retta.
Essendo a, b, ¢ dei punti, scriveremo (a,b ,e)eColl, o anche
a,b,ceColl, per dire a, b, ¢ sono punti collineari.

Post. XIL rep,.0:Zep. =7 . —==y4A.
Post. XTIL ab,ce p.(ab,c)~eColl.debe.ec ad.o:feacecbf .~ = a.
Post. XIV. » > S Lfeacoiecad.ecbf.—=, A,

Ciog: « Data una refta », si pud segnare un punto 2 fuori di essa ».

«Be @, b, c sono tre punti non collineari, e se d & un punto del
segmento bc,, ed ¢ un punto di ad, allora esiste un punto [ apparte-
nente al segmento ac, tale che e giaccia fra b ed f 3 vale a dire il
segmento ac e il prolungamemto di d¢ hanno un punto comune ».

« Avendo @, b, ¢ lo stesso significato, se d & un punto di be, ed
f un punto di ac, esiste un punto e comune ai segmenti ad e bf ».

Prima di procedere oltre, introdurremo alcune notazioni.

DEFINIZIONE. « Se a ¢ un punto, e % una figura, o classe di punti,
con ak intendiamo l'insieme dei punti che stanno sui segmenti che
vanno da @ ai varii punti di & ».

aep.keKp.o.ak=prze(yck.axec ay~=y A). (Geom. & 2 P3)

In conseguenza, essendo @, b, ¢ dei punti non collineari, con a(bc)
si intende V’insieme dei punti che stanno sui segmenti che uniscono
@ ai varii punti di be. ‘

Questa definizione & applicabile anche se tutti i punti considerati
giacciono su d’una retta. Cosi a(ab) = ab (Geom. § 6 P16). La scrittura
a(a'’b) rappresenta il raggio che ha per origine a e che contiene b:

Sr(a,b) =aab. '

Indipendentemente da ogni postulato geometrico sussistono le pro-

posizioni:
aep.h,kcKp.hok.0.ahoak. (Geom. § 3 P10)
» > 0.a(huk)=ahvak, (Geom. § 3 P13)

« Date due figure h e k, se la prima & parte della seconda, anche

la proiezione della prima da un punto @ & contenuta nella proiezione

. della seconda; e la projezione della somma logica delle due figure & la
somma logica d_elle_ proiezioni delle medesime ». ’

-~
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11 postulato XIIT contiene nell’ipotesi la let’fera 'd , che non c.om-

parisce nella tesi. Quindi con un procedi.mento di logica (Introduction,
§ 18 prop. 10), essa si pud trasformare in:

abeep. (abe)~cColl:debeec ad~=aq A0 feaceebf==r A,

« Dati iApunti non collineari a, b, ¢, se si pud determinare un

punto d appartenente al segmento bc, e tale che e sia un pun'to di
ad, allora si pud determinare un punto 7 di ac, tale ehe ¢ sia un

punto di bf ».
Ma, per la definizione precedente,
debe.ecad.—=—a A equivale a ec a(be)
e feac.ecbf . —=r A » ecb(ac),
onde la proposizione precedente diventa:
a,b,cap.(a,b,c)—eCoIl.eea(bc).o.esb(ac).
Esportando le due prime parti dell’ipotesi, questa si trasforma in
a,b,csp.(a,b,c)—eColl.o:esa(bc)‘o,,.eab(a:)

ovvere .0.a(e)ob(ac).

» »
Se in questa si scambiano a con b, si avra
.0.0(ac)oa(be).

> . ?
Moltiplicandole logicamente membro a membro, si ha infine .
u,b,csp.(a,b,c)—sColl.o.a(bc)=b(ac) (Geom. §10 P6)
ciod: ) ) — o ohe
TEOREMA. ¢ Se @,b,¢ sono punti non collineari, 1 triangolo °
si ottiene proiettando da a il segmento be coincide con quello chfz si
ottiene proiettando da b il segmento ac ». D’altra-parte (p.ost. V) siha
che be—cb , onde a (bc) = a (cb) . Seriviamo abe invece di a (bc). Per-
T ’ . 3 3
tanto nella successione abc & permesso di permutarfa il pr}mo punto col
secondo, ed il secondo col terzo; onde & permesso di invertire comunque

Iordine dei vertici del triangolo.

TrOREMA. « Dati tre punti non collineari a,b, ¢, e preso fra ab un
punto p, € su ac un punto ¢, tutto il segmento pg appartiene al tri-

angolo abc». .
a,b,csp-Coll.peab.qsac.o.pqoabc. (Geom. § 10 P10)
1nfatti, poich¢ g ¢ ac, nerisulta pg 0 pac, per la definizione di p (ac).

Ma. pac = cap , pel teorema precedente. o . .
gall’ipoteg ’p cab, e dal postulato VIII si ricava ap o ab; onde

cap o cab . Infine si ha cab = abe .

Rivista di Matematica (maggio 18¢4).
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Dunque pg 0 pac.pac = cap . cap 0 cab .'cab = abc ; da cui pgo abe.
) La proposizione precedente sussiste pure se a, b, ¢ sono collineari,
purch® a non appartenga al segmento bc.

DEFiNIZIONE. « Una figura & dicesi convessa, se il segmento che
unisce due punti di essa‘@ tutto ‘contenuto in essa ».

keConv.=:keKp:a,yek.0q y. . xyok. (Geom. § 2 P14)

Senza bisogno di postulati geometrici si dimostrano le seguenti pro-
posizioni:

TrorEMA. « La figura comune a due figure convesse & una figura
convessa ».

h,keConv.o.h~keConv. (Geom. § 3 P31)

TeoREMA. « Se a, b, ¢ sono punti d’una figura convessa, il trian-
golo abc & tutto contenuto in essa; e se @, b, ¢, d sono quattro punti
d’una figura convessa, il tetraedro abed fa parte di essa ».

keConv.a,b,cek.0.abcok. (Geom. § 3 P33)
» .a,b,c,dek.0o.abcdok. ( » 34)

Alcune proposizioni gia enunciate nella Geometria della retta, in-
troducendo il concetto di figure convesse, si semplificano. Cosi abbiamo:

« Il segmento compreso fra due punti @ e b & una figura convessa;
come pure lo stesso segmento cui si aggiunga un estremo, o tutti e
due. Un raggio & una figura convessa, anche sc gli si aggiunge l'ori-
gine. Ogni retta & una figura convessa ».

a,bep.o.ab,abuta ,abvravibe Conv. [Geom. § 7 P46,47,48)
> ab;abutbeConv. (Geom. § 8 P13, 16)
» retta (a,b) ¢ Conv. (Geom. § 9 P17)
Ritornando alla Geometria del piano, 1'ultimo teorema dimostrato
8i trasforma in quest’altro: -
TEOREMA. « Se si proietta una figura convessa k da un punto a
fuori di essa, la'figura risultante ak & pure convessa ».

(Geom. § 10 P13)
Ne risulta che un triangolo abc, ove a~c¢bc, & figura convessa.
TrOREMA. < Dati tre punti @, b, ¢ non collineari, se p & un punto

del triangolo abc, allora questo triangolo resta scomposto nel punto p,
.nei segmenti pa , pb, pc, e nei triangoli pab, pbe, pea ».

keConv.aep.a~ck.o.akeConv,

a,b,cep~Coll.pe abc.o.abe=cp - pawpb o pew pab w pbew pea

' : (Geom. § 10 P26)

i~ Infatti per definizione, se pe abe, esiste un punto d di be, tale che
pead. '

k .
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: Ora se debc, sard bc=bdwtdode; onde proiettando,
{ abe = abd v ad v adc .

. E se p ¢ un ad, sard ad = apwipopd; onde abd = bad = bap v
i Ypbpd, e adc = cad = cap v cpw cpd . Sostituendo nell’espressione di
abe si avrd questo triangolo scomposto in parti nel modo indicato.
TEOREMA. « Presi nell’interno del triangolo abc due punti distinti
P e q, il raggio p'q incontra il perimetro del triangolo ».

a,b,cep-Coll.p,q ¢ abcp-=q.0p'q~ (tavabutbubeutcuca)=a .
(Geom. § 10 P27)

Infatti, poiche pe abc, sard, pel teorema precedente,
abe =t pwpaw pabo pb o pbew pe o pea
€ poiché geabc, e g~=p, sard

q € pav pab  pb v pbeu pe o pea
] cioe i
} - geptavaburbubeurcuca).
Cid significa che ¢ sta su qualche raggio che da p proietta il pe-
rimetro del triangolo. Cid equivale alla proposizione a dimostrarsi.
DEFINIZIONE. « Dato un punto a ed una figura &k, con o'k intendiamo
la figura descritta dal raggio a'y, ove y coincida successivamente eon
tutti i punti della figura &, ciod 'ombra di % illuminata da a »:

aep.keKp.o.ak=prxe (yekweay.—=y4a). (Geom.§2P4)

In conseguenza, essendo a, &, ¢ tre punti non collineari, a’bc rap-
: presenta la figura descritta da a'y, ove y percorra il segmento be:
-essa’® limitata dal segmento be e dai due raggi a'b e a'c. La serittura
a'b'c, ciot a' (b'c) rappresenta l'angolo limitato dai raggi a'c e b'c. Se

4
i
b r & una retta non passante per a, a'r rappresenta il semipiano limi-~
f

tato dalla retta r, e che non contiene a.
Indipendentemente da ogni postulato geometrico sussistono le pro-
posizioni ¢
aep.h,keKp.hok.0o.ahoak. (Geom. § 3 P11)
» D.d (huk)=dhvwak. ( » P14)
. Ricorrendo al postulato XIV si dimostra
. TEOREMA. « Se h & una figura convessa, € se ¢ & un punto non
appartenente ad 2, allora la figura a'h & convessa; come pure lakua'h;
; come pure la ahvhowah (Geom. § 11 P6, 7, 8).
i‘ ' Dati tre punti non collineari a, b, ¢, con piano (¢, b, ¢) si pud
g indicare per definizione, la figura costituita dai tre punti @, b, ¢, dai
’
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dal triangolo abc, dalle tre figure ac, b'ea, cab, e dagli angoli
ab'e, Yca, cad. )

TrorEMA. « I piano (a, b, ¢) non si altera se al posto di a, b, ¢
si mettono tre punti qualunque non collineari d , e, f del piano stesso»,
ossia

a,b,cap-Coll.d,e,fepiano(a,b,c).d,e,f—eColl.o.
piano (a ,b,¢) = piano(d, e, ) (Geom. § 11 P23)

Daremo un cenno della dimostrazione di questa proposizione, ri-
mandando per lo sviluppe completo all’opuscolo menzionato.

Supponiamo anzitutto che, essendo &, b, ¢ non collineari, d sia un
punto di bc. Allora, dalla Geometria della retta, risulta

(1) be—bdotdude. -

P . Proiettando si ha: '

K @)  abe=abdvadwadc

(8) dbc=abd-adv-ade

(4) bca=bdavdavdca.
Si ha

() db=cb

da cui

(6) dadb=a'ch.

, i Si ha, sempre dalla Geometria della retta,

A ) bd=decurcube

da cui

8) abd=ddcwdcoalbe. _
Ricorrendo ai due postulati XIII e XIV si dimostra che

9) b'ad = adcwacvbac. (Geom. §11 P15)

. Trasformando convenientemente questa, si ha:

“{10) dab=cab.cavcda. (Geom. § 11 P16)

(@, b, c), convenientemente raggruppate, formano il piano (a, b, dy,
el _ R
(11)  debe.o.piano(a,b,c)= piano(a,b,d).  (Geom.§11P17)

8i scambi nella (11) ¢ con d e si ricordi che se debe , dire che

segmenti ab, ac, bc, dai loro prolungamenti a'b, b'a, ¢'c, ca, b'c, cb,

o

Le prop. (1) ... (10) dicono che le diverse parti costituenti il piano

Py

(12) debc.o.piano(a,b,c)=piano(a,bd, d). .
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a, b, ¢ non sono collineari, equivale a dire che non losono a, b, d-
Essa diventa:

cedd.o . plano(a,b,d)= piano(a,b,c) .
ovvero

Scambiando in questa b con ¢, si ha:
decb.o.piano(a,c¢,b) = piano(a,c,d).

Ora piano (a ,c,b) = piano(a,b,c), dalla definizione del piano’
essendo poi b fra a e ¢, per la 11, piano(a,c,d)=piano(a,d,d);
dunque

(13) dechb.o.piano(a,b,c) = piano(a,b,d).

Le prop. (11), (12), (13) dicono che se si prende il punto d sul
segmento be, o su uno qualunque dei suoi prolungamenti b'c o ¢,
sempre i due piani coincidono. Quindi, comunque si prenda d sulla
retta bc, purche distinto da b, sempre i piani abc ed abd coincidono.

{14) d ¢ retta(ab).d-=b.0.piano(a,b,c)==piano(a,b,d) . (Geom.§11P18)

Ne risulta
15) deabclo.piano(a,b,c)=piano(a,b,d).

Infatti, dall’ipotesi si deduce che esiste un punto p tale che pebe.
deap. Quindi per la (11) piano (a,b,c) = piano (a,b,p), ¢ piano (a,b,p)
= piano (a,b,d) .

{16) deabe.o.piano(a,b, c) == piano (a, b, d).

Infatti esisterd un punto p tale che pebc, deap; perla (11) sard

piano (a,b,c) = piano (a,b,p), per la (12), piano (a,b,p) = piano (a,b,d).

2

(17)  decabc.o.piano(a,b,c)=pilano(a,d,d).

)

Di qui si deduce che qualunque sia il punto d del piano @, b, ¢,
purche non collineare con a e b, sara sempre piano (a,b,c)=piano(a,b,d).

Se ora e & un nuovo punto del piano,non collineare con a, b, d,
sard piano(a,b,d)=piano(a,d,e); ed infine se f & un punto non
collineare con d ed e, sard piano(a,d,e) ==piano(d,e,[); quindi
piano (a ,b,c) =piano(d,e,f).-

DEFINIZIONE. « Quattro punti diconsi complanari (per abbreviazione
Cmp.) se giacciono in un medesimo piano ».

Risulta dalle cose dette' che la condizione necessaria e sufficiente
affinch? quattro punti siano complanari & o che tre di essi siano col-
lineari, ovvero che uno di essi sia interno al triangolo determinato

I T
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dagli altri tre, ovvero che i segmenti di una de]le coppie che si ot-
tengono unendo a due a due i punti dati si incontrino:

a,b,c,dep.o:a,?),c,dsCmp.=.a,b,ceColl.u.a,b,d'v
¢Coll.v.a,c,deColl. u.b,c,deColl.v.acbed.v.beacd .
v.ceabd.v.deabc.v.abrned==A.,v.acnbd~=4A.v.ad
nbc-=aA. (Geom. § 11 P28)

TEOREMA. « Se la retta » ha comune col piano p due punti a e b
distinti, I'intera retta = giace nel piano p » (Geom. § 11 P29).

Infatti, se ¢ & un punto del piano p non collineare con @ € b, il
piano p coincide col piano determinato dai tre punti @, &, ¢. Ma il
piano a, b, ¢, per definizione, contiene la retta ab, ciod la retta
dunque la retta r giace nel piano p.

Data una retta 7, ed un punto a faori di essa, si ha a considerare:
la figura a7, che d10e51 un semipiano; e la hgum »'ra che & pure un
semipiano.” Porremo

Sp(r,a)=rra

CoSp(r,a)=a'r.
Si ha '
7 & ppa € p.@—¢ r.be Sp(r,a).0.8p(r,a)=Sp(»,b) (Geom. § 11 P35)
> » » > .0.CoSp(r,a)=CoSp(r,b) » P33)
> > » beCoSp(r,a).0.8p(r,b)=CoSp(»,a) » P34)

> » » .0.piano(r,a)=r < 8p(r,a)w CoSp(r,a) .

Geometria solida.

Post XYV. « Dato un piano %, si pud segnare un punto a fuori di
€sso ».
Scriveremo P invece del termine péano; sicché

.hepg.ntaep.a-ch.-=,4.

Dati i punti non complanari a, b, ¢, d, ha sngmﬁcato la scrittura
a(bed), che indicheremo piit brevemente con abed , e che & il tetraedro
luogo dei segmenti che vanno da a ai varii punti del triangolo bed .

Teorema L. < Se @, b, ¢, d sono punti non complanari, i tetraedri
abed e bacd coincidono ». '
~ a,b,c,dep~-Compl.o.abed =bacd.

- Infatti, per definizione di abed si ha:

weabed . =:1ycbed.xcay. —-——yA ’

T

BRI, SR

—_T1 —
ciod, dire che & un punto del tetraedro, equivale a dire che si pud

prendere un punto y della base bed tale che « sia un punto del seg-
mento ay. Ma per definizione del triangolo bed si ha

yebed.=:zecd.yebz, - =7 4.
Sostituendo si ha:
2 zeabed., =

ciod, dire che x# & un punto del tetraedro, equivale dire che si pud
determinare y in guisa che si pud determinare un punto 2 del seg-
mento cd tale che y stia fra b e z, e che y sia tale che « stia fra a
ed y. Il secondo membro di quest’eguaglianza si trasforma, servendoci
dell’identitd 5 del § 18 dell’Introduction, in

.°.Z€Cd.y8bz,—=zA:xgay:..:yA

weabed . —:zeed . ysbz.xeay .~ =y, A

cioe, se ¢ & un punto del tetraedro, si possono determinare i due punti
y e z in guisa che z appartenga a cd, y a bz, ez ad ay. Questa pro-
posizione, colla stessa identitd logica si trasforma in

(8) ‘xeabed.=

ciod, dire che & un punto del tetraedro, equivale a dire che si pud
determinare un punto z di cd in guisa che si possa determinare un
punto y del segmento bz tale che a giaccia fra a ed y. Ma si ha, per
la definizione del triangolo

szeediyebs . xeqy . —-=y Al==z A

yebz.weay.~=yAa:=.2xcabz;
percid V'ultima eguaglianza si trasforma in
(4), weabed.=:zecd.weabz.—=z4A

la quale si & ottenuta dalla prima, ciot dalla definizione, con pure tra-
sformazioni logiche. Ora, poich® @, b, z non sono collineari, dal po-
stulato XIII si & dedotto abz = baz; onde

%) xreabed . =:zccd.xebaz.~=zA.

Se nella (4) scambiamo a con b si ha:
(6) webacd .=:1zccd.xcbaz.—=zA.

1 secondi membri della (5) e (6) essendo uguali, deduciamo
() weabed.=.xebacd,

donde, operando con z ¢ sui due membri, si ha la formula a dimostrarsi.
11 lettore pud dimostrare facilmente le proposizioni che seguono:
1L «Se e &un punto interno al tetraedre abed , questo tetraedro viene

scomposto nel punto e, nei quattro segmenti che vanno da e ai vertiel

v e
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{ ' del tetraedro, nei sei triangoli eab, ... formati da e cogli spigoli del : su mb, e tale che 7 glaccia su cf Dico che la retta ef & la retta . R
L tetraedro, e nei quattro tetraedri di vertice e e di base le faccie del corca, . . . . .
[ L tetraedro dato ». : Infatti, poich& e ¢ ma , si ha piano (e, a,b) = piano (m,a,b). Ma f&
L III. « 11 prolungamento d’un segmento contenuto in un tetraedro § un punto di mb; dunque f appartiene al piano(e,a,b). ’

E poichd n é un punto di ed, ed f un puuto d1 c¢n, sard f un
punto del piano(c,e,d). )

-Dunque il punto f giace nei due piani eab ed ecd, e la rettta ef
.giacerd pure nei medesimi. o

Se le rette ab e cd si incontrano effettivamente in un punto «, questo s
sard un punto della retta ef'; e cosi si ritrova il teorema di Desargues :
sui triangoli omologici, che si pud enunciare: : 4

Se fra i dieci punti e, a, b, ¢, d, h, m, n, x, di cuil i primi
quattro non sono complanari, passano nove fra le relazioni:
head.hebc.ecam.neced . nemh.femb.necf.acxb.cexd.ecxf,
passera pure la rimanente. S

Di questi dieci punti uno comparlsce nelle dieci relazioni, tre volte '
come interno; due punti compaiono ciascuno due volte come interni, -
-ed una come estremi del segmento; tre punti compaiono ciascuro una
volta come interni, e due come estremi; quattro punti compaiono sempre o
come estremi.

Dicesi che tre rette, non giacenti tutte in uno stesso piano, appar- -
gono ad una stessa stella, se a due a due sono complanari. Se due di esse N
si incontrano, allora anche la terza passa pel loro punto d’intersezione. !
La costruzione precedente permette di condurre la retta passante pel
punto e, e appartenente alla stella determinata dalle due reite ab e cd.

Si dimostra il teorema dei triangoli omologici anche per punti di
un piano; la costruzione precedente risolve il problema di unire il

Lo incontra sempre la sua superficie ».

’ IV. a,b,c,dep-Comp.ecbed.fead.0.aenbcf—==A. '
Dimostreremo ancora il seguente o
I TrorEMA V. <« Se in un piano ¢ sono contenute due rette ab e cd,

i € se ¢ & un punto fuori del piano ¢, i piani eab e ecd hanno comune
S ' una retta »:

gep;.a,b,c deq g==0b.c~=d.ecp.e=cq.0:17TEP,. "D
plano(e a,b). roplano(e ¢,d).=-=4A. (Geom. pag.38)

Infatti, poiche i punti @, &, ¢, d sono complanari, o tre di essi
sono collineari, o uno di essi & fnterno al triangolo determinato dagli
altri tre, o si incontrano i segmenti ab e cd , ovvero ac e bd , ovvero
ad e be. (Geom. § 11 P28)

Se a, b, ¢ sono collineari, allora la retta ec giace nei due piani dati.

Se a ¢ interno al triangolo bed , ¢id vuol dire che il raggio ab e
il segmento cd si incontrano in un punto f, e la retta ef giace nei
due piani dati.

Se i segmenti ab e cd si incontrano in un punto 7, la retta ef giace
nei due piani.

In tutti questi casi semplicissimi é cosi dimostrato il teorema, ed

- & anzi determinata la retta cercata mediante il suo punto d’mcontro
~col piano ¢. Rimangono a considerarsi gli ultimi due casi, in cui o ac
incontra bd, o ad incontra bc; i quali si riducono I'uno all’altro collo

scambio delle lettere ¢ e d. Se le rette ab e cd, che giacciono in uno punto e col punto inaccessibile d’incontro di due rette date, ¢ la figura i
stesso piano, si incontrassero, la dimostrazione si pud dare come le pre- _ € tutta contenuta nel foglio del disegno, se questo & rettangolare o al- .
cedenti; ma in quanto segue non faremo alcuna ipotesi sull’incontrarsi meno convesso. §

o meno delle rette indefinite. Si badi incidentalmente che non abbiamo I teorema dei triangoli omologici, nel piano, & perd conseguenza
ancora parlato delle parallele condotte da un punto ad una retta, e non del postulato XV, e quindi & un teorema di Geometria solida. Che esso

sappiamo se ne esista una o piu, . : non sia conseguenza dei postutati precedenti, risulta da cid che se per

Suppomamo adunque che i punti a, b, ¢, d siano tali che esista p intendiamo i punti di una superficie, e con c¢ ab intendiamo di dire

un punto k comune ai segmenti ad e bc cxoé head. habc, o - <he il punto ¢ sta sull’arco di geodetica che unisce i punti a e b,

i prenda sul prolungamento di ae un punto m , sicche sia me a'e ' allora sono verificati tutti i postulati dall’I al XIV, e non sussiste sempre

cosa possibile pel postulato VII. _ la proposizione sui triangoli omologici. Questa proposizione contmua

Poiche i punti m, a, d non sono collineari, ¢ & un punto di ma, Perd a valere per le superficie a curvatura costante.

ed h un punto di ad ne risulta, pel postulato X1V, che emste un Arrivati al teorcma di Desargues, si pud continuare senz’altro lo

: punto 7 appartenente al segmenti ed ed mh. . : studio della Geometria di posizione, i cui principii sono cosl analizzati.

' Poiche i puntim, b cnon sono collineari, ed & & un punto di be, - : Ora si possono introdurre, mediante definizioni, i punti improprii o

: ed » un punto di mh , esisters (postulato XIII) un punto f giacente - ideali, ecc. seguendo per es. il Pasch, nella sua opera citata.
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8i & dimostrato il teorema V, il quale afferma che i piani che con-
giungono due rette giacenti in uno stesso piano con un punto fuori di
questo piano, si incontrano secondo una retta. Per affermare che due

piani qualunque, aventi un punto comune, hanno di comune una retta,

occorre un nuovo postulato:

Postulato XVI. « Dato un piano p, ed un punto a fuori di esso. e
preso un punto b sul prolungamento d’uno dei segmenti che vanno da
o a qualche punto di p, allora comunque si prenda il punto « dello
spazio, o esso giace nel piano p, o il segmento ax incontra il piano
P, o il segmento bx incontra il piano p»:

PEP,acP.a~ep.bea’P.XEP.OLEP. Y QX A Pm=A. v DN p==A.

Solo dopo questo postulato si pud parlare delle due bande del piano.

La scrittura a'p rappresenta il semispazio limitato del piano p, dalla
parte opposta del punto a.

E arrivati al semispazio, & facile lo scorgere che cosa si intenda
colla parola spazio. « Lo spazio & il luogo dei punti, o Iinsieme di
tutti i punti, o la classe dei punti». Questa frase si traduce in simboli
con « spazio == punto », benche nella lingua nostra i due termini, spazio
e punto, soddisfino a regole grammaticali distinte, come i termini «<uomo
€ umanita » , « soldato ed esercito », ecc.; in questi esempi, ed in'analoghi,
¢’ nella lingua nostra una doppia nomenclatura; un termine (punto,
soldato, ecc.) & usato specialmente come attributo; 1’altro termine (spazio,
esercito,...) come soggetto.

In alcune ricerche successive occorre il postulato detto della con-
tinuita della retta. Si pud enunciare sotto la forma:

Post. XVII. « Data una figura convessa k, un punto a appartenente
ad essa, ed un punto b fuori di essa, si pud determinare un punto &
interno al segmento ab, o coincidente con unodei suoi estremi a, b,
tale che il segmento ax appartenga alla figura &, e il segmento b
sia tutto foori di h»: :

heConv.a,bep.ac hb-choxeabuiavwtb.axd hoxo=h~=zA.
Esso si pud pure enunciare sotto la forma

a,bep.kcKp.k-=A.koab.0.".xeaburh, kaxb-—A ye
ar . 0_1/ kﬁyb-"A."-xA-
« Dati due punti a e b, e una classe & di punti, classe effettiva-

. mente esistente, e contenuta nel segmento ab, allora si pud determinare
. un punto a appartenente al segmento ab, o coincidente con b, tale
. ..che nessun punto della classe k appart.enga al segmento b, ma tale
- che comunque si prenda il punto y fra a ed =, sempre.esistono punti
.della classe k& compresi fra y e b ».
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Per ricavare la seconda forma dalla prima, basta porre h=akvta,
ciod chiamisi 2 la figura che si ottiene proiettando da a i varii punti
di k&, cui si aggiunga il punto a. Sard h una figura convessa, conte;
nente il punto @, e non contenente b; quindi, applicando il postulato
XVII, si deduce la prop. a dimostrarsi.

E prima di abbandonare questo soggetto, sard ancora utile un’os-
servazione sulla natura pratica, o sperimentale dei postulati. Certo &

- permesso a chiunque di premettere quelle ipotesi che vuole, e lo svi-

luppare le conseguenze logiche contenute in quelle ipotesi. Ma affinche
questo lavoro meriti il nome di Geometria, bisogna che quelle ipotesi

. 0 postulati esprimano il risultato delle osservazioni pili semplici ed

elementari delle figure fisiche. La Geometria di posizione, o proiettiva,
poi, & una parte della Geometria generale; quindi i suoi postulati si
debbono trovare fra quelli assunti per la Geometria generale.

In conseguenza, sotto il punto di vista pratico, non parmi lecito
Passumere ad es. come postulato su cui fondare la Geometria proiet-
tiva il seguente:

- « Due rette giacenti in uno stesso piano hanno sempre un punto
comune », poich® questa proposizione non si verifica coll’osservazione,
ed ¢ anzi in contraddizione coi teoremi di Euclide. :

La Geometria proiettiva parte dai postulati della Geometria ele-
mentare, e, con opportune definéiziont, introduce nuovi enti, detti punti
ideali (sia nella Geometria Euclidea, che nella non Euclidea), e ne ri-
sulta cosi che i nuovi enti ottenuti soddisfano alle proposizioni precedenti..

Sulle figure congruenti.

Analizzati cosi i, principii di quella parte della geometria che & la
Geometria di posizione, il nostra lavoro non sarebbe completo se non
dicessimo qualche parola dei fondamenti della Geometria metrica, in
cui comparisce il concetto di figure eguali, o sovrapponibili, o, come
diremo abitualmente, congruenti, e quindi il concetto della sovrappo-
sizione, o trasporto, o moto d’una figura.

Noi vediamo, nel mondo fisico, dei corpi rigidi a muoversi col va-
riare del tempo. Possiamo studiare la successione delle infinite posizioni
che assume il corpo; ovvero possiamo limitarci ad esaminare i rapporti
fra due posizioni della figura, la prima e l’ultima, senza occuparci
delle posizioni intermedie assunte dal corpo nel passare dall’una.al-

“Yaltra. Questo solo studio particolare & fatto da Euclide, e si pud con-

siderare come studio geometrico. Il primo studio, pil generale e molto.
pill complicato, fa parte della Cinematica, e si pud escludere dalla

E g e S




L6 = :

' : _ Geometria. Quindi mi pare conveniente di escludere da un libro di

geometria elementare le seguenti proposizioni e simili:
« Un punto movendosi descrive una linea ».
« Un punto che percorra la retta, non pud passare dall’una banda
all’opposta di un punto fisso m di questa retta senza coincidere una
volta con esso ». '
Mettendoei adunque dal primo punto di vista, se m & un mo?), ed
a & un punto dello spazio, risulta determinato un nuovo punto, che
indicheremo con ma, e che si chiama « la nuova posizione che ha il
. punto a dopo il moto m ». Quindi il moto & una trasformazione di punti
A in punti; in simboli: motoopfp.
e Invece di parlare del moto, si pud parlare, come & chiaro, di figure
: eguali; il moto m & allora la corrispondenza per cui, dato un punto @
Je della prima figura, risulta determinato P’omologo ma della seconda.
P ' I’analisi del conecetto di moto, e la determinazione dei postulati
Lo fondamentali, si pud fare seguendo la solita via. Si scrivano tutte le
i proprietd che risultano dalVosservazione del moto fisico. Si scindano
3 . queste proposizioni in tante affermazioni semplici; e poi si esamini
|

)

quali di queste affermazioni sono gia implicitamente contenute nelle

rimanenti. Procedendo avanti in qnesto esame, finché sard possibile,

. troveremo mn gruppo di proposizioni esprimenti veritd irreduttibili fra
loro, e che costituiscono i postulati del moto.

Il Pasch, a pag. 101 della sua newere GFeometrie, pilt volte men-

zionata, stabilisce dieci postulati sul moto. Indichiamo col segno =2 la

_ congruenza delle due figure fra cui sta quel segno; eon (a,b), (@,b,¢)

ecc. la figura composta dei punti a e b, @ ,b e c, .. I postulati del

Pasch sono:

1. a,bep.0.(a,b)2(,q)
ciot un segmento ab si pud trasportare in modo che a coincida con b,
e b con a, Questo postulato dice che ogni segmento si pud rovesciare.

2. a,b,cep—Coll.o:bisSr(a,b).(a,bi)_:__(a,-c).-=b1A,

Dati tre punti @, b, ¢ non collineari, si pud portare il raggio ac
su ab; ed il punto ¢ verra ad assumere una posizione b, su ab, tale
che ab, sia congruente ad ac.

- 3. 'a,b,c,ai,b“c‘ep.(a,b,c)__‘_f__(a“b,,c‘).ceab.o.cisa‘bi.

e (a,,b,,¢,) sono congruenti, e se ¢ giace nel segmento fracebd,
anche ¢, giace fra @, e by. - : -

- 4 Se il.-pu'nto ¢, giace'fra a e b, e si prolunga il segmento ac,

. Date due terne di punti @, b, ¢, € @, by, ¢, , se le figure (a,b,¢)

»
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del segmento ¢,¢,” congruente ad. ac, , e questo d’'un nuovo segmento
¢,¢; eguale ai precedenti, e cosi via, si arrivera sempre ad un segmento
Cn Cy4q Che conterrd il punto b.

5. Se nella figura abc i segmenti ac e be sono congruenti, anche
le figure abc e'bac sono congruenti: a,b,¢ € p.acZbe.0.(a,b,}Z2(b,a,e)-
In conseguenza l’angolo abc si pud rovesciare.

6. Se due figure sono congruenti, anche le parti omologhe sono
congruenti.

7. Due figure congruenti ad una terza §0NO congruenti fra loro.

8. Date due figure congruenti « e , e preso un punto @, si
pud determinare un punto ¥ in guisa che la ﬁgura che si ottiene unendo
alla figura « il punto 2 sia congruente colla figura ottenuta aggiun-
gendo alla $ il punto y.

9. Dato un triangolo fgh, ed un segmento ab congruente ad fg,
ed un semipiano limitato dalla retta ab, si pud in questo semipiano
determinare uno ed un sol punto ¢, tale che il triangolo abc sia con-
gruente ad.fgh .

10. Se @, b, ¢, d sono punti non complanari, ed ¢ & un punto
diverso da d, le figure abcd ed abce non sono congruenti.
Accenneremo qui ad una nuova via per trattare del moto, conside-
randolo come una speciale affinita.

Affinita.

Dicesi affinita (abbreviato in Aff), ogni corrispondenza m fra punto
e punto dello spazio, tale che se il punto ¢ giace fra @ e b, anche fra
i loro corrispondenti mc, ma ed mb passi la stessa relazione. .
1. Af = (pfp)nmela,bep.ccab.Oupe. mee (ma) (mb)] .

Ne risulta
2. ‘meAff.a,bep.a-="0.0.ma=-=mb.

« Se m & un’affinith, a due punti distinti a e b corrispondono due
punti ma ed mb pure distinti ». Invero se ae b sono distinti, si potrd

determinare un punfo ¢ compreso fra essi (post. IV); quindi per def. .

dell’ Aff, anche mc sard compreso fra ma ed mb, e quindi (post. III}
ma ed mb sono distinti. -

3. meAff.a,bep.ceab.o.mee(ma) (mb).
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"« Se il punto c¢ sta sul prolungamento di ab,-anche mc sta sul
prolungamento di (ma) (mbd) ». Questa proposizione si ottiene dalla de-
finizione dell’affinitd, scambiando b con c.

A tre punti collineari corrisondono, nell’affinita, punti collineari;
a punti complanari, punti- complanari.

4, meAff.a,b,cepColl.o.ma,mb,mceColl.

5. > .a,b,cep.deabc.o.mde(ma)(mbd)(me).

6. > .a,b,cdep.ecabed.o.mee(ma)(md)(mc) (md) .
7 m,neAff.0.mneAff.

Ciot se m, » sono due affinitd, anche il loro prodotto & un’affinita,
vale a dire se di una figura si fa la figura affine coll’affinitd n, e di
questa si fa la tigura affine coll’affinitd m , allora la terza figura &
pure affine alla prima.

Fra le corrispondenze & pure a considerarsi l’wlentztd per cui ad
ogni ente si fa corrispondere s2 stesso. Indichiamola con w, ciod po-
niamo, qualunque sia a,

Wwa=a.

Si avra che lidentitd & pure un’affinitd, ossia
8. we Aff.

Se m & un’affinitd, ogni punto del segmento ab ha per corrispon-
dente un punto del segmento (ma) (mb); ed inoltre (prop. 2), a punti
distinti corrispondono punti distinti; quindi la figura corrispondente al
segmento ab & contenuta nel segmento (ma) (mb); possiamo noi affer-

mare che essa sia il segmento (ma) (mb)? Ecco una questione di cui
non conoseo la soluzione. ’

Postulati del moto.

*Beriveremo p invece della parola moto; e porremo i postulati se-
guenti:
Post. 1. p.o Aff.
« Ogni moto & un’affinitd ». Cid equivale a dire che.

(1) mep.a,bep.ceab.o.mece (ma)(mb), Esso & il post. 3 del Pasch.
Quindi pel moto sussistono tutte le proprieta delVaffinita gia viste.
Post. 2. wep.

« L’identitd & un moto », ciot a dlre ogni figura & congruente a

88 stessa. B ’assioma (o cogmzxone comune) VII d1 Euchde, libro L.

Post. 3. mep.o.me.

« 8e m & un moto, anche la trasformazione inversa, m , € pure un

— 79 —
moto », ciod se la figura A si pud portare a coincidere colla B, anche
la B si pud portare a coincidere colla A; ossia se la figura A & con-
gruente colla B, anche la B & congruente colla A.
Dalla proprietd (1) si deduce, esportando le due prime parti del-
V'ipotesi :
mep.a,bep.o.m(ad)o (ma)(mb) (=)
cio¢ il segmento ab, dopo il trasporto & contenuto nel segmento deter-

minato dai punti ma ed mb. Se in questa, al posto di m leggo m , ed
al posto di @ e b leggo ma ed mb, si ha:

mep.ma,mbep.o .—ﬁ((ma)(mb)) o (m ma) (m mb)

ossia osservando che dall’ipotesi mep.a,bep, si deduce mep. . ma,
mbep, e che mma=a, mmb=D0, si ha:

7

mep.a,bep.o.(ma)(mb)om(ab). ®)

Dalle proposizioni « e £ si ricava:

2) mep.a,bep.o.m(ab)==(ma)(mb),

ciot il segmento ab, dopo il trasporto, coincide col segmento limitato
dalle nuove posizioni di @ e di b.

In consegnenza ogni figura ottenuta da pit punti congiungendoli
con segmenti, o prolungando questi segmenti, si trasforma, nel moto,
nella figura analoga costituita colle nuove posizioni dei punti. Quindi,
se m & un moto, a,b,c,dep, si ha:

m (a'b) = (na) mb
m 8r (a , b) = Sr (ma , mb)
mretta (a, b) = retta (ma, mb)
m Co 8r (@ ,b) = Com Sr (a , b) = Co Sr (ma , mb)
m (abe) = (ma) (mb) (mc)
m (abed) == (ma) (md) (mc) (md)
m piano (@, b, ¢) = piano (ma , mb , mc)
m 8p (ab , ¢) = 8Sp (ma , mb , mc)
m Co Sp (ab, ¢) = Co mSp(ab,c),
ecc.
Post. IV. m,nep.0.mnep.

« Se m ed » sono moti, anche la loro successione ¢ un moto », ciod

‘se la figura A pud portarsi a coincidere colla B, e la B pud portarsi

a coincidere colla C, anche-la A pud portarsi a coincidere colla C;
in altri termini due figure congruenti ad una terza soro congruenti
fra loro. :

iR gy e
Loty
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_ciog porremo
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11 postulato II & conseguenza dei postulati IIT, IV e dell’esistenza

d’un moto. Invero, se m & un moto, anche m & un.moto, quindi anche

mm=w & un moto.

Le proposizioni precedenti dicono che i moti costituiscono un gruppo
delle trasformazioni dette affinitd, gruppo che contiene ’identitd, 'in-
verso d’ogni moto, e il prodotto, o successione di due moti.

Rimane a distinguere il gruppo dei moti delle altre affinit.

Percid enuncieremo come postulati le seguenti cognizioni comuni.

Post. V. Dati due punti a, a,, si pud portare a in a,: '

@,0,eP.0MEW.MA=0qy ==y A.

Post. VI. Dati tre punti a, b, b, si pud, tenendo fisso il punto @,

' far coincidere il raggio ab col raggio ab, :

ab.b, & p . a==b.a—=b,.0:m ¢ p.. ma=a.mSr{a,b)="5r(a,b ).~ A .
. Post. VIL Dati i due punti distinti @ e b, e i punti ¢ e ¢, fuori
della retta ab, si pud, tenendo fisso il punto a e il raggio (ab), far
coincidere il semipiano (ab,c) con (ab,¢,):
a,bep.a—=b.c,c cp-retta(a,b).o:mep. ma=a.mSr(a,b)
=8r(a,b).mSp(ab,c)=Sp{ab,c,)==nA.
I postulati V, VI e VII si possono riunire in questa sola proposizione:
_ TeoreMmA. Dati i punti @, b, ¢ non collineari, ed i punti a,, ,, ¢,
non collineari, si pud sempre determinare un moto, che trasformi « in
a,, il raggio (a,b) in raggio (a,,d,), e il semipiano (ab,c) in semi-
piano (a,b,,c¢,).
a,b,cep=-Coll.a, ,b, ,¢,ep-Coll.o:me p.. ma=a, . m Sr(a,b)
- =8r(a,,b,).mSp(ab,c)=5p(apb,,¢,).~=mA.
Ora dovremo dire che questo moto & determinato:

Post. VIIL a,b,cep=Coll.m,nep.ma=na.mSr(a, b)—nSr
“(a,b) . mSp (ab, c)——nSp(ab c).0.m=mn.

" Indicheremo con (Z‘ gﬁ ggi ’b)i) gg EZ‘ i ’)c*)) quel moto che tra-

sformaaing, , la Sr(e,bd) in Sr(e,b,), ell Sp (ab, ¢) in Sp(a,b,, ¢,);
. . S S
DrF. a,b,c¢cp-Coll.a,,b,, ¢, e p=~Coll.o. (Z‘ Sf EZ‘I,)) ) Sg 8%) ‘Csc‘))
= ~me [ma=a, . mSr(a, b)-—Sr (a,,b;) . mSp (ab , ¢)=8p (a,b, ,¢,)] -
I postulatl V-VIII si possono condensare in questa unica proposizione:

: S Sp(a,b,
q,b?c ¢p=-Coll.a, ,b,,c,¢ Q-Coll.o (gi S;‘ggjl,)) ) SSEZ c’)c‘)) g

s g
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Simmetria assiale.
Siano «, b, ¢ tre punti non collincari.
L’identitd w sard rappresentata da

Sr (@', b) Sp(ab
) “’“(2 si((g b; sﬁifﬁb 3)

Noi considereremo tre moti assai importanti, che chiameremo «,
B, v, e sono:

'k") a:<a Sr(a,b) CoSp(ab, c)) (a él (a, b)’Co Sp(ab,c))

a Sr(a,b) Sp(ab,c) Sp (ab,c)

, « CoSr(a,b) Sp(ab,e)\ [ CoSr(a,b

) 5=<a St (a ,(%) ) sﬁ%’éb,iﬁ ( 75;)(; (Z) ) SP(“I”C))
CoSr(a,b) CoSp(abe)\ [, CoSr(a,b) CoSp(ab,

W r=(o S o) (a, St o)

Gli ultimi membri di queste eguaglianze sono modi abbreviati per -
indicare un moto, quando alcuni elementi rimangono fissi. Si ha im-
mediatamente .

(5) at=w. B=w. v=w. .
©)  eb—fa=—r. er=qa=f. Pr=tih=o.
ciot ciascuno dei moti «, §, v ripetuto due volte, produce Pidentita;
e la successione di due d1 essi produce il terzo.
Infatti si ha, per definizione di a, c@a=a, onde &*a =aa = a.
Dalla definizione si ha pure & Sr (a b) =Sr (a b), onde &®Sr(a,b)
= Sr(a,b).
Dalla definizione si ha ‘o Sp (ab , ¢) = Co Sp (ab, c) ; onde a*Sp (ab,c)
= aCoSp(ab,c) = CoaSp(ab,c) =CoCoSp(ab,c)==Sp(ab,c).
Pertanto il moto a? lascia inalterati a, Sr(a,bd), Sp(ab,c), percid
esso ¢ Videntitd o. -
Analogamente si provano le altre eguaglianze.
TroREMA. « Il moto a lascia fisso ogni punto & della retta ab ».

" . ab=b.

Infatti, poiche beSr(a,b), la quale semiretta non si altera col
moto «, anche ab apparterra a Sr(a,b). Ora Sr(a,b) =abvtbvab, '
vale a dn'e il punto ab o giacera nel segmento ab o coincide col suo
estremo b, o giace nel suo prolungamento ab . )

Se ab g1ace nel segmento ab, o*b giacera nel segmento a (ab) ,

" Rivista di Matematica (giugno 1894). ° : . ’ -6

-




© quindi a maggior ragione (post. VIII della Geom.) giacerd nel seg-

mento ab; ma «® coincide con bj ed il punte d non appartiene al
segmento ab; dunque & assurdo che «b giaceia in ab.

Scambiando in questo ragionamento b con ab, si prova che & as-
surdo il dire che ab giaccia sul prolungamento di ab.

Dunque ab coincide con &.

" DerpvizioNE. Dicesi che il raggio ab & perpendicolare al raggio ac,
escriveremo 8r(a,d) | 8r(a,c), se tenendo fisso il punto a e il raggio
ab, e scambiando il semipiano (ab,¢) nel suo complemento, il raggio

"(a,c) si trasforma nel suo complemento :

CoSp(ab,c)

) Sr(a,b) | Sr(a,e).—. (a ,Sr(ad), G

) Sr(a,c)= CoSr(a,\c).
Ne risulta |
9) .Sr(a!b) 1 Sr{a,c).=.8r(a,b) _l_ CoSr(a,c).=.CoSr(a,b) | Sr(a,c)

cio¢ se il primo raggio & perpendicolare al seeondo, il primo & pure
perpendicolare al complemento del secondo; invero se la trasformazione
considerata o -trasforma il saggio ac nel suo complemento, poiche a?=w,
essa trasformerd pure il complemento nel raggio stesso. X se il primo
raggio & perpendicolare al secondo, anche il complemento del primo
& perpendicolare al secondo, poiché¢ la trasformazione « non si altera
scambiando il raggio ab col suo complemento. '

In conseguenza, date -due rette ab ed ac, diremo che la prima &
perpendicolare alla seconda, se esse si incontrano inun punto «, e se
‘prendendo sia sulla prima che sulia seconda retta uno dei raggi par-
tenti da a, il raggio preso sulla prima & perpendicolare a quello preso
sulla seconda; poiché questa proprietd ¢ indipendente dalla scelta dei

raggi considerati. -

TeoreMA. Essendo a, b, ¢ punn non collineari, la retta ab & per-
- pendicolare alla retta che’umace il punto ¢ col punto cc, essendo «

1?, trasfor{nazxone (a sSrab, gg ?§b(ag) c)) :

(10) retta (a ,b) | retta{c,ac).

Infatti, poiché ¢ appartiene a Sp (ab,c), il quale, pel moto «, si

trasforma nel suo complemento, il punto a ¢ appartiene a CoSp(ab, c) 5

-quind] il segmento ¢ {«c) incontra la retta (a,b) in un punto &, che ha

per corrispondente sé stesso. Dunque « St (x,¢)=Sr (&, & c)==CoSr(aa,c) H
- dunque il raggio (x,¢) colla rotazione « si trasforma nel suo coruple-
mento, ossia la retta ab & perpendicolare alla xc, ciod alla ¢(xc).
Questa proposlzxone permette di risolvere il problema. « Data la
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retta ab, ed il punto ¢ fuori di essa, segnare sulla retta ab il punto
x tale che ab | xc s, .

Si osservi che il segmento c (& c) si pud rovesclare, poiche col]a
trasformazione &, ¢ va in ac, ed ac in c.

TEOREMA. Nel piano abc esiste un raggio ax che non si altera col
moto f:

(11) z:8p(ab,c).B8r(a,x)="8r(a,z).~=x4A.

Infatti prendasi nel semipiano (ab,c) un punto qualunque c..Siano
Bb e fc i corrispondenti di b e di ¢ nella trasformazione B. Poiché
b sta su Sr(a,b), che nel moto 3 si trasforma nel suo complemento,
Bb stard su CoSr(e,b); e poiche il semipiano (ab,c) si trasforma in
s stesso, e ¢ appartiene a questo semipiano, anche £ ¢ vi apparterra.

Se Bc appartiene al raggio {a,c), il raggio (a,¢) avra per corrispon-
dente (a,Bc) ossia lo stesso raggio (a,c); dunque il raggio (a,¢)
non varia nel movimento 3, e la proposizione & dimostrata.

Se B¢ non appartiene al raggio (a,c), le rette (b,8%) e (¢, ¢) non
hanno alcun punto comune; poiché se x & un punjfo comune a queste
rette, anche £ sard un punto comune alle due rette; e sard faw-=x,
poiché 'uno di questi punti sta su Sr(a,d), e Valtro sul suo comple-
mento; quindi le due rette distinte date avrebbero due punti comuni,
il che & assurdo.

“Pertanto, essendo b, Bb,c,"fc complanari, e le rette ©,Bb) e
(¢, £ ¢) non incontrandosi, ne avviene che o il segmento b (§ ¢) incontra
c(Bb), o il segmento bc incontra (8b) (3¢). Sia @ il loro punto d’in-
contro. Poich& colla trasformazione 3% il primo segnento si trasforma
nel secondo, ed il secondo nel primo, ne risulta che il punto a non
varia colla trasformazione £ e quindi il raggio ax non si altera col
moto f.

~Quindi il moto B si pud ridurre alla forma

(o:5000,00, § 5%%7)
ossia ha la stessu forma del moto «, in cui al posto di bedicsi
legga x e b.. :

La proposizione precedente permette di rlsolvere il problema.

Data una retta ab, ed un piano abc, passante per essa, innalzare
nel punto a la retta aac contenuta nel piano abe, e tale che ax | ab.

TrorEMA. 11 movnnento v-fa corrispondere ad ogni punto d del
pxano abe un ‘punto del complemento del raggio ad

(12) dep1ano(q,‘b,c).d~=a.o.TdeCoSr(a,d)_.
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Infatti se d appartlene al Sp (ad, c), p01che v Sp(ab, c) CoSp(ab,c) ,-

. ¢ d apparterra a CoSp(ab,c); percid il segmento d (yd) che unisce
.due punti appartenenti a bande diverse della retta ab, incontra questa
retta in un punto «, tale che wed(yd) e weretta(a,?).
‘11 punto « della retta ab, o coincide con a, o giace su Sr(a,b),
~0 su CoSr(a,b). .
Se weSr (a b), exed(yd), opelando colla v, si ha:

TaceCoSr(a, b) e Tace(vd)d

dunque il segmento d ¥a), che incontra il raggio (e, ) in =, incontra
pure il suo prolungamento in y @, il che & assurdo.
. Parimenti & assurdo che d (v d) mcontn CoSr (a,b); dunque d (7 d)
" incontra la retta (a,d) p1 recisamente in a, ossia azd (yd), da cui
ydeda, c. v. d. :
A Sr (a,d) corrispondera percid y Sr (a,d)=S8r (a,y d)=Co Sr (a,d).
TroREMA. Se il raggio ac e perpendicolare al raggio ab, sary il
" raggio ab perpendicolare ad ac:

. - (13) - a, b eep= -Coll.Sr(a,c) | Sr(a,b).0.8r{a,b) | Sr{a,c).

,

In altre -parole, sé facendo rotare ab attorno ad ac di 180°, il raggio
ab si trasforma nel suo complemento, viceversa facendo rotare ac at-
torno ad ab di 1800, il raggio ac si trasforma nel suo eomplemento.
Infatti si tratta di dimostrare che o Sr (a,¢) = Co Sr(a, ¢). Ora il moto
o equivale al moto v £; quindi aSr(a,c¢)=1BSr(a,c). Ma Sr(a,c)
. =8r(a,c), poich® nella trasformazione g il raggio (@, ¢) non varia;
" dunque aSri{a,c)=1vSr(a,c). Ma ySr (a ¢) = CoSr (a,c); dunque
aBr{a,c)==0o08r(a,c).

TeorEMA 14, Gli angoli piani, opposti al vertlce, s0n0 eguah

Infatti essendo a,b ;¢ tre-punti non collineari, ’angolo formato da
Sr{a,b) e Sr(a,c) ove si applichi il movimento vy, si trasforma nel-
Tangolo formato'da CoSr(a,b) e CoSr(a,c), che & opposto al vertice
* dell’afigolo precedente,

"TrorEMA. Essendo a, b, ¢, d quattro punti non complanari, se la '

) retta ab & perpendwolare s1a alla ac che alla ad, allora la retta ab
ool perpendlcolare ad ogni retta ae contenuta nel p1ano acd .

. (15) - a,be dsp Compl . Sl'(a ) | Sr(ac).Sr(a,b) | Sr(ad)

esplano(a ¢,d).e~=a.0.8r(a,b) | 8r(a,e).

Infattl, dalle ipotesi. fatte, risulta che la trasfo1mazxone

L= (a Sr(a b)’g]g(sfb(ac)b c))
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& tale che aSr(a,c)=CoSr{a,c), ¢ aSr(a,d) = CoSr(a,d); quindi
o Sp (ac,d) = CoSp (ac,d); quindi |

: CoSr(a,c) CoSplac,d
a-—-( 7SJ(a(c) )’Sp((fc(d) ))

ossia la trasformazione a si ottiene dalla y, ove alle lettere a, b, ¢ °
si sostituiscano a, ¢, d. Percid essendo ¢ un punto del piano acd diverso
da a, sard «8r(a,e)=Co8r(a,e), ossia Sr{«,b) | Sr(a,e). _

La retta ab, perpendicolare a due rette ac e ad contenute in un
piano, e quindi perpendicolare a tutte le rette ae contenute in esso,
dicesi perpendicolare al piano. .

TrOREMA 16. Essendo a, b, ¢, d quattro punti non complanari, il
moto o == (a ,5r(a,d), gg ?‘fb(??)’ c)) trasforma il semipiano (ab , d)
nel suo complemento.

aSp(ab ,d)=CoS8p (ab,d).

Infatti il piano perpendicolare ad ab in @ incontri-il semipiano
{ab,d) secondo Sr(a,e). Si avra «Sr(a,e)=CoSr(a,e¢); quindi .
aSp (ab ,e) = CoSp (ab, e} ; ossia aSp (ab, d) = CoSp (ab,d).

In conseguenza il moto chiamato « non varia se al posto di « met-
tiumo un punto qualunque della retta (a,b); e non varia se al posto
di ¢ mettiamo un punto qualunque dello spazio. Esso & percid carat-
terizzato dalla sola retta ab. Il moto o dicesi simmetria rispetto all’asse
ab, o rotazione di 180° attorno ad ab.

Se la retta ab si chiama », il moto « si chiamera 8, . La simmetria

" assiagle & un movimento assai importante poich¢ ogni moto & il prodotto

di due simmetrie. Si ha 8,7 =w, e 8, =5, , ciod una simmetria ri-
petuta due volte da I'identitd, ed ogni simmetria & Vinversa di s& stessa.

Il moto B si & visto che si oftiene dall’« con una permutazicne di
lettere ; quindi detta ac la retta .| alla retta ab contenuta nel piano
abe , sard 8 =25,,. Anche il moto y & una simmetria assiale. Infatti
in a si conduca il piano perpendicolare alla ab, che incontri il piano
abe secondo ac; in esso si innalzi la perpendicolare ad-alla ac. Sard
Sr(a,d) | Sr(a,c) per costruzione; e Sr(ad) ]| Sr(a,b), poiche Sr(a,b)
& perpendicolare ad ogni Sr(a,d) contenuta nel piano perpendicolare

- al primo. Ora ¢ 8r(a,d)=afSr(a,d), poiche y=afB. Ma, essendo

Sr(a,d) | Sr(a,c), sard g8r(a,d)="CoSr(a,d), ed essendo Sr(a,d)
1 8r(a,b), sara aSr(a,d) = CoSr(a,d), quindi & CoSr(a,d)=8r(a,d);
onde v Sr(a,d)="5r(a, d), ossm Sr(a,d) si riproduce malterato col
moto y.

Adunque, dati tre assi a due a due perpendmolarl, 11 prodotto ‘della
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sxmmetna nspetto al primo per la snnmema rispetto al secondo dala
sxmmetrxa rispetto al terzo. ”

Traslazione.

Essendo a, b, ¢ punti non collineari, pongasi

b CoS Sp (ab
T “(a Sl;(;(%) ) sg(((;b 3)

II moto T dlces1 la’ traslazione lango la retta ab, nel piano abe
-che trasporta a in &. -

Trorema 1. I punti @, Tva, 2%, ..7*, % a,.. stanno sulla retta
ab, ed essendo m un intero posmvo, 0 nullo, o negativo, il punto e
'-gxace fra 7 a e T a. "

Infatti, per definizione, Tra=2>; e poiche b sta su Sr(a,?d), la
quale ha per corrispondente CoSr (b, a)=a'b, Tb glacerd su a'b, cio¢
Tbeab, ossia bea(th), o ancora *casa(r’a).

Moltiplicando per +*~* si avrd 1" ac (" *a) (v"+!a), che & la propo-
sizione a dimostrarsi.
£ Si deduce che se p, ¢, r sono interi, n, e p < g<r, il punto
. T a giace fra 7Pa e 1"a.

R Y ,\ TeoreEMA 2. Essendo a, b, ¢ punti non collineari, e d un punto del
f,\/’\ { pr‘(;lungamento di ab, si pub determmare un numero intero positivo
DY ‘ n, in guisa che il punto d giaccia fra a e la posizione che assume a

~dopo n traslazioni == (a Sp(ab, c)) :

a,b,cep=Coll.deab.0o:neN.dea(t"a).~=, A.

. Infatti, poniamo per assurdo che qualunque sia il numero n , sempre
d sia fuori del segmento compreso fra a e t°a.

.« Allora consideriamo lmsxeme dei punti Ta, 1*a, .. ciod 'r'*a e

dlcxamolo k, ciod poniamo k== 1¥a.

-La classe %k & una classe di punti compresi fra a e d, effettiva-

. mente esistente. Dunque, pel postulato della continuita, esisterd un punto

- - 4 appartenente al segmento ad , o coincidente .con d, tale che fra @

' e d non giacciono punti della classe k, ma tale che preso un punto

ed x, o0 coincidenti con ac - .

’ Poxché colla- trasformazmne 7 la retta ab non vana, e appartlene
» .' a questa retta, anche 742 vi apparterrd ; percid ~~'x o coincide con
N -,ﬂc o §i trova sul raggio (ac @), o'sul suo complemento a'x .
' Ma se

“ .qualunque y fra a ed z, es1stono puntl della classe k compre51 fra y .

*‘m COlIlClde con ‘w, ossila w=1rx, la’ trasformazmne 3 che
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lascia inalterato il punto «’, il raggio (x,a), e il semipiano (za,c),
& l'identitd, il che & assurdo perché la trasformazione 7 'fa corrispon-
dere al punto a il punto diverso b.

Se t-tx appartiene al raggio (x,a), esisterd qualche punto della
classe k& compreso fra 7'z e x, o coincidente con x; ciod esisterd un
intero n tale che <="a¢ (v~! x) ; eseguendo ’operazione =, sard t"*‘a
gax(Ta); ora @ & compreso fra v x e ~x; v7'x & compreso fra a ed

‘x; dunque ta sard sul prolungamento a'x; e t**!a che & compreso

fra « e Ta, sard pure sul prolungamento a’x, ossia sul segmento xd ;
vale a dire esistono punti ©*'*a che stanno fra « e d, cosa assurda
colla ipotesi fatta, che « sia tale che fra esso e d non giacciano punti
della classe k =V a. '

Se =~'x appartiene al raggio a’x, ~a apparterra al suo complemento
8r(x,a); quindi fra T« ed a esisteranno punti della classe k. Sia n
un intero tale che t"a sia compreso fra v ed «, ciod t"ac (v x)x;
sard *"~'a compreso fra « e v'x, quindi " *a appartienc al raggio
a'z, ossia esistono punti della classe & compresi fra « e d, il che &
in contraddizione coll’ipotesi fatta.

Dunque il supporre che qualunque si sia il numero n, il punto
7"a giaccia sempre fra a e d conduce sempre ad un assurdo; ossia
esistc un numero n tale che d giaccia fra a e 7"a.

Fra i valori di » che soddisfano a queste condizioni havvi il mi-
nimo.; dettolo », se d non & un punto della seric 7~ a, esso punto
giacera fra =" ‘a e T™a.

TeoreMA 3. Essendo d un punto del ragglo ab, ©d appartiene al
raggio a'd.

La cosa & chiara se il punto d appartiene alla serie. t5a.

Se d non vi appartiene, si determini il numero n in guisa che d
sia compreso fra t"a e t"t'a:

d ¢ {t"a) (" *a).
T de (T a) (t"a) . (o)

Ora t*t%a appartiene al raggio a' (v"*'a); dunque

Sara

(x"*a) (") 0 @' (7). S ®

11 punto d sta fra @ e t"tia, dunque
a (*tla)oad. ) ()

Dalle (&) (B) (v) si deduce la proposizione a dimostrarsi. .
" Ne risulta che se un moto di traslazione fa corrispondere al punto

a un punto b, ad un punto d del raggio a’d non pud far corrxspondere _

un punto mterno al segmento ad .

AT,
23 {

et b s e

L
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TeoreEMA 4. Essendo a, b, ¢ tre punti non collineari, si dia al
segmento ab prima la traslazione .v che porta @ in b, poi lo si rovesci

, attorno alla perpendicolare by alla ab, contenuta nel piano abc. Al-

* lora il punto b verra a coincidere con a; ossia ogni segmento si pud
ravesciare :

SbJ Th=a.

Infattx, dicasi ¢ il moto considerato

- o)

C=Sby’T

e sia d=cb. Si vuol dimostrare che d =a.

- Poiche b appartiene a Sr(a,b), alla quale corrisponde in = la Sr(b,a),
il punto's b = d apparterra a Sr (b, a), vale a dire o giace sul segmento
ba, o coincide con @, o giace sul prolungamento di ba. .

Se deba, sard c*a=d; *Sr(a,b)=c8r(b,a)=8r(zb,ca)=
8r(d,b); c*Splab,c)=Sp(ab,c); dunque

@=(3 Sy ®@9),

ossia ¢? @ una traslazione. Essendo deba, sard cde(sb)(sq), ciod
cacdb.
Noi abbiamo cosi una traslazione c? che al punto a fa corrispondere
c?*a=d, chestafra a e b, e al punto b fa corrispondere c*b=cd,
.che sta fra d e b, i} che & assurdo. Dunque il punto d non pud gia-
-cere fraaed.
‘Analogamente si prova che d non pud appartencre al prolungamento
di ba. Dunque il punto d coincide con a.
"Se mnell’espressione di c® si legge a al posto di d, si ha ¢* =,
. Si pud scrivere

c-—(z,b ,Sp(ab c)) |

et TeOREMA 5. II moto & = Sy, = & la simmetria attorno ad un certo
PRI asse gz contenuto nel piano abc, e perpendxcolaw alla Tetta ab .
“Infatti | s1 consideri il moto }

_(b , a , CoSp(ab,e))
S“"G"(a‘_’, b., Sp (ab c)

81 ha (Ssp0) =w. Sia ¢ un punto qualunque del piano abe, e sia
= (S &) e

Pomhé 8 Sp {ab,c). cormsponde 11 8U0 complemento, ¢ gxacera ri-

AL TR ST

§ ame
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spetto alla retta ab da banda opposta a quella in cui giace ¢; dunque
il segmento cc, incontra la retta ab in un punto . Il punto « non
varia col moto Sep-7; invero questo moto conserva inalterata la retta
ab; al segmento cc, fa corrispondere ¢,c, ciod il segmento stesso; quindi
anche il loro punto d’incontro & fisso: '
Sub TXx=0.
Moltiplico per Su, ed osservo che (Sqp)’ =, e S =, poichd
Sep lascia inalterati tutti 1 punti di ad; e trovo
cx=uwx.

Dunque il moto = lascia inalterato il punto « , trasforma il raggio
aa nel suo complemento, e lascia fisso il Sp (xa,c), cio¢

o= (x ) gg(slffﬁ)’ @) ,8p (xa, c))

percid ¢ & la simmetria attorno all’asse @z perpendicolare alla retta
ab nel punto x, e contenuto nel piano abe:
o =Sz

TroreMA 6. Ogni moto di traslazione 7 & il prodotto di due sim-
metrie assiali, i cui assi sono perpendicolari ad ab, e contenuti nel
piano abc.

Invero, dall’ultima formula, sostituendo a < il suo valore, si ha:

Sby = sz 3
e moltiplicando avanti per Sy,

T= Slzy Sz ]

che dimostra la proposizione enunciata.

Rotaziont,

Esgendo a , b, ¢ punti non collineari, pongasi

S CoS b
o= (eala ), oy”):

Il moto & dicesi la rotazione attorno al punto @, nel piano abe,

~ che trasporta il raggio (a,b) sul raggio (a,c).
Dicesi angolo compreso fra i raggi ab e ac, essendo a,b, ctre

punti non complanari, la figura piana seguente’

Ang(Sr(a b),Sr(a,c))= Sp(ab ¢) ~Sp(ab,c)=abc . wbewa’be
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8 dimostrano, in modo analogo a quanto si & fatto per le trasla-

" zioni, le proposizioni seguenti:

TroreEMA 1. Se i raggi o 8r(a,bd), *Sr(a,bd), .. c™8r(a,b) ap-

_partengono tutti al semipiano (ab,c), allora ognuno di essi & compreso
" nell’angolo formato dal raggio precedente col seguente.

‘TEorEMA 2. Essendo d un punto del semipiano (ab,c), allora o il
raggio (a,d) & uno dei raggi o¥8r(a,b), ovvero & compreso nell’an-
golo formato da due di questi raggi successivi.

TeoreEMA 3. Essendo d un punto del semipiano (ab,c), esterno al-.

Vangolo di ab con ac, ciot se de Ang (Sr(a,¢),CoSr(a, b)), il raggio

¢ Sr(a,d) non appartiene all’angolo dei raggi (a,b) e (a,d).
TrorEMA 4. Se sulla figura (a,b,) si fa prima la rotazione o,

poi la simmetria S,., il raggio ab verra in ac, e il raggio ac in ab,

‘sicche ’angolo si pud rovesciare.

TeoreMA 5. 11 moto S, o ora considerato & la simmetria attorno
ad un certo asse ax (bisettrice dell’angolo bac)

Sac g = Sam -
TroreEMA 6. Ogni rotazione o & il prodotto di due simmetrie assiali
o =S,;S4z-

8i vede facilmente che con nuove combinazioni di questi moti si
Jossono ottenere nuove proprietd ; si ha cosl un vasto campo di studii

" e ricerche. Esaminando-quanto precede dal solo punto didattico, dob-
- biamo confessare che questa trattazione non ha ancora assunto quella

semplicitd che & necessaria per essere introdotta negli elementi. Studii

- ulteriori possono semplificare le singole parti, con pill opportune com-
“binazioni di postulati. :

. Pur tuttavia nutro fiducia che alcune delle osservazioni fatte possano

- essere utili per la pubblicazione di trattati elementari; e sard lieto del
_ mio lavoro se esso contribuird a rendere pill esatte le definizioni e di-
. mostrazioni di Geometria elementare, e ad analizzare meglio i concetti

su cui basa questa scienza.

’
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Giuseppe Battaglini

Cenno necrologico di ERNESTO PASCAL

Io non voglio qui scrivere una biografia completa di Giuseppe
Battaglini, e nemmeno fare un’analisi dei suoi lavori di matematica (¥).
To, che gli fui per tanti anni scolaro ed amico devoto ed affezionato,
voglio solo qui sciogliere un debito del cuore, e dire quelle cose che
mi si affollano alla mente, ancora tutta picna dei carissimi ricordi
di lui.

Di Giuseppe Battaglini, a chi per poco lo conoscesse da vicino,
appariva subito la nota piu alta e pil spiccata del carattere; amare
la scienza e la scuola sopra ogni altra cosa.

Per la scuola non c’era sacrificio cui egli non si sottomettesse con
un vigore che perfino negli ultimi anni non lo abbandond mai e po-
teva dirsi giovanile.

Ed invero, pensando di lui non si pub non pensare per prima cosd
a lui come maestro.

Si sarebbe detto che egli non viveva che per la sua scuola e pei
suoi giovani, e gli sarebbe parsa vana l’opera sua di scienziato se
non fosse stata accompagnata dall’opera sua di maestro. La quale
- opera sua di maestro era tanto efficace che quell’amore e quell’entu-
siasmo per la scienza da cui egli era animato e che formava l'occupa-
zione unica della sua mente, egli finiva col trasfonderlo nei giovani suoi.

Una grandissima parte dei giovani matematici che occupano ora
- dei posti distinti nell’insegnamento sono stati scolari suoi, e hanno da
lui . ricevuto le prime ispirazioni, i primi incoraggiamenti e i primi

~aiuti; quegli aiuti e quegli incoraggiamenti ai quali lo si trovava sempre

disposto.

* Uua\bella' pecrologia con molti dati 'biograﬂci & comparsa da pochi
giorni nei Rendiconti di Palermo per cura del Prof. TORELLI

.
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;Egli_ amava, circondarsi ‘di una schiera jd_i giovani e intrattenersi

. con loro di soggetti matematici; faceva loro conoscere nuovi lavori;
li metteva al corrente delle gquistioni pilt vitali della scienza, faceva
loro in poche parole il quadro di una teoria; prendeva-occasione da
" questa per proporre loro qualche problema e per incitarli ad occupar-
sene; faceva insomma tutto quello che si puod fare per invogliare alle
ricerche originali, e non dimenticando neanche di essere poi benigna-
mente indulgente coi principianti, di cul mai sprezzava i primi passi.
~ Le quistioni di cui s'intratteneva egli coi giovani non erano mai
quistioni elementari, ma riguardavano sempre i maggiori problemi della
geometria e dell’analisi, che anzi egli sdegnava di occuparsi di cosucee
‘che avessero ’aria di esercizi di scuola, e tutto cid che avessc aspetto
‘di grande e di nuovo lo attraeva irresistibilmente.

L’entusiasmo per gli studi in lui fu sempre giovanile, e non trascurd
mai fatica per intraprendere qualunque nuovo studio e per imparare
qualunque ramo delle matematiche che gli sembrasse utile. Ed in
questo fu mirabilmente aiutato da una grande elasticita d’ingegno

" per modo che potette applicarsi perfino ad insegnare le discipline pilt
‘disparate; egli insegnd calcolo e gecometria superiore, insegnd analisi
superiore e meccanica razionale, geometria analitica e tcoria delle
macchine, insomma egli insegnd quasi tutte le parti delle matematiche
pure e¢ anche qualcuna delle applicate,

Egli che aveva tutto imparato da s¢ senza l’aiuto di alcun maestro,
aveva quella dote cosi caratteristica degli uowmini ‘che si formano
da se, il non schivare nessun lavoro per quanto fosse pesante, cd io
mi ricordo che perfino negli ultimi anni egli conservd l’abitudine di

"traserivere tutta intera su di un foglio di carta la lezione che veniva
a recitare nella scuola, e dettava lezioni tutti 1 giorni, e spesso anche
pilt volte in un giorno.

Era laborioso al massimo grado e dtlxgente, e avrebbe voluto che
tutti, ¢ massime i giovani, fossero stati come lui; ma questo non
sempre gli accadeva di trovare, ed egli se ne rattristava amaramente,
e non trascurava occasione per lamentarsenc,

. Egli diceva spesso di invidiare i giovani di adesso che possono
~ aver tanti mezzi e tanti aiuti_per studiare cose nuove, mentre a’ suoi
tempi egli non aveva potuto avere nessun aijuto e avea dovuto da
8¢ procacciarsi faticosamente la sua carriera. Egli apparteneva ancora
a quegli uomini che non si adattano per nessuna ragione al mondo,
alle circostanze ed ai -tempi, e tutto quello scetticismo invadente ora

S ’animo dei ‘giovani, quello stato sempre pilt decadente delle nostre ..

Un1vers1ta coi loro frequenti tumulti, colla crescente indisciplinatezza,
tutto questo asswme d1 cose lo esasperava al massimo glado, e chi
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gli era intimo vedeva che non si trattava di una esasperazione pas-
seggera, ma che egli ne soffriva davvero internamente; e le sue inter-
minabili lamentazioni se erano qualche volta eccessive, rivelavano
perd sempre un’anima candida, che vuole il bene e il meglio ad ogni
costo, ¢ non sa adattarsi a. vedere il mondo qual’s.

11 nostro povero Battaglini fu laborioso ed ebbe fama di esserlo;
fece parte di innumerevoli Commissioni ed i lavori piu faticosi erano
sempre affidati a lui. Ed egli tutto disimpegnava con zelo, con mode-
stia, e sopratutto con un ’oncstd senza pari.

Ho detto con modestia; ed & difficile infatti trovare chi piu di lui
schivd gli onori, cercd sempre di porsi da parte, non si pose mai in
prima linea, e mai cercd di profittare per s¢ della sua condizione e
dei vantaggi personali che questa gli avrebbe potuto arrecare; la sua
vita fu spesa tutta per gli altri ed egli si privd per st perfino delle
pit innocenti soddisfazioni.

Mi rieordo di una lettera che egli mi scrisse una volta quando io
stavo a Gottingen.

Egli mi diceva modestamente di invidiare la mia fortuna nell’aver
potuto andare cosi lontano a studiare cose nuove, e che si sarebbe
egli, vecchio com’era, reputato molto felice se avesse potuto in un
momento liberarsi di tuiti i suoi impegni e di tutte le sue infermita,
e venire anche lui ad inscriversi wmilmente fra gli scolari di Gottin-
gen;- & difficile trovare una maggior modestia in un vecchio a ses-
santaquattro anni come lui, e che aveva percorsa gia tutta una luminosa

-carriera scientifica.

Gli piacque piuttosto vivere lontano dai rumori del mondo e chluso
nelle suc geniali meditazioni e nei suoi studii, dei quali mai si mostro
stiduciato o stanco, anche negli ultimi anni quando la mente non piu
gli rendeva quello stesso aiuto di una volta.

E degli uomini che vivono separati, lontani dalle brighe e dagli
affari, egli aveva la nota sopra tutte caratteristica; egli, bisogna notar
ancor questo per formarsi intero il concetto di tuttii lati della mente
sua, in qualche cosa mostrava una grande semplicitd; si figurava osti-
natamente un mondo tutto diverso dal reale; un mondo nel quale tutti

* non fossero preoccupati che delle idee di giustizia e di onesta, un mondo

.senza inciampi per chi volesse percorrere la via del bene. Una volta
egli, preoccupato delle sorti dell’insegnamento, e credendo di potervi
porre riparo in qualche maniera, s’impegnd di formulare un progetto
nel quale si moditicava dalle fondamenta tutto l’ordinamento degli
studi matematici nelle Universita; lo presentd alla Facolta di Napoli
e volle che la Facolta lo presentassc al ministro, ed era fermamente
_convinto che quel problema intorno cui da tanti anni si affaticavano
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e si affaticano inutilmente ministri e Parlamenti, egli lo potesse risol-
vere con una deljberazione della Facoltd. Quel progetto fu respinto
senza neanche prenderlo in esame, ed a lui parve cosa strana e non
se ne sapeva spiegare il perche; ad un ‘altro sarebbe parsa cosa natu-
ralissima.

Un altro lato rimarchevole della sua mente fu la sia avversione a
certi nuovi concetti di geometria a cui egli ne’ suoi studii giovanili

. non-si era abituato, p. es., I'introduzione dei concetti di spazii a pin

dimensioni; ed ¢ rimarchevole questo lato, perche, come ho gia detto,

* il suo spirito conservd sino a tardi una freschezza e una vigoria gio-

vanile, ed era anzi per natura aperto a tutto cid che avesse aspetto
di novita. Egli accettd tutte le idee nuove, se le approprio, vi collabord
con ardore; una sola fu l'idea nuova cui non si volle mai adattare: e
fu la convenienza dell’introduzione di spazii a piit dimensioni. Ma la
predilezione per una parte piuttosto che per un’altra delle matematiche
non lo accecd mai perd al punto da farlo diventare passionato, e da
renderlo parziale nei frequenti giudizii che dovette pronunziare sul
valore dei giovani matematici.

Egli aveva provato per tempo, e a sue spese, come pesava 11ng1u-A

stizia, e aveva imparato a tenersene lontano e a non farsi fuorviare
da personali simpatie o da estranei interessi.

Aveva cominciato 1a sua carriera, cirea quarant’anni fa, a Napoli,
presentandosi ad un concorso pubblico per la cattedra di Geometria

" analitica all’Universita, e si era visto, in questo concorso, posposto a
.chi valeva meno di lui. Quest’atto d’ingiustizia, che non sard cosi

facilmente dimenticato, gli rimase per tutta la vita cosi fortemente

. impresso nella mente, che ogni volta che si trovd poi a dover giu-
dicare gli altri, gli parve sempre non leggero cdmpito il suo, e ci si’

impegnd eon Panimo pia serupoloso; e se qualcuno potette essere da
lui qualche volta discorde nel giudizio, tutti perd dovettero sempre
ammirare in lui una lealtd a tutta prova, un amore disinteressato,

. fermo, sincero per la giustizia, indipendente da ogni pregiudizio di

scuole e da ogni idea di regionalismo, da qualsiasi interesse insomma

" che non fosse un elevato interesse di studii e di scienza.

Nel movimento matematico italiano degli ultimi trent’anni, Gm-

: :geppe Battaglini rappresenta una parte senza dubbio assal importante,
e la rappresenta sia come maestro e ispiratore di una sch1em nume- °
- rosissima di giovani matematici, sia come scienziato, mdagatore pazwnte
- 'e ricercatore laborioso e geniale.

. Sone quasx un. centinajo le pubblicazioni accademlche che portano

- 11 su0 nome, ¢ sono sparse massimamente nei Rendiconti dell’Acca- .
: ‘.:_lduum di Ndpoh, de]l’Avcademia. de1 Lincei ¢ ne1 volumi del Glornale
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_di Matematiche di Napoli, di cui fu uno dei fondatori, e dopo “pochi

anni ne divenne poi il direttore. .

Le sue prime memorie sono del 1851, e sono stampate negli Annali
di Tortolini; riguardano i problemi sul pohgom iseritti ad una conica;
il maggior numero delle sue pubblicazioni & fra gli anni dal 1862 al
1876, che furono gli anni pilt fecondi della sua carriera scientifica.
Quando egli 8i poneva a studiare un argomento, non lo abbandonava
finché non lo avesse considerato da tutti i lati, ed & percid che le sue
Memorie sono in gran parte legate fra loro, e molte di esse congiunte
insieme formano un tutto organico, sviluppano ampiamente tutta una
teoria. '

Vi sono una quindicina di Memorie dal 1864 sino al 1868, che si
seguono 1'una all’altra senza interruzione e che trattano della teoria
delle forme algebriche e della interpretazione geometrica di tutte le
forme invariantive di queste; si comincia colle forme binarie di 1° e
2° grado e si giunge sino alle forme ternarie di grado qualunque.

Degli stessi anni sono le sue Memorie sui sistemi di rette. In una
di queste egli inizid lo studio di quello speciale complesso di 2° grado
che poi ha preso nome da lui, e la cui equazione si esprime mediante
la somma dei quadrati delle coordinate. Egli aveva creduto, mediante
un computo di costanti,-che a tal forma potesse ridursi un qualunque
complesso quadratico, ma il Klein poi in una Memoria celebre stam-
pata nel 2° volume dei Mathematische Annalen mostrd la erroneita di
questa opinione. Su questo complesso il Battaglini tornd poi molti anni
dopo in una nota stampata nei Lincei (1878). Posteriori a queste e tutte
del medesimo anno 1869 sono otto Memorie di Meccanica razionale, in
cui si propose di ricostruire, dal punto di vista della nuova geometria '
Pliickeriana, di cui egli fu uno dei pit appassionati cultori, tutte le
formole di statica, cinematica ¢ dinamica.

In tre Memorie di Geometria Proiettiva (dal 1873 al 1875) egli si
propose di ricavare le proprieta proiettive delle figuge servendosi del
concetto delle reti geometriche di Mobius; e cosi sarebbe poi lunga,
ed io non mi son qui proposto di farla, I’analisi di tutti gli altri nu-
merosi suoi lavori che trattano della partizione dei numeri, dei deter-
minanti, di proprietd di curve e superficie speciali, di geometria im-
maginaria, della dipendenza conica fra due figure, delle forme bili--
neari, dei connessi, dell’equazione differenziale ellittica, ecc., ece.

Negli ultimi anni si pose a studiare la teoria dei reciprocanti di
Sylvester, e pubblico all’Accademia dei Lincei una Nota in cui si
proponeva di applicare quella teoria alla ricerca dei cosidetti punti

.gestatici di una cyrva, ricerca gia fatta per altra via dal Cay]ev

Si era poi anche impegnato a scrivere un trattato di geometria ana-

c .




litica e 1o aveva ideato su di un piano nuovo, con indirizzo diverso
. dal comune; ci si era appassionato e ne parlava molto sSpesso, € aveva

gia cominciato a scriverne parecchi fogli. Ma le forze gia gli venivan
" meno, ed egli, vista llmpossmlhta di continuare tufto il lavoro, si
decise alla fine di pubblicare nel suo giornale quel poco che aveva
.gi& seritto.

Con lui I'Universitd di Napoli ha perduto una delle suc gloric mag-
giorji; egliera stato in quell’Universita il vero novatore della mate-
matica, portando nella scuola un alito fecondo di vita nuova, por 'tando
in mezzo ai glovani quell’entusiasmo per la matematica nuova, quel-
Vamore e quella sete di novitd da cui egli era cosi fortemente domi-
nato, quell’interessamento vivo per tutti i pinalti e pitl vitali problemi
della geometria e dell’analisi moderna.

Ed io fo voti che non tardi a sorgere in quella TUniversitd un qua-
lunque monumento che ricordi ai posteri

la care e buona immagine paterna

di Giuseppe Battaglini, perche & giusto che nella scuola restino peren-
nemente scolpite nel marmo le care sembianze di chi per la scuola
. spese efficacemente tutta la vita sua.

Pavia, maggio 1894,
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Sugli insiemi continui e sugli insiemi connessi.

Nota di EuGeNIo MACCAFERRI @ Bologna.

1. Ricorderemo anzitutto che secondo la terminologia stabilita
dal CanTor un insieme /finito) v, ad un numero qualunque di dimen-
sioni, si dice continuo se esso &

1°) perfetto, ciod identico al suo derivato ¥/, e

2°) ben concatenato, ciod siffaito che preso un numero positivo
¢ piccolo a piacere, per due punti A, A’ di y ‘esiste un nvmero (finito)
v di punti A, , A,,... Ay di v tali che le distanze (*) AA,, AjA,,... Ay A’
risultino tutte < (**).

Alla condizione che linsieme y sia perfetto si pud sostituire quella
che sia chiuso, ciod che contenga ogni suo punto limite, giacché ma-
nifestamente un insieme chiuso e ben concatenato & anche perfetto.

Per gli insiemi ad una dimensione rappresentati dai punti di una
retta (éinséemi lineari) & chiaro che ’insieme formato da tutti i punti
di un intervallo o segmento di retta, estremi compresi, & un insieme

" lineare continuo. — Inversamente, & facile vedere che ogni insieme

lineare continuo y & formato da tutti i punti di un intervallo o segmento
di refta, estremi compresi. Infatti, tale insieme y ammettera per limiti
inferiore e superiore due punti A e B che appartengono a ' e quindi
ay; di pill ogni altro punto C compreso tra A e B apparterra pure a Y,
giacche in caso contrario non apparterrebbe neppure a v, epperd esi-
sterebbe un interv_allo di lunghezza finita A racchiudente C e che non

(*) E noto che in uno spazio ad = dimensioni (&, ®;, ... n) la di-
stanza di due punti A (a,, @y, ... an), B(b,, by, ... bn) & definita dal
valore positivo di V(a,—b,)*+(a;—b,)*+...-~(an—bn? . A questa espressione
il JorpaN (Cours d’Analyse, t. 1, 2¢ éd.) sostituisce 1’altra |a, — &, |+
| ay—0b,} + ..+ ]| an—0bn} che & infinitesima dello stesso ordine della
precedente quando B tende ad A, e la chiama écart.

() G. CaNTOR, Fondements d’une théorie générale des ensembles, Acta
mathem., vol. 2°, pag. 4C6.

Rivisia di Matematica (luglio 1894). T 7
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. contgrrebbe alecun punto di ¥, cid che & escluso per essere y ben con-
catenato (*).

. 2. Dimostro ora che
-« Se sl hanno n[n 2] funzioni (reali e ad un valore) continue

Ty =a (D), Ty =, (f), . @, =2, ()

«di un parametro (reale) ¢ che varia tra due valori assegnati ¢, e T
«ft, £t LT, escluso il caso che esse siano tutte per l’intero inter-
« vallo ¢, T delle costanti, — nello spazio ad n dimensioni (z, , =, ,... #,)
«Vinsieme dei punti (x, (), @, (f),... @, (t)) & un insieme continuo,
« secondo la definizione del CaxTor (¥*).»

Suppongo per semplieitd # = 2, ma il procedimento che seguo vale

per n qualunque.

Essendo adunque ,y le coordinate cartesiane ortogonali dei punti
~ di un piano, si consideri I'insieme y dei punti rappresentati dalle due
" funzioni continue z =2 (), y = y (), ove ¢ & un parametro che varia

tra due valori assegnati ¢, e T. .

L’insieme y & chiuso. Invero, sia P un punto limite dellinsieme .
Presg un numero positivo arbitrario p, considero la successione infinita
di cerchi concentrici, di centro P e di raggi

P e F

F> 9 eyttt gmy v

Tali cerchi contengono tutti dei punti di y: come limiti superiori dei

parametri ¢ dei punti di y interni a tali cerchi avremo una succes-
sione infinita di valori

Tos Tiy Toyeme Tp goue

decrescenti, o almeno non crescenti. Sia ~ il limite della successione
(74): per la continuitd delle funzioni = (¢), y (¢) il punto = (%), y (1)
di y non pud essere che il punto P.

L’insieme y & ben concatenato. Invero, per la continuita uniforme
delle « (t), y() nellintervallo (reale) ¢, T, preso un ¢ piccolo a piacere,

- (*) .JorpaN, loc. cit., pag. 27.
(**) L’insieme ¥ dei punti (2, (), @, (¢), ... 24 (t)), definito sopra, si dice
. ‘che costituisce una linea continua nello spazio ad n dimensioni (x;, zy,...2n),

" siechd il teorema si pud enunciare brevemente dicendo che «in uno spazio

ad.n dimensioni una linea continua costituisce un insieme continuo ».
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potremo dividere tale intervallo in un numero finito d’intervalli £,¢,,
£ty . &T in ognuno dei quali (estremi compresi) sia

le@®—x @) <e, [y@—y@)|<e;

sieche se si considerano i punti A,, A,, A,,... Ay, A’ di y che cor-
rispondono ai valori #,, t,, t, ,.. ty, T di ¢, avremo che le distanze

AA, AA,,... AyA' sono tutte <e]/§, onde linsieme & ben con-
<catenato. )
Segue che linsieme 7 & continuo come volevo dimostrare (¥).

3. Pongo la seguente definizione:

«8i dird che un insieme (finito) v ad n dimensioni (®,, @3 ;.. @)
«@& connesso, se essendo A(a,, @y, @), B(b,, by ;... b,) due punti
« qualunque di ¥, si possono formare » funzioni (reali e ad un valore)
«-continue

(&) @y =, (), o =25 () @, =, (), -

<tali che mentre ¢ (reale) varia da ¢, a T [, £¢t.£T], il punto
« M(2, (t), @, (£) o @, (£)) vari da A a B appartenendo sempre a y (**).»

Osserviamo che senza fare alcuna restrizione alla definizione posta,
possiamo supporre che le funzioni («) siano tali che il punto A non
.corrisponda che al solo valore iniziale £, di ¢, e parimenti il punto B
non corrisponda che al solo valore finale T di ¢ (¥*¥),

Supponiamo infatti che i punti A (z, (), @, (), - . (%)),
B(z,(T) , 2,(T) ,... #,(T)) corrispondano a pit valori di ¢: & chiaro che
i valori di ¢ che danno il punto A e quelli che danno il panto B costi-
tuiscono (per la continuita delle («)) due insiemi chiusi, e quindi potremo
considerare il massimo ¢, del primo insieme e il minimo T' del secondo
insieme. E manifestamente le n funzioni continue date (a) per ¢ va-
riabile da ¢, a T'[t, £t < T'] sono tali che per ogui valore di ¢ si

(*) Quando gia il presente articolo era in bozze mi sono accorto che il
teorema di questo § 2 & compreso nel teorema che si trova nel JORDAN,
loc. cit., a pag. 51. A sua volta il teorema del Jorpan corrisponde nelia
.sua prima parte al teor. 1lI, pag. 66, vol. 2° delle Lezioni di analisi infi-
nitesimale (1893) del prof. G. Peano.

(**) Cioé, quando n 2, se si pud condurre tra A e B una linea continua
i cui punti appartengano tutti a .

(***) Ciog, quando n 2, possiamo supporre che la linea continua che
wnisce A & B non abbia per punts multipli i due punti A e B.

R
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ha un punto dell’insieme y e che i punti A e B corrispondono ai solf’
valori ¢y e T' (¥).

4. ¥ manifesto che dn insieme connesso, secondo la definizione
data, & sempre ben concatenato, ma non si pud asserire che, viceversa,.
ogni insieme ben concatenato sia connesso.

Ora & interessante vedere se esiste o no una relazione tra il concetto.
di insieme continuo secondo il CANTOR e quello di insieme connesso:
definito a § 3.

In primo luogo il concetto di connesso non contiene quello di continuo,
giacche Yinsieme dei punti di un segmento esclusi i punti estremi, 1'in--
sieme dei punti di un’area esclusi i punti del contorno, ecc... sono manife-
stamente insieme connessi, ma non sono continui. Tuttavia si pud asserire
che « un insieme connesso e chiuso & sempre unlinsieme continuo »..

Un insieme lineare continuo essendo formato da tutti i punti di
un segmento di retta (§ 1) & manifestamente un insieme €onnesso, —
avendosi in tal caso per le funzioni («) di § 3 la @, = ¢. Ma in generale
per gli insiemi a pilt dimensioni il concetto di continuo non contiene
quello di connesso, come Uintuizione potrebbe far credere, cid che &.
mostrato dal seguente esempio di un insieme continuo che non & con-
nesso, secondo la definizione data a § 3.

Si considerino due rette parallele qualsivoglia e sia MM’ un segmento-
perpendicolare ad entrambe e che le incontri nei suoi due estremi M, 2.

M - M M, - M,
X .
L .
M M, M, .

(*) Essendo data una linea continua A tra due punti A e B avente un;
numero finito di punti multipli, é chiaro che, procedendo in modo analogo-
a quello sopra, si pué sempre formare con punti della A una nuova linea
continua tra A e B non avente alcun punto multiplo. Sarebbe interessante
vedere se, essendo data una qualsivoglia linea continua tra A e B avente
- .tnfiniti punti multipli, & possibile 0 no in qualche modo formare con punti

. di essa una linea continua tra A e B priva di punti multipli. Non credo che.
- Ja questione sia stata risoluta, né sia facile risolversi.
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Su le due parallele prendiamo a partire da M, M’ due successioni di
segmenti -

MM,, MM,, MM,,. MM,, ,,..
MM,, MM,, MM,.. MM,,,.
wnisurati rispettivamente dalle due successioni di numeri
1 1 1
) 1, 55 oo gaogoe
1 1 1 1
"’2—, ’4_, —6—’--- 271,’."

E consideriamo nel piano I’insieme y di punti formato dal segmento
MM’ e dalla successione di segmenti

. l\IiM27 M2M3 ’ M4M5 H M2n—lM271 bAR

Manifestamente tale insieme & chiuso e ben concatenato, ciod & con-
tinuo. Dico che esso non & connesso, secondo la definizione di § 3..

Infatti si prenda un punto arbitrario N sul segmento MM:. Se ;’1n-
sieme y & connesso, come supponiamo per un momento, esisteranno
due funzioni (reali e ad un valore) continue @ = {t), y =y () per¢
variabile in un intervallo ¢, T (estremi compresi), siffatte che mentre ¢
varia da t, a T [t, £t <T], il punto P(x(t), ¥ () appar.tene??do'
sempre a y varia da M, ( (%), ¥ (t,)) ad N (= (T), y(T)). _Dl pit si
pud supporre, per cid che abbiamo detto al § precedente, che i punti M,
ed N corrispondano ai soli valori £, e T di ¢.

Supponiamo dunque che esistano tali funzioni « =ac('t),. y=y(t).
L’insieme g rappresentato da esse dovendo essere un insieme con-
tinuo (§ 2) sard formato: 1°) da tutti i segmenti My M.”‘ (v = 1,2,3 ,...?,
giacch® se non contenesse tutti i punti di uno di questi segmenti,
Yinsieme g 0 non sarebbe chiuso o non sarebbe bel.l cor.Jcatena‘to; e
29) dal segmento MM’ i cui punti sono punti limitl‘ dei punti .def
segmenti My M,,,(v=1, 2, 3,...). Dunque se esistono lfa funzmm
x=u(t), y=y(t), Vinsieme g rappresentato da esse coincide col-
V’insieme dato . . )

Ora nella spezzata indefinita M, M, M, ... MMy, . se si considera
il senso M, M, M, si ha che di due punti H, K di essa uno ]g?re?ede
Yaltro. Sia K il punto che viene dopo. Sia ¢" wno dei parametri ('11 K;
dico che H avra certamente un parametro ¢’ < ¢". Invero se si considera
P’insieme g rappresentato dalle @ =@ (t),y = y (£) per ¢ compreso tra £,
e t'[t, £t £}, questo insieme essendo continuo (§' 2) dovra com-
i,prendere tutta la porzione di spezzata compresa tra il punto M, el il

et

e o a e Yo"y Y.

< am g

O S

s




— 102 —

punto K, e percid dovra contenere anche il punto H , il quale corri-
sponderd quindi necessariamente ad un parametro £ << ¢'.

Cid posto si consideri un punto L del segmento MM’ diverso da N:
sia t il suo parametro massimo; avremo ¢ < T, l’eguaglianza esclusa
giacche le z == (t), y = y (f) sono ad un valore. Se si dimostra che
cid & assurdo, se ne concludera che non esistono le z =a (¥), y =y (¢).

8i conducano per i punti L, N due parallele alle due rette parallele
da cui siamo partiti, e si considerino le due successioni di punti

@ - L., Ly, Lgyeee Ly e,
: (2) Niy Ng, N3 yeee Ny geeey

in cui le paraliele condotte per L, N incontrano i segmenti
M,M,, M,M;, M,M,,.. M,M,_,,...;

- tali due successioni (1), (2) hanno rispettivamente per punti limiti L, N.
Ora consideriamo le due successioni formate 1’una coi parametri mas-
. simi dei punti della (1), I'altra coi parametri minimi dei punti della (2}

(1') tiy By y bygeen Ty geuny
@) T,, Ty, Ty T

goes}

b1 . . . .
I facile vedere che queste due successioni risultano entrambe cre-

" scenti ed hanno per limiti la (1') il parametro massimo? di L ela (27

il parametro T di N (*). Ma le (1), (2') non possono avere limiti dif-

ferenti, giacche se fosse £<CT, ciod t=T — X ove A & un numero
positivo, si dedurrebbe che in un determinato segmento MyM;,, c’8

un punto Ny di parametro minimo.Ty > T —5e quindi nei segmenti

successivi My, My,,, M, , M, ., ... non vi potrebbero essere dei

. . . Ao .
punti aventi parametri <<T —5 cid che & necessario affinch? la suc-
*.cessione (1) abbia per limite ¢=T — A< T —-—%—.

(*) Invero, essendo le funzioni @ = (), y ==y (t) continue, le due suc-
cessioni ) .
xt), @(t), wts), « z(ty), ..
- Y () y(&a), wo Y{ty), o
. avranno per limiti rispettivamente (), y (f); e cost le @ (Ty), v (Ty}
(V'=l, 2,3, ...) avranno per limiti le 2(T), ¥(T).
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Risulta dunque escluso che esistano le due funzioni ac—fa:(t),
y =1y (t) la cul esistenza & necessaria affinché l'insieme y considerato
sia connesso, secondo la definizione data a § 3 (*)

Concludo che i due concetti di insieme continuo e di insieme.con-
nesso oltre ad essere differenti, non hanno tra loro alcuna relazione,
ciod nessuno di essi & contenuto nell’altro. ) ' .

B pure manifesto che non vi & alcuna relazione tra 1.1 concetto di
connesso e quello di semi-continuo — insieme non chl.uso., ma ben
concatenato e tale che due suoi puntl possono essere riuniti da un

i )
congﬁltle(;b\ ilzﬁne che si presenta la questione se non fosse forse con-
veniente sostituire alla definizione analitica di insieme conne?sso data
a § 3, un’altra definizione meno restrittiva, per la quale si Potes&:
concludere che ogni insieme continuo & anche cor{nesso. Ma.m.tale
questione non intendo di entrare ora, contentandomi d’averla indicata
all’attenzione degli studiosi. :

1 4,
Bologna, maggo 189 EUGENIO MACCAFERRI.

(*) Come gentilmente mi suggerisce il prof. PEANO all’esempio ::?tai‘:o di
un insieme continuo non connesso si pud aggiungere quest’altro: L’insieme
formato dalla curva rappresentata dall’equazione

—sen--
y=sen—

per & tale che 0|z | £M, ove M & un numero positivo, e dal segmento
dell’asse y compreso tra i punti di ordinate 1 e —1.
(**) CanToR, loe. cit., pag. 407.
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Lettera di E. Gdtalan.

11 14 febbraio scorso moriva in Liegi, nella veneranda eta di 80
apni, uno dei pit illustri matematici, Eugenio Catalan, professore eme-
rito dell’Universitd di Liegi, seguendo nella towba, a brevi giorni
@’intervallo, la compagna della sua vita.

Non ¢ nostra intenzione di esaminare la lunga ed importante serie
dei lavori pubblicati dal Catalan; i quali innalzarono il suo nome a
sl alta fama, schiudendogli le porte delle principali Accademie e So-

-cleta scientifiche, quali quelle del Belgio, di Tolosa, di Lilla, di Pie-
troburgo, di Torino, dei Lincei in Roma, di Amsterdam, ecc.

La sua vita fu tutta dedicata al lavoro. Ancora in gennaio di questo
‘anno ci seriveva per indicare alcune correzioni ed aggiunte al Formu-
lario di Matematica, le quali saranno pubblicate a suo tempo.

Per commemorare in qualche modo un tant’uomo , pubblichiamo qui
una sua lettera, la quale pud interessare i lettori.

®).
Monsieur,
Je crois étre d’'accord avec vous sur ce premier point: bien que

les mots droite, plan, cercle, etc. ajent un sens clair, méme pour les
enfants, on doit, dans tout ouvrage didactique, les définir (si I’on peut).

11y a exception pour la droite. Tout le monde en a I’idée; et les dé-

finitions essayées n’y ajoutent rien. Mais voici ot commence le désaccord.
‘Vous pensez, comme M. Tannery, que cette définition: une fraction est
Zensemble de dewx nombres, est plus satisfaisante que celle-ci: une
fraction est Uensemble de parties égales de l'unité. Je pense le contraire.

Revenant au premier point, j’ai si bien compris, il y a cinquante

_ ans (au moins), la nécessité de définir, que, dans mes _Ele’ments de Géo-

métrie, (1843) j’al défini les mots: longuewr, aire, volume, rapport

.~ de deux grandeurs incommensurables, etc.; et que, dans mon petit
o, Manuel d’Arithmétigue et d’Algébre, dont la 1lieme &dition vient de

paraitre, j’ai défini (et non démontré) les égalités & X —b=—ab ,

T {a—0)(c—d)=ac—bc—ad +bd , etc.
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J’ai cru devoir, égalemen{:, changer la définition habituelle de

V§, définition qui implique un cercle vicieux. ) .
Ces idées, combattues d'abord, ont ét6 adoptées depuis; & ce point
qu’on s’est avisé, un beau jour, de les attribuer & M. M. DEDEKIND,
CaNTOR, etc. Vous pouvez, relativement & cette question, consulter I‘e
beau discours de M. Mansion, placé en téte de mes Mélanges Mathé-
matiques.
Si vous pensez, Monsieur, que mes lettres puissent intéresser quel.que
lecteur de la Rivista, je vous en abandonne, bien volentier, la propriété.
Encore un mot. Dans la premiére page de votre intéressante ed in-
structive missive, vous dites: < le concept de nombre entier positif i
Croyez-vous qu’il y ait des nombres négatifs? Pour moi, je ne le crois
pas. Un nombre étant le rapport des deux grandeurs (sous el.ltendu de
méme espéce) est essentiellement positif. On doit dire: quantité njéga—
tive, et non nombre négatif. De méme, & ce qu’il me semble, les,_ tma-
ginaires ne sont pas des quantiltés; car une(imaginaire n’est, nt plus
.grande, ni plus petite qu’une autre. )
Je sais bien que mon opinion n’est gudre partagée, méme par d’il-
lustres Géomatres; mais je suis un peu tétu. o
Je voudrais, Monsieur, comprendre l'italien comme vous forivez
le frangais. Malheureusement ainsi que le disait Mansion, je suis un
-autodidacte; c’est-a-dire un volontaire de la science et de la littératm:e;
Je peu que je sais je I’ai appris, pour ainsi dire, dans les rues de .Parls.
Perdonnez-moi cette longue lettre, fort décousue, et ayez-moi

votre dévoué vieux colleégue
E. Caravax.,
- Liége, 5 février 1892,

T R T Ty opoe S eI W

st g e 2 B AT gy

4 e 25, e g AL B
e i e

2y s

pra—




Catalogue of the University of Texas for 1893-4.

Questo Annuario di una delle piu giovani e fiorenti Universita degli
Stati Uniti contiene informazioni non prive d’interesse per chi, dal-
Vesame dell’organizzazione degli studi superiori in quei paesi che sotto
tanti rapporti ci precedono nella via della civilta, volesse trarre oroscopi
sull’avvenire dei nostri ordinamenti universitari. Ecco alcuni partico-
lari che mi sembrano degni d’attenzione a questo riguardo.

Per cid che riflette la scelta dei corsi che lo studente deve frequen-
tare in ciascun anno, & in vigore il cosidetto Course System, che con-
siste in cid: i corsi sono classificati secondo 1a loro importanza e divisi
in corsi completi (full courses) e corsi equivalenti a due terzi o ad un
terzo di corso completo (two third courses, one third courses): questi
ultimi durano solo rispettivamente due o uno dei tre trimestri in cui
¢ diviso ’anno scolastico (che va dal 29 settembre al 20 giugno).

Per ottenere ciascuna delle lauree alle quali gli studenti possono
aspirare non occorre altro che aver frequentato regolarmente venti corsi
completi 0 un numero equivalente tra corsi completi e corsi parziali.

Cosi per esempio, per ottenere il grado di Bachelor of Science, che-

corrisponde alla nostra Laurea in Scienze matematiche e fisiche, lo
studente deve aver frequentato: ’

a) Dieci corsi completi (0 un numero equivalente di corsi par-

ziali) riferentisi a qualche ramo della matematica, della fisica o delle:

‘gcienze naturali.
~ b) Due corsi completi di lingue moderne.
¢) Un ‘corso completo di Storia o di Filosofia.
d) Altri quattro corsi su qualsiasi soggetto.

" Di questi 20 corsi,‘sol_o'ég‘la ‘'sono indicati come 'mdispensabiii (pre--
scribed) per ottenere la laurea; quanto alla scelta degli altri e all’ordine

" in cui essi possono esser seguiti o distribuiti nei vari anni di studio &
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lasciata piena libertd agli interessati. Spetta poi in particolare a ciascun
professore d’indicare, ai giovani che intendono seguire le sue lezioni,
quali sono i corsi a cui egli suppone che essi abbiano gid assistito.
Naturalmente si raccomanda agli studenti di procedere con cautela e
dietro il consiglio dei loro professori (with care and wunder advice) alla
composizione del gruppo di corsi che intendono seguire in ciascun anno.
Tale gruppo non pud constare di pitt di sei corsi completi (0o d’un nu-
mero equivalente di corsi parziali) n¢ di meno di quattro.

L’insieme dei corsi che corrisponderebbe alla nostra facoltd di ma-
tematica viene a esser diviso in tre Sezioni o Schools, ciod: School of
pure mathematics diretta dal professor HavLsTED, School of Physics di-
retta dal professor MACFARLANE e School of applied mathematics (cor-
rispondente alla nostra Scuola d’applicazione per gli Ingegneri) diretta
dal professor TAYLOR. .

Quanto alle materie che formano oggetto d'insegnamento nei corsi
delle Schools of mathematics, due tratti caratteristici mi sembrano degni
di esser segnalati:

1. 11 largo posto che vi si fa a quelle parti della matematica
che sono destinate a servire di strumento e di sussidio nelle ricerche
di fisica e di meccanica (*).

Cosi, per esempio, vi & un corso speciale sui Quaternioni (*;), uno
(del Macfarlane 3/;) sul Calcolo geometrico (Space analysis): altri corsi
sono dedicati all’esposizione delle opere classiche nei varl rami della
Fisica matematica (la Meccanica analitica di LAGRANGE, la Théorie de
la Chaleur di Fourier, Electricity and Magnetism di CLERK MAXWELL).

2. Tl maggior riconoscimento dell’efficacia degli studi matematici
come disciplina mentale atta ad affinare e rinvigorire la mente € come
necessaria preparazione intellettuale per chi voglia dedicarsi a qua-
lunque ramo di ricerca scientifica compresi anche quelli nei quali le
cognizioni acquistate nei corsi di matematica non trovano alcuna ap-
plicazione diretta. Cosl & fatto obbligo anche agli aspiranti alle altre
lauree oltre a quelle di Scienze (ciod al grado di Bachelor of Literature
o di Bachelor of Arts) di seguire %, di corso nella School of pure ma-
thematics e un corso completo (3[,) nella School of Physics (%)

(*) Prominence is given to the practical utility of mathematics and its
power as the instrument of scientific research.

() In the school of pure Mathematics special attention is given to the
meutal discipline of the Student. The deyvelopment of intellectual powers

and the formation of correct habits of thinking and reasoning are made a..

paramount objcet.
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: E allo stesso concetto parmi si debba attribuire 1’istituzione di un - .
“corso speciale di Logica matematica (4lgebras of Logic) e di un altro *
di Storia della Matematica (*). !
G. VAILATI. :
(*) Throughout the School very special attention is given to the histo- i .. .
‘rical development of the subject studied. Anche nelle altre Facoltd, per Sulle permutazmm relative ad una data.
esempio quelle di Medicina, esistono cattedre destinate ed esporre la storia :
-delle varie Scienze. Il professor J. M. PEIxcE, incaricato d’un corso sui J Nota @i Gacryro Musso a Genova.
“Quaternioni e di un altro sulla Logica matematica nella Harvard Uni- &
wersity ha recentemente tradotto in inglese la Storia della Meccanica del
Macr dell’Universita di Praga (Die Mechanik in ihrer Entwickelung hi-  noto che il numero delle permutazioni che si possono fare con n-
storisch-kritisch dargestellt, Leipzig, Brockhaus 1889) opera eccellente e che cose & dato dal prodotto
meriterebbe di esser conosciuta anche da noi. Il testo consigliato a quelli
-che seguono il corso di Storia della matematica & History of mathematics : 1.2.3..m.
-del Casorr. To designerd coi mumeri 1, 2, .. n, i posti rispettivi che queste
n cose occupano in una qualunque di esse:
% a,b,c,..r,8,1
' e mi propongo di determinare il numero di tutte quelle sole in cui )
le » cose considerate occupano un nuovo posto, diverso da quello a : :i
loro assegnato nella permutazione data. Tali permutazioni le diro per- ";
mutazioni relative alla data, o pill brevemente permutaziont relative. 1 :
Nel caso per es. di 3 cose @, b, ¢, se si conviene, scrivendo R
Nuove pubblicazioni. 3 |
1 a,, byy Gy o 1‘
R Legzioni sulla teoria delle funzioni, dettate nella R. Universitd di Bo- : i d'ow{e.r intenderef c_he @ oecupa i 1.0 posto, b 120 ecil 3, fra lo ) ,:
i ’ logna dal Prof. S. PixcErLE, raccolte ed ordinate da Eveeto possibili pef"muta.tzmm che io cerco di determlPare,,ve ne.sara .cgrta- i
S mente una in cui b occuperd il 1° posto, e poi un’altra in cui il 1° §§;
1

MaccaFERRI. — Parte I, Bologna 1893, lit
! g » o ografatg., pag. 301, L. 10. d posto sard occupato da ¢. Ma fissato b al 1° posto, al 2° non potremo

{ porre che ¢, e a verrd ad occupare il 3° Fissato invece al 1° posto ¢,
il 20 non potra essere occupato che da a, e conseguentemente il 3°
da b. In questo caso otteniamo cosl 2 permutazioni relative.
Ragionando in modo analogo, si troverebbe che il numero delle-
permutazioni relative di 4 cose & 9; che quello di 5 & 44, ecc.; e in

N

PR

E. MosNAT. — Problémes de Géométrie analytique. — Tome troisieme:
Géométrie a trots dimensions. Paris, Nony, 1894, pag. 400 in-8°,

o e

FBANCI«;sco D’ARrcars. — Corso di Caleolo infinitesimale, Vol. II: Cal-
- colo integrale. Padova, Draghi, pag. XVI-+693 - 1894, L. 11,

N N

I
i
i
]

B o ~C. BuraLi-Fortr. — Logica matematica. Manuali Heepli, 1894, pag.

' VI+158, L. 1,50.

+C. JorDAN. — Cours d’Analyse de UEcole Polytéchnique. Deuxieme
- €dition. - Tome deuxiéme: Calcul intégral. Paris, Gauthier-Villars
et fils, 1894, pag. XVIII+627.

‘GABRIEL ARNOUX. — Arythmétique graphique. Paris, Gauthier-Villars
et fils, 1894, pag. XXIII+175. )

generale, se si rappresenta con Q,. il numero delle permutazioni relative -
di n cose, che (!): -

Qn = (n - 1) (Q)l-l ~+ Qn—z) .

() Questa formula & dovuta a Eulero. — v, Ed. Lucas, Théorie des
Nombres. Paris, 1891, pag. 212.
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P'er la determinazione, perd, di un tal numero, io mi propongo di
seguire un’altra via, a dir vero indiretta; ma percorrendo la quale
ol.tre a giungere a dei risultati finali messi sotto una forma un po:
differente, potremo vedere che esiste uno stretto legame fra il numero
delle permutazioni relative di n cose, e quello dei termini dello svi-
luppo di un determinante di ordine » che non contengono a fattore
nessun elemento principale.

) Detti pertanto elementi principali di un determinante di ordine n
gli n elementi che occupano la diagonale principale; e designato ri-
spettivamente con 8, , §',, 8., 8", , ... 8w, il numero dei termini
dello sviluppo del determinante, che contengono a fattore n (n—1)
(n—2), (n—3), .. (n—m) , elementi prineipali, comincier,b a questt;
8copo, a far vedere che si ha:

8, —1

S, —0

§', =3n8,, =’i£*22;1)

8" =% {nS’,,_1-+—n (n . 1) Sn—-z‘ - n(n — 1) (n— 2)

3
Sv, =23 { nS oy + —1)S,, _ _ B
3 ’”(n—l)(n*;)((q:t-—g) =1 —2)8,.,}) =
4
8% =2 (R8s 2 (2 — 1)y 1 (0 — 1) (1 — 2) S,y
nm—1)(n—2)(n—38)S,_, - 16_1 ny(n-—l)(n\—‘.;)(n—s)(n_‘i)

o]

e in generale:

8, == {nSl==t)  +n(n—1) B3yt vve (R —1)...
(n—m~+38)8", 1 +n(n—1).. (n—m 4 4) 8", s+
+a(n—1)w(n—m—+3)8, iy +n(n— 1)w(n —m—+2)

) n-~m+i§ ¢
Che nello sviluppo di un determinante di ordine » non vi possa,
essere che un solo termine che contiene a fattore tutti gli elementi
principali & evidente: comincierd quindi a far vedere che in esso gvi-

- Juppo non vi pud essere alcun termine che li contiene a fattore tutti

meno uno.

Basta percid osservare che si ottengono tutti i n! termini dello svi-
ll?ppo, permutando in tutti i modi possibili le n lettere, o gli » indici
di uno qualunque di essi, ‘per es.: :

~

LN RO Y e

¢ che la pilt semplice permutazione & quella di cambiare fra loro due
indici o due lettere. Si vede allora che se il termine precedentemente
scritto & composto di soli elementi principali, sara impossibile ottenerne
altri che contengono a fattore (n —1) di tali elementi.

Dopo cid sarebbe facile calcolare il numero dei termini dello sviluppo
che contengono a fattore (n — 2) elementi principali, perchd nel termine

a by Cyee Trog2Sn—11ln

composto di soli elementi principali noi potremo permutare fra loro
Vindice 1 cogli (n — 1) restanti e ottenere (» — 1) termini di quelli
che si cercano; V'indice 2 cogli indici 3, 4, ... (n —1), n, e ottenerne
altri (» — 2); poi lindice 3 cogli indici 4, 5, ... (n —1), n, e otte
nerne ancora (» — 3), ecc., finalmente l'indice (n —1) coll’indice »,
€ ottenerne un solo. In totale:

(n——1)+(n—2)-+«(n——3)—+—...—+—2+1=m;~1) ;
quanti ciod abbiamo annunciato doverne esistere. '

Ma invece di procedere per questa via che in seguito non & pit
cosi semplice, cercherd di calcolare un tal numero per mezzo di con-
siderazioni un po’ diverse, le quali c¢i permettono di pervenire simil-
mente a trovare il numero dei termini che nello sviluppo del deter-
minante contengono a fattore (n — 3), (n —4), .. (r —m), elementi
principali.

Essendo 7> 7> s, definiremo con A, s un determinante di ordine
r, facente parte dello sviluppo di uno di ordine %, e contenenie fra
i suoi »* elementi e nella sua diagonale principale soltanto s di quelli
che nel determinante di ordine n summenzionato (e che per analogia
dovremo indicare con A, ,) occupavano la diagonale analoga. Allora
se adoperiamo le notazioni generiche ep ed ex per indicare rispettiva-
monte gli elementi che sono e non sono principali nel determinante
A,.n, quando si sviluppa quest’ultima secondo gli elementi di una
qualunque delle sue linee, o una qualunque delle sue colonne, avremo
evidentemente:

(a) An,n ==epAp—1 RS e (n — 1).eN Any —2

e siccome si & indicato.con 8", il numero dei termini dello sviluppo

che contengono a fattore (n — 2) elementi principali, & facile vedere '

che si avra:

@ S'a=8"-1+(n—1};
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" perche essendo ep elemento principale, il 1° termine del 20 membro

-della (a) ci dard tanti termini dello sviluppo aventi a fattore (»— 2)
elementi principali, quanti ne contiene nel suo sviluppo il determinante
Ap—1,n-1, aventi perd a fattore soltanto (n— 3) elementi prineipali;
ed essendo ey elemento non principale, € Ap—1,,—2 un determinante di
ordine (n — 1) i cui elementi della sua diagonale principale sono tutti
‘principali eccettuato uno, ad ogni prodotto exA,—1,a—z, noi non otte-
njamo che un solo termine avente a fattore (n — 2) elementi principali:
quello cio2 che proviene dal prodotto degli elementi della diagonale
principale nel determinante 4,1 a—2.
Ma: S,_2=1, eppercid potremo ancora scrivere :

Sn=8"_1+ (n— 1) Su—23
ossia, cambiando » in n—+1:
S8'n41=8"%+n8..1.

Quest’ultima, integrata ci da:

n(n-——1)+0‘

§' =208 +C= 0 ;

€ la costante essendo nulla, come si pud scorgere dando ad n un va-
lore particolare, avremo finalmente: ’

n(n—1)

B e.d. d.

@ ' 8w =318, =

Vedremo ora, che si pud determinare con un ragionamento analogo

_il numero dei termini dello sviluppo del determinante, che contengono

a fattore (» — 3) elementi principali.

Passiamo anzitutto a stabilire una relazione analoga alla (a). Sup-
posto che il determinante A abbia nella sua diagonale principale un
elemento non principale, sviluppandolo secondo gli elementi della linea
0 della colonna che concorrono nel medesimo si ha:

Dopo cid, siccome avremo similmente:

‘ Anfl,»;z = eNAn—2,n—2+ (N —2)eNAp—2,a—3
la (a) diventerad per sostituzione:
(a') Ann=cep An_;,”.1+(n—1)éx exApgpn-2+(n—1)(n—2enen Ap—g,n-3

e da quest’ultima, siccome abbiamo indicato con §", il numero dei

e
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termini dello sviluppo che contengono a fattore (n — 3) elementi prin-
cipali, & facile ricavare la relazione:

an 8"y =8"n—1 +(n—1)(n—2);

perché basta osservare: anzitutto, che essendo ep elemento princ.ipale,
il 1° termine del 2° membro della (a') ci deve dare tanti termini dello
sviluppo aventi a fattore (= — 3) elementi principali, quanti ne contiene
nel suo sviluppo il determinante Ap—1,n—1, aventi perd a fattore (n—4)
elementi principali; poi, che essendosi dimostrato che un determinante
di ordine 7, non contiene nel suo sviluppo nessun termine avente a
fattore (n — 1) elementi principali, il determinante A, 2, n-2 MON CE NE

fornisce nessuno; e finalmente che il determinante As_2,n—3 1OD CE DO
fornisce che uno solo: quello ciot proveniente dal prodotto degli ele-

menti della diagonale priuncipale.
Ma sappiamo che:
Sa—1=03 B3 =13
eppercid la (II) potremo scriverla anche cosi:
= 81— (B — 1) Sy + (n —1) (0 — 2 Sns
ossia, cambiando 7 in n—+-1: '
81 =8"n+nS 1 +n(n—1)S2.

Quest’ultima, integrata ci da:
S"p=2{nSn1+nn—1) Spn—g2} +C= 7_1,_(11:—_—%(_1&_——3) +C
e la “costante essendo nulla, avremo finalmente:

@ Sa=%{n S (n—1)Snt} = ’L(ﬁi—l?%@:——‘?—) .

Come si sard gid potuto osservare, nello stesso modo che coll’aiu'to
della (b) noi abbjamo potuto, per via ricorrente, ridurre la (z}) alla (Uf,)’
potremo ora trasformare la (a) in un’altra relazione che diremo (a”).
Avremo ciod:

(@) An,n=epBp1,n-1-+ (n— 1) exexBn—2,n—2+ (n—1)(n—2)
exenenAn3 ns—+(n—1)(n—2)(n — 3) enenenDdn—3,n—4 ,

dalla quale si deduce:

(n-2)2(n—3)_.;(n_1)(n—2)(n—-3)

(L) 8t%p =8p—y +(n—1)
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0 anche:
St¥y =80y _—4-(n —1)8"p_o+(n -1)(n—2)8"—s-+(n—1)(n—2)(n—3) 8,
Cambiando poi n in n—+1:
St = 5% -2 S pt 41 (1 = 1) Snp 7 (0 — 1) (n — 2) Sn_s
e integrando:

B) 8p=I{n8wa+nr—1)Sie+nn—1)(n—2)S, 3} =
3an—1)(n—2)(n—3)
2 . 4 h
la costante essendo nulla.
Continuando si avrebbe:

AV) Sae St (n—B=2O=IC=D 0 g

3
—3)(n—4
(i—~—)§(—7£—————2+(n— 1) (n—2)(r—3) (n—4);
o anche:
§n11 =S8+ 8"t 40 (2 — 1) 8"p_p -+ 1 (n—1) (R—2) S'n_3
—n{n—1)(n—2)(n—3)S,—4
e integrando:
4) Sa=I{a8%a+nn—1)8s+nn—1)(n—2)Sh_3+
7 (n—1) (1—2) (1—3) S} = %1 z ("_1)(”—25)(”—3)("—4) ;

ecc.; e in generale & facile vedere che sussisterd 1’equazione alle dif-
ferenze :

m_om m— : '
®R) SM=8" 4+ (-1 +(n—1) (n — 8"V - 1)(n—2)

n n 3

(n—3) S ki (r =) (= 2)e(n — M+ 4) S,
+(n—1) (2 —2) . (n— M+ 3) S"nmaz —+ (1 — 1) (n — 2)...

m—m+2)Spppi+n—1)n—2)...(n—m-+1)Ss_n
perche, se si suppone di voler determinare il numero S dei termini
. . "
che nello sviluppo di una determinante di ordine n contengono a fat-
tore (n - m) elementi principali, dalla relazione: '

C{am—) A, = ep Apainr + (n—1)ex [exAn g, n2+ (n—2)ex
(ex Bnes, ng = eoe 4 (0 — m +3) ex { N An—mt2, pemei2+(n—
m—+2) ex (eN Al p—m1 +(m—m~+1) en Ayimtl, n—m) } .,,)]
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che si otterrebbe dalla (a”) per successive sostituzioni, in cui & d’uopo
applicare la formola (b), si scorge che:
ep An_1,n—1} An2 n—2} Bnod,n33 v Anmt2, nmt2} A1, n—m+1 5

. . : (m) (m—2) (m—3) !
Ap—nt) . n—m Ci danno rispettivamente S”_1 ) S”___2 R S”_B y ...S”_m_‘_2 ,

S msi © Sa— dei termini che cerchiamo.
Dalla (R), dopo aver cambiato n in n-+1 si ha per I'integrazione:
(r S:") =ZI|n S’::l) +n(n—1) Sf:"___zm “+ w2 (7 — 1) (R—m~4-5)
St 1 (0 — 1) oo (n—m + 4) 8 myz+ 1 (0 — 1) ...
(n —m =~3)Spemiz =71 (0 —1) e (0 — M ~+2)Sp—mi Vs

ia costante essendo nulla (*).
Abbiamo cost delineata la via da percorrere per determinare il
numero dei termini dello sviluppo di un determinante di ordine 7,

che contengono a fattore (r —2), (. —3) ... {(n — m), elementi prin- '

cipali. Ma conformemente a quanto si & gia lasciato intravvedere in
principio noi possiamo calcolare altrimenti un tal numcro. E poichd,
come si vedrd in seguito, lo troveremo espresso in funzione di guello
delle permutazioni relative, dal confronto delle sue due espressioni po-
tremo ottenere quest’ultimo. : .

(*) 1 simboli Su, S'n, S"x, 8%, ... S(m)y, sono statl definiti per i casi
ineni n>x2e m<(n.

Ora, siccome i primi membri delle equazioni alle differenze:
8"y =8"n—1-+(n— 1) Sn—2
S =8"nl (0 — 1) Sn—2+(n—1j(n—2)Sn—3

(m) __ q0m) (m—2)
S, =8, | +n— 1)8, o e

conserverebbero ancora un senso ben determinato, quando si facesse rispet- .

tivameute n=2, 3, ... m , mentre cesserebbero di averne i secondi; oc-
corre estendere tali definizioni ai casi necuin=0,n=1,em>n.
Converremo percid che Sn=1 e §n=0, non solo per tutti i valori di
n>-2, ma anche per i valori 0 e 1 di n; e che SZ”)=O per tutti i va-
lori di m>n. ’ .
Queste convenzioni giovano per concludere in modo facile che tutte le
costanti provenienti dall’integrazione delle equazioni alle differenze sono
nulle. :
Osservo da ultimo che i simboli precedenti potrebbero ancora definirsi
per i valori negativi éi n, ma mi dispenso dal furlo, non occorrendo al

nostro scopo.
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8i & gia osservato che un determinante di ordine = contiene tanti
termini nel suo sviluppo, quante sono le permutazioni che possono farsi
con n cose; o in altri termini, che se:

a, b, ¢, vie P2 Sp1 bn

¢ un termine dello sviluppo di un determinante di ordine n, si otten-
gono tutti gli altri permutando in tutti i modi le lettere, e tenendo
fermi gli indici; oppure permutando in tutti i modi gli indi¢i, e tenendo
ferme le lettere.

Noi supporremo per es. di permutare in tutti i modi gli indici; e
di pit che il termine precedentemente scritto sia tutto composto di
elementi principali. Allora ¢ evidente che il numero dei termini dello
sviluppo del determinante aventi a fattore (n — 2) elementi principali,
sard uguale al numero delle combinazioni degli n elementi principali
precedenti (n — 2) a (» — 2), moltiplicato per quello delle permutazioni
relative di 2 cose. Indicando, per brevita, quest’ultimo numero colla
lettera «, avremo

a® (n—1)

(1 ) S”n == 21

Similmente, il numero dei termini dello sviluppo del determinante,
aventi a fattore (»—3) elementi principali, sard uguale al numero
delle combinazioni degli # elementi principali (= — 8) a (= — 3), mol-
tiplicato per quello delle permutazioni relative di 3 cose; ¢ se indi-
chiamo quest’ultimo numero con 8, avremo:

, © ey nn—1)(n—2
@ g gt =D @=2)

31

Si otterrebbe analogamente una nuova espressione per 8%, 8%, w3
e ciod:

n(n—1)(n —2)(n—3)

@) gy

41
@ . g™ n—l)(n—?)(n—3)(n—4)
51

N

. « s . . . T o . . . .

e dal confronto delle (1) e (1); (2) e (2); B e (8); (4) e (4); ... sl
< determmeranno i valori di «, B, v, &, ... 8i trova:

a=1, p=2, =9, b=,

R1cordando la relazione d1 ricorrenza’ espressa ‘dalla formula (r),
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possiamo concludere la seguente regola pratica per determinare il nu-
mero delle permutazioni relative:
Il numero delle permutazioni relative di 2, 3, 4, 5, ... cose &

uguale rigpettivamente ad 1, 2, 3, 4, ... volte © numeratori delle .

frazioni segquenti:

1 1 3 11 53 309
T 1T 6 @ 10"
Infatti si ha: .
1= -i—;l—«r-; —g—;l—l——;——i—% 161,1+;+;+2 g%;
1 1 3 11 309
1+ — 4+ —

23T e TR 100
Tali frazioni sono legate da relazioni ricorrenti. Ponendo:

1 1 1
1+—2—=A4; 1+§ +.§=A5;

se si indica la successiva frazione con A,, avremo:

A
A+ -4:1 =A,

onde A, rimane espressa in funzione delle due frazioni che precedono.

Avremo ancora similmente (*):

A A, A,
A6—+——5—5=A7;A7 + 7—A,..

Riguardo alle permutazioni relative possiamo ancora enunciare il
seguente teorema:

Il numero delle permutaziont relative di n cose eguaglia quello dei
termini dello sviluppo di un determinante di ordine m , che mon con-
tengono a fattore nessun elemento principale.

§— Ay Ag+

(%) Se indichiamo rispettivamente con a,, as, @, - i numeratori delle
frazioni A;, Ay, Aq, o potremo scrivere:
a, a
Y P
A=gts Ay=g3 Ae=1g15

es6Q,, Q;, Qs - sonoinumeri delle permutazioni relative di4, 5, 6, «..
cose, avremo altreai:
Q=3a,; Q=483 Q=505 ...
Per la legge di ricorrenza che governa le frazioni A, As, Ag, «. 82TA
poi: ;
A, aﬁ 1., .
by

N

a a
Aaé5{+§{ 3 Ay =
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Per dimostrarlo consideriamo una permutazione qualunque delle
n lettere @, b, ¢, «. 7, 8, ¢

by Cy v 92 8n—1 s«

I\toi potremo supporla formata cogli elementi principali di un de-
terminante di ordine %, in quanto si & collocato a al 1° posto; b al
20 ¢ al 3°; ecc. ... Ma siccome per ottenere da essa una permuta’zione
relativa qualunque, noi dobbiamo, per definizione, permutare le lettere
@, b, c, . r,s,1,in modo tale che nessuna venga ad occupare il
posto che prima le era assegnato, possiamo evidentemente concludere
che dopo un tale cambiamento, le lettere ¢, b, ¢ ... 7, s, ¢, cessano
di essere elementi principali. T
o xﬁulzu?;;ia :‘:ultato si poteva pervenire, del resto, ricorrendo alle

Basta infatti fare nelle (1), (2), (3), (4), ... rispettivamente n — 2
n=3,n=4, n=>5, .. e si ottiene: ’

Sv72=1; S'"3=2; S”‘=9; Sv5=44; .

Ne segue come corollario che ogni determinante di ordine n il
qual«f h.a la sua diagonale principale formata di n zeri, contiene tanti
termint nel suo sviluppo quante sono le permutazioni relative di n
cose (4). .

Terminerd questo mio lavoro facendo cenno di una nota del signor

e in generale

Ap— Onm) | Gn2 ]
=31 T m—4)! n—2
ossia : n—=3)!" (n—4)!n—2
(n —3)! An=dn—1 + (% —3) an—2 1
Ma: . n—2
("-3)!An=nA”2
eppercid: . -
ossia: an=(1n —2) an—1 + (2 — 3) an—2

‘ Qa=(n—1)(Qn—1+ Qn—2) .
Questa & la formula di Eulero.

"' {*) Questo teorema & implicitameute contenuto nella formula:
_ 1 1 — 1)
F(O)T—-ﬂ![g!—rﬁ"f'...‘i*( ) ]

n!

del signof J. WEYRAUCH, Giorn. di Crelle, vol ' '
. ! ICH, . 4z y . 74, pag. 278, la quule ci
fornisce il numero dei fermini dello svilyppo di yn,determina;te d? odr(;ir‘::

n, avente la diagonale principale formata di n zeri, perché si ha, indicando
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C. A. Laisant (*), nella quale vien trattato un problema analogo 2 quello
che mi sono proposto, ma pill generale. Presi in considerazione 7 0g-
getti @, b, ¢, .. I, e supposto che si sia formato il prospetto di tutte
le permutazioni tali che il 1° rango, il 2°, ecc., TON POSSANO essere
occupati in ciascuna di esse che da certi di questi oggetti, in essa VA,
si propone di determinare il numero di queste permutazioni.
Designando con a, b, ¢, ... gli oggetti che possono occupare il 1°
rango; con a, b, ¢, ... quelli che possono occupare il 2°; ece., e posto:
(@ +b~4c,—+..0) (ag+bytcgt..) oo (@n = bn—Cn wi=F(a,b,c..])
essendo F una funzione intera, omogenea e del grado n delle variabili
a,b,c,..l, egli dimostra che il numero X delle permutazioni che
si & proposto di determinare & dato da
»F(a,b,c..l)
dadbac...ol

Genova, 24 febbraio 1894.

X =

il 2° membro con Wn (V. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanten,
Leipzig, 1881, pag. 40)
Q) Yn=nYn1+(— )

da cui:

Ypil=n Pn-+ Yn—l)

che & la formola data da Eulero per il numero delle permutazioni relative.
1l sig. WEYRaucH (. ¢.) di ancora altre formule, fra le quali una per

il numero dei termini dello sviluppo di un determinante, che contengono

m elementi prineipali a fattori, e cioé:

n 1 1 (—=1)n—m
F(m) = (n—m)! (m) [é—'—a—'—i——i—(——-—-——n_m) !] .

Siccome perd potremo anche scrivere, per le notazioni precedenti:

Fm) = (n’;) Yn—m

e cambiando m in n —m:

n
(n—1h) =
F(n—m) (n_nl)"}’m

si vede che la formula del sig. WEYRAUCH Lnon differisce in sostanza, in
ogni caso particolare, da quelle che io ho indicato con an, @), @), -

Infatti le &, B, ¥ ... rappresentano in quest’ultime i numeri delle per-
mutazioni relative ad una data di 2, 3, 4 ... cose; o in quella del signor
WEYRAUCH, ¥, %2, ¥4, ... | numeri dei termini dello sviluppo di deter-
minanti di 2°, 3°, 4°, ... ordine, aventi la diagonale principale formata di
zeri. Ma questi numeri sono rispettivamente uguali.

« () Comptes Rendus, 2° sem. 1891, pag. 1047.
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Un precursore della Logica matematica.

. Nel II vol. delle Miscellanea Taurinensia (¥) pubblicato nell’anno
1761, (parte 3*, pag. 46-63) trovasi un lavoro di Ludovico Richeri,
col titolo: Algebrae philosophicae in usum artis inveniendi, specimen

_ primum,

_ L’A. tenta risolvere il celebre problema di Leibniz; percid indica
ct_m segni speciali i varii enti che compaiono in logica e metafisica ;
ciog il possibile e I’impossibile, il tutto e il nulla, il determinato e
I’indeterminato, il si e il no, il necessario e il contingente ... B a
notarsi che i segni pel futio e nulla sono rispettivamente v e n, e di
ben poco diversificano da quelli del formulario di Matematica.

Le idee dell’A. sono profonde, ed egli spera ottenere notevoli ri-
sultati; dice a pag. 59:

-«,.. Combinationes principaliores speciminis ergo indicamus; cceteras
iisdem insistens principiis quisque inveniet, et non sine voluptate sim-
_-pli_cissimam feecunditatem experietur, quemadmodum ex secundo spe-

- ‘cimine constabit, ubi, Deo dante, algebrz philosophica theoriam omnem,
et ejus applicationes tentabimus, et tum demum de arte inveniendi
universalissima judicium erit. » :

Ma questa seconda parte non & comparsa. E in questa prima 1’A.
non seppe ancora liberarsi dalla metafisica; questo lavoro si deve con-

_siderare come un semplice tentativo. Le sole proposizioni appartenenti
al ‘formulario di Matematica che trovansi nella memoria dell’A. sono
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Pensiero matematico moderno.

Conferenza tenuta dal prof. SIMONE NEWCOMB all’adunanza annuale
della Societd Matematica di New-York 4l giorno 28 dicembre 1893.
— Versione dall’ inglese, cortesemente concessa dall’ autore , di

Orravio ZaNoTTI BIaxco.

‘Chi, al pari di me, non & matematico nel senso moderno, sente
naturalmente di doversi in qualche modo giustificare d’aver accettato
Vinvito col quale questa Societd mi ha onorato, d’intrattenerla intorno
ad un argomento matematico. Forse una giustificazione adeguata po-
trebbe trovarsi nella considerazione, che chi non si & profondamente
addentrato in nessuno dei problemi contemporanei delte matematiche,
ma che, come uno studente, ha avuto sufficiente passione per il sog-
getto da tenersi informato del corso generale del pensiero in esso, pud
prendere tale generale veduta che sia appropriata alla presente occa-
sione. Io vi domanderd pertanto @i considerare alcuni paragoni fra i
modi di pensare sopra soggetti matematici del giorno d’oggi, e quei
metodi ehe giunsero a noi dal passato, coll’intendimento di accennare
in qual direzione stia il progresso, e quale sia il significato della ricerca
matematica del tempo presente.

Tra le varie letture della mia gioventl fuvvi un’istoria dell’Europa
moderna, che finisce con una rivista generale del progresso nelle arti,
nelle scienze e nella letteratura e con un tentativo di previsione del-
Yavvenire di esse. Per quanto io ne posso giudicare, quell’opera fu
seritta intorno al tempo di Eulero o Lagrange. Sullargomento delle
matematiche la conclusione delPautore era che linvestigazione frut-
tifera pareva terminata, e che vi era poca prospettiva di brillanti

an—a=A , Au=aq=VY.

. - (®.)

scoperte nel futuro. A noi, un secolo dopo, questo giudizie potrebbe
gembrare un esempio del pericolo di far profezie, e condurel a riguar-
dare V’autore come uomo troppo propenso ad affrettate conclusioni. Pud
darsi tuttavia che un’analisi accurata conduca a ritenere le vedute del- _
Yautore per meno avventate di quel che possano sembrare ora. Possiamo Lo
noi non dire, che nella speciale direzione, e lungo le speciali vie battute .
dall’indagine matematica un secolo fa, non si son fatte scoperte vera-

Y
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_(*) Come é noto, esso & il titolo della pubblicazione periodica- fondata
da Lagrange, Cigna, ..., che assunse pid tardi il nome di « Memorie del-
“ I’Acqademia delle Scienze di Torino ».

SEvs

P

T
R R e N e



— 122 —

mente brillanti? Possiamo noi realmente dire che il campo di lavoro
di Eulero, fu, dopo il suo tempo, largamente esteso? Dei grandi pro-
blemi che eludevano I’abilita degli antichi geometri, comprendendovi
la quadratura del circolo, la duplicazione del cubo e la trisezione del-
I’angolo, non ne risolvemmo pur uno. I1 nostro solo progresso nel
trattarli & stato di mostrare che essi sono insolubili. Al problema dei
tre corpi non abbiamo aggiunto un solo degli integrali necessari alla
completa soluzione. Il nostro caleolo integrale elementare & vecchio
di due secoli. Per ’equazione generale del quinto grado solo mostrammo
che non esiste soluzione alcuna. Senza dubbio, noi risolviamo molti
dei problemi che i Bernoulli ed i loro contemporanei si divertivano
a proporsi a vicenda, molto meglio di quello che essi abbiano fatto;
ma, dopo tutto, potremmo moi toccare a qualche soluzione che fosse
oltre i loro poteri? Io parlo con qualche diffidenza su questo punto,
ma mi sembra che il progresso si verified risalendo ai prineipii ele-
mentari, per partirne ad esaminare tutto il campo della ricerca mate-
matica da un piano piu elevato di quello sul quale stavano i nostri
predecessori, piuttosto che continuando sulle loro traccie.

Noi possiamo illustrare questo passaggio a nuovi modi di pensare
paragonando la dottrina di Euclide della ragione e -proporzione colla
nostra. Nessuno discute la bellezza od il rigore del procedimento, per
mezzo del quale Euclide svolse questa dottrina nel suo libro quinto
€ V'applicd alla teoria dei numeri nel suo libro settimo. Ma possiamo
noi trattenerci dal eompiangere i nostri avi, che dovevano imparare
le proposizioni complesse e le ponderose dimostrazioni del quinto libro,
del quale noi possiamo scrivere in un sol foglio di carta tutti i pro-
cedimenti ed i risultati? Come disciplina mentale lo studio era eccel-
lente; ma sembra appena possibile che si potesse rammentare le pro-
posizioni ed i metodi di dimostrarle, se non se ne avesse altra conoscenza
all’infuori di quella ricavata dall’opera stessa. Quando noi esaminiamo
attentamente queste proposizioni, noi troviamo che, mentre Euclide rico-
nosceva il fatto che, di due rapporti, uno potrebbe essere maggiore,
minore od uguale di un altre, tuttavia egli non 1i riguardd mai come
quantitd, che potevano essere usate come operandi. Da questo punto.
di vista una ragione era sempre una relazione, ed una relazione non
pud esistere senza due termini.

Nell’accennare a questa complessitd della dottrina di Euclide, non
voglio si creda che io accetti il modo poco rigoroso in cui la dottrina.
in questione & d’ordinario svolta nei nostri trattati moderni. Cid che
noi dovremmo aver di mira si & di sostituire i metodi di Euclide con
quelli che spettano alla matematica moderna. Oggidi noi intendiamo
che una relazione fra due enti qualsivoglia della medesima specie

e

b e a L
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pud sempre essere ridotta ad un solo ter‘mine,‘ad es.sa sostl‘tuent('ionxgl_
operatore la cui funzione sia di camblar‘e uno d1. questi entl e
Valtro. Nel caso della relazione fra due linee, qouSLdeFate §enilp .
mente come quantita ad una dimensione, la qual relazione si cerli\z:)no
un rapporto, noi riguardiamo il rapporto com_e un f,attore :(1111(1; erieo
multiplo, che operando sopra una linea la cambia r}ell altra.l ; liII)l . é
quella relazione che Euclide avrebbe espressa dicendo che }1e. e
stavano I'una all’altra come 5 a 2, ovvero che due volte una l.mefl ese
uguale a cinque volte Paltra, noi esprimeremmo ora col' dire ce n(imo
poi moltiplicassimo una delle linee per .due f” mezzo, n_ox o‘ﬁtizr e
V’altra. Questo potrebbe apparire semplice d1ﬁ?rex}za dx_palo ,1 e ©
molto di pil. I semplificazione di idee; & sostituzione di un 15'(()1 o
cetto a due. Per esprimere una relazione occorrevano ad Euclide
rmini ; oi ne basta uno.
teml:{l:léig 1111011 & la sola semplificazione. Una part‘ico‘larita delila nos(,ltra:
matematica moderna & che gli operatori medesxml‘ sono ‘m{(z,;l}ar ij;;
come oggetti indipendenti di ragionamento;‘su'scemb.lh di 1:;6!;-&_
operandi senza specificazione delle loro peculiari q.uaht:l coréne e;l;Zio_
tori. Cosl, in luogo di considerare il rapporto c.he io ho' test® m o
nato come un’operazione di moltiplicare una ln%ea per due € mezh,
noi la riduciamo per ultimo alla semplice ql‘lant{ta due e mezzcl);, cttie:
noi possiamo concepire rimanga inerte finché noi la portiamo all’a "
vita come un molsiplicatore. Esso cosi assuu'le una forrfm concre :
capace di essere maneggiata nel pensiero, e di essere operata come s
cosa distinta. _
fossauuelsljo esempio pud offrire come un puntf) di part,enz.a per un',ﬂl}?(;
strazione pilt larga del modo in eui noi abbLargo esteso 1 concetti cna
stanmo a base del pensiero matematico. Prendiamo a rxﬂe,ttere 1s'u
relazione fra una linea retta che parte da un ‘punto, ed un altrla uel:ti
di eguale lunghezza partente dal punto medesimo, ma adEanlgifgeo zome
colla prima. Se questa relazione fosse stata ‘proposta .ad ! uc de como
argomento a studiarsi, egli avrebbe prf)babllmente .rls:posto, ¢ qe g
tunque molto piit semplice di quel_le intorno a cui si occuﬁavz,a efsa
non poteva scorgervi nulla di fruttxfero,.e non avr.'ebbe tratto 2
alcuna conclusione. Ma se poi proseguiamo a .mﬁet'tere, trovere p
davanti a noi un vasto campo, comprendente il primo concett;).ch:=
gruppi; e con esso una parte importa.nte delle .r_mstre .matetx‘lzai; e
moderne. In conformita al principio gid prestabilito, nol sostituia
alla relazione fra queste due rette un’operabort? che muterd la prfu;a
nella seconda. Noi definiamo quest’operatore d1c.endo ch'e la gua 111(;
zione & di girare una retta di un angolo r?tt.o in un puimo s:)O- cin
ia contiene. Questa definizione permette di applicare l'operatore
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'q?estione ad ogni linea nel piano. Applicliiamola pertanto due volte
d} seguito alla stessa retta. Il risultato sard una retta volgentesi alla
direzione opposta a quella della originale. Una terza operazione la
p.ox_'tera di nuovo ad angolo retto dalla parte opposta alla seconda po-
sizione; ed una quarta la ricondurry alla sua posizione originale; il
rlsul.tato essendo di portarla attorno di un circolo completo. Se ora ,noi
consideriamo le operazioni che sarebbero state equivalenti a queste
una, due-:, tre, quattro rivoluzioni di un angolo retto come quattr(;
-operatori separati, noi vediamo che il loro risultato sard o di lasciare
la ‘re‘tta nella’ sua posizione originale, o di muoverla ad una di tre
“pOS}zw.ni definite. Se quindi noi ripetiamo una di queste guattro ope-
raz'xom. tante volte quante ne piace, od in qualsiasi ordine vogliamo
noi u.mcamente condurremo la retta ad una delle quattro posizioni ixi
: -questl.one. Cosi noi abbiamo un gruppo del quarto ordine, dotato della
‘proprietd che la ripetizione di due qualunque delle ol;erazioni del
-gruppo & equivalente a qualche unica operazione di esso.
Appena occorre che io richiami I’attenzione all’analogia famigliare
- fra .quest_e_operazioni e moltiplicazioni successive per 'unitd immagi-
naria l/ ~— 1. Quest’ultima considerata come un moltiplicatore & fornita
-delle stesse proprietd del nostro operatore ruotante. Ripetuta due volte
muta il segno o la direzione della quantita sulla quale opera; ripetuta
quattro volte la riconduce al suo valore originale. P
. Noi abbiamo in tutti questi casi un’illustrazione molto semplice di
una legge del pensiero, ’applicazione della quale forma la base di
_un?. parte importante della ricerca matematica moderna. La si pud
c-hlamare la legge di omologia. Io non sono certo di saperla definire
rigorosamente, ma io credo che la si possa esprimere ad un dipresso
come segue: Se abbiamo due classi di enti A e B, tali che ad ogni
ente di una classe corrisponda un ente dell’altra, e ad ogni re]azifne
fra .due qualunque di una classe corrisponda una relazione fra i
corrlspond'enti due dell’altra, allora tutto il discorso, il ragionamento
lc’a conclusioni riguardanti 'una classe potranno essere applicati alf
}1 alt?a classe. Noi possiamo, naturalmente, estendere la legge a una
porms}:jondenza fra cose o concetti, e simboli od altre forn;’e di lin-
guaggio.
I? penso che questa legge sia pill universale che a primo aspetto
- -appaia. I\Ion solamente il progresso, ma Vesistenza stessa della nostra
razza dipende dalla coordinazione fra i nostri processi mentali ed i
‘processi dell’universo esterno, che fu gradatamente portata innanzi
_Ajdall"attrito fra Yuomo e la natura attraverso innumerevoli generazioni
Un uor'no & perfetto, potente, efficace quanto piti i1 suo modo di rappre:
sentars la natura & in armonia coi processi della natura stessa; ogni
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processo di natura avendo la sua immagine nel pensiero, e viceversa..
Ora, il linguaggio consiste nel coordinamento fra parole ed idee. Cosi
noi passiamo dalla natura a cid che vi eorrisponde nel pensiero, e dal
pensiero a cid che vi corrisponde mnel linguaggio, e cosi poniamo in
azione una corrispondenza fra il linguaggio e la natura.

La ricerca scientifica moderna offre molti esempi dell’applicazione
di questa legge che sarebbero meravigliosi, se non fossero cosi fami-
gliari. Noi siamo cosl avvezzi alla predizione di un’ecclisse, che non
vediamo in essa alcuna filosofia. E tuttavia non potrebbe un essere:
molto intelligente di un’altra sfera scorgere alcun che di meraviglioso
nel fatto che con un metodo di tracciare simboli colla penna e 'in-
chiostro sulla carta, e di combinarli secondo certe semplici regole, &
possibile di predire con certezza infallibile che Vombra della luna
in un dato giorno, ad una data ora e dato minuto, passerd sopra un
determinato luogo della superficie della Terra. Certamente quell’essere
potrebbe domandare con sorpresa comne si possa ottenere un tale risul-
tato. La nostra risposta sarebbe semplicemente questa: Vi & una cor-
rispondenza da uno ad uno fra i simboli che il matematico traccia
sulla sua carta e le leggi di movimento dei corpl celesti. Questi simboli
incorporano i metodi stessi della natura.

1.’introduzione e applicazione di omologie come quelle che ho indi-
cate hanno forse il loro massimo valore, in quanto risparmiano pen-
siero. Nel campo della meditazione matematica hanno qualche rassomi-
glianza colle macchine che nel campo dell’economia risparmiano lavoro.
Esse permettono di raggiungere i risultati del raziocinio senza passare
per il processo del ragionamento nel caso particolare. Molto di quanto
dissi illustra quest’'uso del metodo, ma vi & un altro caso che fu cosi
fruttifero da meritare speciale menzione: io intendo la teoria generale
delle fanzioni di una variabile immaginaria. Noi possiamo riguardare-
tali funzioni come rappresentanti in realtd una coppia di funzioni di
una certa classe implicanti una coppia di variabili reali; ma la diffi-
colta di concepire le varie guise in cuile due variabili possono essere-
collegate, ed i risultati dei cambiamenti che esse possono subire, in
tal guisa da cavar fuori tutti i risultati possibili, avrebbe reso impos--
gibile il loro studio diretto.

Ma quando Gauss e Cauchy concepirono Iidea geniale di rappre--
sentare due tali variabili, la reale e 1’immaginaria, colle coordinate
rettangolari di un punto in un piano, queste relazioni che prima esi-
gevano grandi sforzi per essere concepite divennero relativamente sem-
plici. Considerata come una grandezza, una variabile complessa, ovvero.
la somma di una quantith reale e di una puramente immaginaria,
Pultima essendo riguardata come una quantitd misurata in unity inc--
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‘maginarie, fu' rappresentata dalla lunghezza e posizione di una linea
retta condotta dall’origine delle coordinate al punto le cui coordinate
-erano rapp_rese.ntate dai valori della variabile. Una tal retta, quando
‘8¢ ne consideri e la lunghezza e la direzione, & ora famiwI;armente
nota.come' un vettore. La concezione del vettore sarebbe t?lttavia in
moltl casi laboriosa. Ma il vettore & completamente determinato dal
suo Qunto terminale, ad ogni vettore corrisponde uno ed un solo punto
tc?rmlnale e ad ogni punto terminale uno ed un solo vettore QIl)lindi
si pl'lb astrarre dal vettore ed in pensiero badare solamente .al punto
terminale. .Dacché per ogni coppia di valori che noi assegniamo alle
nostr:e variabili originali vi ¢ un punto, ed un solo, noi cpossiamo in
pensiero astrarre da entrambe quelle variabili e da,i vettori che esse
rappresex.ltano, e considerare solamente il punto del guale esse sono
le coordinate. Cosl la variazione continua delle due quantitd, pe:

quanto complessa possa essere, & rappresentata dal moto di un :mptor
Ora tal mot.o & molto facile a esser concepito. Noi possiamo considfrarlo'
senza la minima difficoltd, come compiente un numero di ri\'o]uzion;
attor'no a.qualche posizione fissa, méntre l’immaginare le corrispon-
denti variazioni nelle variabili algebriche stesse, richiederebbe unpno-
tevole sforz.o di mente. Cosl, e solamente cosi, la bella teoria, prima

svolta ampiamente da Cauchy, e poi continuata da Riema,nn fu
portata al suo stato attuale di perfezione. ’

T:Tn altro esempio del principio in questione, in cui i due sog-
.gettl dejl ragionare sono cosi prossimamente d’una fatta, che non g;i
rlsparr{l1a pensiero, & offerto dal principio di dualita i’u geometria
pr01e.tt1\fa. Qui si stabilisce una corrispondenza da uno a uno fra le
relazxofn. mutue di punti e rette, col risultato che nel dimostrare una
prqposmmne relativa a questi concetti noi contemporaneamente dimo-
stnam'o una proposizione correlativa formata dall’originale scambiando
-sempl%cemente le parole «punto» e «retta’.

,Gh argomenti dei quali trattai finora appartengono ad un tempo
all algfebra ed alla geometria. Invero uno dei grandi risultati dell’in-
troduzmnfa della interpretazione omologa nella matematica moderna
3 sta'to .dx unificare il trattamento dell’algebra e della geometria, e
. 31’12\151 di fonderle in unf.unica scienza. Ad una larga c]assbe di teore’mi

algebra spettano corrispondenti teoremi di geometria, ciascuno di
una classe provandone uno dell’altra classe. Cosi le d’ue scienze si
Soriogo mut}lfm')ente aiuto. Nella geometria noi abbiamo una rapl;re-
nzlil-r:‘mn.e w§1b11e dei tec.n‘el'ni algebrici; colle operazioni algebriche

ol-raggiungiamo conclusioni geometriche, cui potrebbe essere molto
; piu difficile il pervenire col ragionamento diretto. Un esempio rag-
guardevo%e ce Yoffre V'applicazione geometrica della teoria degl’in;?m-
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rianti. Questi sono forse, fra le sorta di conclusioni algebriche, Pultima
che lo studente, al quale sono mostrati per la prima volta, possa cre-
dere abbia un’applicazione geometrica, tuttavia ben poco studio basta
a stabilire un’omologia completa fra essi e la distribuzione di punti
sopra una linea retta.

Quest’uso di omologie non segna la sola linea, lungo la quale noi
siamo proceduti piu dei nostri predecessori. Il progresso fu possibile
solo coll’emanciparei da taluni dei concetti dell’antica geometria che
signoreggiano tuttora mel nostro insegnamento elementare. L’illustra-

"zione che ho gia dato calza qui perfettamente. L’espressione della rela-

zione di due lince rette a mezzo del moltiplicatore che cambierebbe
Puna nellaltra & ora famigliare ad ogni scuolaro, e la relazione stessa
era famigliarc ad Euclide. Ma la relazione ancora piu semplice di una
retta con un’altra di eguale lunghezza normale ad essa, non fu mai
immaginata da Euclide, e non ha corso nelle nostre scuole. Perché @&
cosi? Mi sembra che cid derivi dall’idea avita, che la matematica si
occupa della misura, ¢ che 1’obbietto della misura si & di esprimere
tutte le grandezze in misura ad una dimensione. Quest'idea ha cosi
completamente informato il linguaggio, che noi ancora estendiamo 1’uso
della parola «eguale» a tuttl i casi di questa specic particolare di
uguaglianza lineare: noi diciamo che un circolo & uguale al rettangolo
contornato dal suo raggio e dalla sua semicirconferenza. Noi fummo
pertanto costretti ad inventare la parola « congruente» per la egua-
glianza assoluta in ogni punto, o di qualificare ’aggettivo « eguale »
con «identico » dicendo «identicamente eguale ». Naturalmente non
vi & obbiezione di sorta al paragone di grandezze in questa maniera
riferendole a misura ad una dimensione, o col presupporre che il
cambiamento che una quantitd deve subire per essere trasformata nel-
Paltra dev’essere espresso da un solo parametro; ma cambiamenti che
implicano due o pil parametri sono altrettanto importanti quanto quelli
che ne implicano uno, ed il tentativo di esprimere tutte le relazioni
metriche riferendole ad un solo parametro ha posto al pensiero tali
restrizioni, che mi sembra appropriato ’applicare il termine emancipa-
zione al nostro atto di liberarci da esse. Per noi la matematica non &

_ piu la scienza della quantitd. Ma anche se noi consideriamo che 1'og-

getto ultimo delle matematiche & relazione fra quantitd, noi abbiamo
raccolto un ricco compenso dalla emancipazione, perché coll’uso delle
nostre pit vaste idee mnoi siamo in grado di raggiungere nuove con-
clusioni circa le relazioni metriche. ' ’

Io spero che il mio discorso non sard trovato troppo accademico se
continuo con qualche ulteriore illustrazione delle omologie dei gruppi.
Ritornando alle omologie tra linee, invece di prendere due rette fra loro
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ad angolo retto, consideriamone due facenti un angolo di 10° Come gia.
sl notd, questa relazione & omologa con un operatore che faccia girare
una sola retta di quell’angolo. Se noi ripetiamo continuamente questa
operazione, noi porteremo la retta in trentacinque posizioni differenti,
la posizione trentaseiesima sara identica con quella originale. Cosi in
tutto noi avremo trentasei posizioni, espresse da quel numero di rette
uscenti da un unico centro e facenti fra di loro angoli di 10° Ora.
immaginiamoci trentasei operatori, la cui funzione sia di girare una
retta, non importa quale, successivamente di 10°, 20°, 30°, ece., fino
a 360°, I'nltimo essendo equivalente ad un operatore che fa semplice-
mente niente. Questi trentasel operatori formeranno un gruppo, che

nol sappiamo essere strettamente omologo colla moltiplicazione per
le trentasei espressioni

e, e¥P, e3P ., 37 =0 — 1 , .

ove ¢ & 'arco di 10° in misura circolare.

Fin qui non considerammo che operazioni formate dalla ripetizione
continua di una sola; nel linguaggio del soggetto, tutti i nostri gruppi
sono -costrutti da potenze di un solo operatore. Ora estendiamo il
nostro metodo sostituendo un cubo alla nostra linea retta. Attraverso
2 questo cubo noi abbiamo un asse parallelo a quattro delle sue faccie
piane. Col girare il cubo attorno a questiasse di qualsiasi multiplo di 90°,
noi otteniamo uno seambio di posizione fra quattro delle sue faccie.
Questo processo di scambio & omologo colla rotazione di 90°, essendo
in realty ad essa equivalente, e quindi & anche omologo alla moltipli-
cazione per l'unitd immaginaria. Ma vi & anche un’altra omologia.

- Indichiamo con A, B, C, D le 4 faccie del cubo parallele all’agse di

rotazione. Allora il mnostro gruppo di rotazioni sara omologo colle
potenze di una sostituzione ciclica fra le quattro lettere A, B, C, D.
S’introduca ora un nuovo operatore, ciod la rotazione attorno ad un
asse perpendicolare al primo, ma sempre di un arco di 90°, Cid intro-
duce nel problema un nuovo elemento, e ¢i permette di mutare il
cubo da una qualunque posizione ad un’altra qualunque, vale a dire
di eseguire ogni scambio fra le faccie. che sia consistente col loro
rimanere faccie dello stesso cubo. Qui noi abbiamo una serie di rota-
- zioni, le quali, nel easo del cubo, sono omologhe con certe trasforma-
zioni lineari che sono state svolte da Klein nel suo bellissimo lavoro
sull’Icosaedro.- .

Ma & anche evidente che nell’introdurre queste rotazioni noi prati-
camente operiamo con quatérnioni, Poperatore essendo il vettore unita.
"Cosl noi abbjamo un’omologia fra certe forme di moltiplicazione " di
quaternioni e trasformazioni lineari involgenti I’unitd immaginaria.
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Di pil, dacche queste rotazioni sono anch‘.e omol(.)ghe (_3011 slostxt;)mlolrlx;
praticate sopra i sei simboli rappxjesentantx I'e sei fafccu'a de ‘ tcu.o;1 e
segue che vi & anche un’omologia fr'fam certi gruppi di sosti uz10t e
corte trasformazioni lineari involgenti due qua_ntlFéL, un num.era 2;
ed un denominatdre, e moltiplicazioni di q%liamtermon} per v?tton uni L.
Io ho preso un cubo come Vesempio pilt se.zmphce.' E\.rldenttimggneia
noi possiamo costrurre un maggior nur.ne?o d% gruppi di sosti ufg ot
della stessa specie fra le faccie di qualsiasi solido regola}re, f:orl'ael ) ein
ha fatto nel lavoro gia citato. La relazion.e fra le. sostltum.om tineax‘u
cosi trovata e la soluzione delle equazioni algebr.xche corrispon enti,
forma uno dei pilt bei rami della nostra I'natemat.xca‘ moderna. o
L’idea di gruppi di operazioni, quale io cercal di svolgerla, fu in
questi ultimi anni cosi estesa da co?rire' u}m. gran parte _del cafn};g‘
dell’algebra e della geometria. Fra.x primi in t'ale estensx?(lile \;;e“&
Sophus Lie. Considerata dal punto di vista algebrico, la suii i ‘ez:b pella
sua forma pill semplice, pud essere espressa. come segue. 1 ,01 a tone
una certa quantita, @ ad esempio. Noi abbiamo anche ‘uu opcram he
qualsiasi che noi possiamo eseguire sopra q.uesta quantita. ‘Slzﬁ quebte
‘operazione dipendente da una certa ql?.antlta a (fhe necesiz.mameu °
entra in essa. Come uno degli esempi pilt §emphc1, not pOSblalI‘lOI 2,1111
mettere che operazione sia quella di aggl.gngere a ad o, ?010 ) nz;
quantitd « pud prendere uc’infinitd di valori, ne segue chel.w Sa;;il(lmi
infinite operazioni appartenenti tutte ad 'una' classe., Ie quab i o‘per. ont
saranno distinte dal valore particolare di a 11'1 ogni caso. osi noi ef-)to
riamo sopra  con uno di questi ogeratom, ed ottenlamcf ;m <(:i e
risultato; sia «'. Noi operiamo sopra & (fon un se(':oud'(,) ospexi oi(?u]tam
stessa classe, ed otteniamo un secondo rl.su.ltato, sia «”. Se ; s oo .
" st & potuto ottenere dalla quantita originale x a mez‘zo 1~ qu:; -
operazione della classe, qualunque sia l’operato?e scelt.o in esﬁa,il ot
queste operazioni saranno tali che il prodotto ‘dl fiue di esse sar q)re
valente all’effettuazione di aleune di esse. Cosi, mpetendolé per sel-u]i'be
noi non potremo arrivare ad altro che a quello ch.e si ott]e.ne. ”
a mezzo di qualche operatore. Vediamone un esempio semp lic:; 1 =
1a nostra operazione consiste nell’addi?ione .dl una qua:lltna aral G.erm
ad @, allora noi cambiamo x in @ aggiungendo a bxl?r:‘ismmto
quantita @, ed @' in &7, aggiu'ngendow una cert.‘fl quaut.lta . Tl
di queste due addizioni & lo stesso che se nol a\fes'snncf aggvgdi o da
principio a-+b. Occorre appena dire che la molltlphcazwne' : ezieA
una quantitd qualunque sarebbe un altro es.emplo' d'ella_ste:ssa pss'wé
L’effettuazione di un qualsivoglia pumero di molnp'hc‘azxo.m succ;:a ;
sopra una quantitd & sempre uguale zfxd gna_ molnphcazxon.e sola pe
prodotto di tutti i fattori delle moltiplicazioni separate.

]
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Queste operazioni non sono confinate a quantita singole. Noi possiamo

- considerare che 'operazione sia effettuata sopra un sistema di quantita,

che sono cosi trasformate in un egual numero di quantita differenti,
ciasecuna di queste nuove quantitd corrispondendo ad una del primo
sistema. Se una ripetizione dell’operazione sopra il secondo sistema di

- ‘quantitd da origine ad un terzo sistema, che avrebbe potuto derivarsi

dal primo sistema eon un’operazione della stessa classe, allora tutte
queste operazioni possibili formano un gruppo.

L’idea di tali sistemi di operazioni non & punto nuova. Fu sempre
ovvio, da che si comincid a studiare la teoria generale delle operazioni
algebriche, che ogni combinazione delle operazioni di addizione, mol-
tiplicazione e divisione poteva sempre essere ridotta ad un sistema in
cui fosse solamente necessaria un’unica operazione di divisione — cosi
come in aritmetica una frazione complessa, qualunque sia Vordine di

~ complessitd dei suoi termini, pud sempre essere ridotta ad una sola

frazione semplice, cio¢ al rapporto di due intieri, ma non pud in gene-
rale essere ridotta ad un intiero.-Abel fece uso di questo teorema nclla
celebre memoria sulla impossibilitd di risolvere ’equazione di quinto
grado.

Un altro eampo di pensiero matematico, affatto distinto da quello sul
quale gettammo uno sguardo, pud essere chiamato il paese delle fate

della geometria. Per fare un matematico si richiede un pit alto sviluppo -

del suo potere speciale, che non sia dato alla pluralith degli uwomini.
Quando egli entra in quella terra incantata egli deve, se vuol approfittare
della buona occasione, prendere ali che lo porteranno molto oltre i voli,
ed anche la vista dei mortali ordinarii. Al pilt immaginoso di questi,
un essere racchiuso in una sfera, la cui superficie sia assolutamente
impenetrabile, sarebbe cosi sicuramente imprigionato che neppure uno
spirito potrebbe fuggirne, a meno di essere cosi etereo da passare
attraverso ‘alla sostanza della sfera. Ma lo spirito matematico, nello

_ 8pazio a quattro dimensioni, potrebbe saltar fuori senza toccare nep-
. pure un punto del globo. Prendendo posizione ad una breve distanza

dalla terra, egli potrebbe col suo telescopio investigare ogni particella
-di essa, dal centro alla superficie, senza alcuna necessitd che la luce

* passi attraverso ogni parte della sostanza della terra. Se fosse abile
~ ginnastico, egli potrebbe spiccare un salto mortale e cadere colla destra

a ginistra, cosi come egli appare ai nostri occhi, se visto per riflessione
in uno specchio, e ¢id senza soffrire alcuna distorsione o male di sorta.

' Una linea retta, od una linea che ad ogni nostro esame apparirebbe
. Tetta, se seguita a lungo sufficientemente, potrebbe ritornare su sd

-stessa. Lo ‘spazio stesso pud-avere una delimitazione, o piuttosto, ve
v mepuo gsSere 8o0lo una certa quantitd; procediamo innanzi, per sempre,
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e noi potremmo trovarci sempre ritornanti al punto di partenza. Tutti

«questi risultati, invero, non si ottengono semplicemente in forma di
.scherzo, ma con dimostrazioni geometriche rigorose. ‘

Le considerazioni che condussero a questa forma di spazio sono
“cosi semplici che esse possono venir delineate senza difficolta. Quando
il giovane incomincia lo studio della geometria piana, la sua attenzione
& diretta intieramente su figure giacenti in un piano. Per lui lo spazio
ha solo due dimensioni. In un dato punto di una linea retta si pud .
innalzare una sola perpendicolare. Muovendo una lineca qualunque
nel piano, egli pud descrivere una superficie, ma un solido & affatto
fuori del suo campo. Egli non pud condurre una linea dall’esterno
-all’interno di un cerchio, senza intersecarlo. Sopra una data base si
possono costrurre solo due triangoli di lati dati, uno giacente da una .
parte della base, Valtro dall’altra. Quando cgli giunge alla geometria
solida, le sue concezioni si estendono grandemente. Da un dato punto
di una retta egli pud condurre tante perpendicolari quante vuole. Se
egli ha due rette fra loro perpendicolari, egli pud condurne una terza
che sia perpendicolare ad entrambe. Una superficie piana non & avvinta
al suo proprio piano, ma pud essere mossa su e giu cosi da descrivere
un solido. La caratteristica di questo movimento & che esso costante-
temente porta ogni parte del piano ad una posizione, che nessuna parte
di esso prima occupava. .

Ora, & un prineipio fondamentale della scienza pura che la libertd
di fare ipotesi & illimitata. Non & necessario di provare che Yipotesi
¢ una realtd, prima che ci sia permesso di farla. E legittimo di anti-
-cipare tutte le possibilita. B quindi, pertanto, un esercizio perfetta-
mente legittimo del pensiero I’immaginare qual sarebbe il risultato se
nof in geometria non ci fermassimo alle tre dimensioni, ma costruis-
simo una maniera di spazio che ne avesse quattro (*). Come il ragazzo,
ad un certo stadio dei suoi studii, passa dalle due alle tre dimensioni,
cosi possono i matematici passare con eguale facilith dalle tre alle
quattro dimensioni. Egli s’imbatte_bensi nella difficolta di non' poter
tracciare figure in quattro dimensioni, e le sue facolta sono cosi limitate
che egli non pud nella sua mente costrurre 'immagine delle cose come
.apparirebbero nello spazio a quattro dimensioni. Ma questa mancanza
non gl’'impedisce di ragionare sul soggetto, ed una delle piu ovvie

(*) La liberth delle ipotesi & piena; perd non sard inutile il ricordare a?
lettori della Rivista che cogli spazi a piu dimensioni si introducono nuovi
postulati; mentre si perfeziona la Geometria riducendone il numero. Veg-
gasi vol. I (1891), pag. 66 della Rivista. Nota dell’gdxtorg.
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_ conclusioni alle quali arriverebbe & questa: Come nello spazio a due
" . dimensioni si pud ‘in un dato punto condurre una retta perpendicolare:
ad un’altra, e coll’aggiungere una terza dimensione, una terza retta,
pud condursi perpendicolare a queste due; cosi-con una quarta dimen--
* sione noi pbssiamo_ condurre una retta che sia perpendicolare a tutte
" tre. B vero che noi non possiamo .immaginare come apparird quella
retfa, o dove dovra essere collocata, ma cid & puramente in causa
della limitazione delle nostre facoltd. Come una superficie descrive un
‘solido abbandonando continuamente lo spazio nel quale essa sta al
momento, ¢osi un solido a quattro dimensioni sard generato da un mote-
continuo che sia costantemente dirvetto allinfuori di questo spazio a
tre dimensioni nel quale il nostro universo sembra esisterc. Siccome
. . mn uomo confinato entro un eircolo, pud sfuggirne saltando sopra esso,
N cosi il matematico, se posto dentro una sfera in uno spazio a quattro
.. dimensioni, salterebbe semplicemente sopra essa altrettanto facihwente.
di quello che firemmo noi sopra un circolo segnato sul pavimento.
Aggiungasi allo spazio una quarta dimensione, e vi & luogo per un
indefinito numero di universi, tutti 'un dopo l’altro, come Ve n’¢ per
un indefinito numero di fogli di carta quando li poniamo l'un sopra
. Taltro. '
Dal punto di vista delle scienze fisiche, la guestione se Pattualitd
‘di una quarta dimensione possa essere considerata come ammnissibile
& molto interessante. Tutto quello che possiamo dire & che, fin dove
giunge Vosservazione, tutte le .conclusioni legittime sembrano essere-
contro di essa. Nessuna induzione della scienza fisica & pilt uni-
versale o completa di guella che tre condizioni fissano la posizione di
. un punto. Il fenomeno della luce mostra che nessuna vibrazione va
" +fuori dello spazio a tre dimensioni, neppure nell’etere luminifero. Se
" . vi & un altro universo, od un gran numerd di altri universi, fuori
‘del nostro proprio, noi possiamo unicamente dire {che non abbiamo
) "alcuna prova che esercitino sul mnostro alcuna influenza. It ben vero
“che quelli che si dilettano a spiegare avvenimenti anomali coll’azione
di esseri, intorno ai quali d’altronde nulla conosciamo, hanno qui un
.- ben facile campo per la loro immaginazione. La questione della suffi-
- cienza delle leggi di natura a chiarire tutti i fenomeni, & tuttavia
-troppo vasta per essere al presente discussa. A prova della limitatezza =
delle nostre facolth in questa direzione, & a notarsi che noi siamo in-
capaci a pensare uno spazio a due dimensioni, -altrimenti che come
- contenuto in uno spazio a tre. Un puro piano, con niente da ciascuna
"~ " "banda, & per noi inconcepibile. Noi siamo cosi costretti, per guanto
- wvalgono le nostre concezioni, ad accettare tre dimensioni e non di pill.
.. Noi abbiamo in questo un risultato legittimo dell’esperienza universale

L. PN .

— 133 —

attraverso a tutte le generaiioni, che & quello di uno spazio tripla-.

. mente esteso.

Intimamente connessa con cid & Videa di quello che viene talvolta
.chiamato lo spazio curvo. Confesso che questa espressione non mi piace,
perche non vedo come lo spazio per s& possa essere considerato come
curvo. La geometria non & la scienza dello spazio, ma la scienza delle
figure pello spazio, possedenti le proprietd di estensione e di mobilitd
.che noi constatiamo essere comuni a tutti i corpi materiali. La que-
stione qui sollevata & molto vecchia, ed in via' generale la sua storia
¢ famigliare. )

I matematici hanno spesso tentato di costrurre una geometria senza
Y'uso di quello che & comunemente chiamato il nono assioma di Euclide,
.che sembra a me meglio espresso quando si dice che in un piano si
pud condurre una sola retta che debba essere parallela ad un’altra
retta nel piano, nel senso di non incontrarsi mai in nessuna direzione.
“Tuttavia ogni conato per costrurre una geometria elementare senza
quest’assioma risultd involgere una fallacia in qualche punto del ragio-
pamento. Questa considerazione condusse Lobatchewsky, ed indipen-
dentemente da lui, io credo, Gauss, a ricercare, se nen potesse venir
.composta una geowetria nella quale quest’assioma non fosse valido;
nella quale, ciog, fosse possibile che avendosi in un piano due rette
parallele, 1'una potesse girare di un angolo piccolissimo senza perd
incontrare Paltra in alcuna direzione. La possibilita di cid fu presto
dimostrata, e si compose cosl un sistera di geometria nel quale la
somma degli angoli di un triangolo piano potrebbe essere minore di
-due angoli retti. '

Dopo fu introdotta anche Vipotesi opposta. Si trovd che, date in
un’ piano due rette parallele, si potrebbe supporre che esse s’incon-
trassero da ultimo in entrambe le direzioni. Questa ipotesi potrebbe
anche essere fatta senza che vi fosse pilt d’un punto d’intersezione,
-ogni retta rientrando in s¢ stessa. La geometria risultante da queste
due ipotesi fu ridotta ad un sistema rigoroso da Klein.

11 predire il futuro della scienza matematica sarebbe un tentativo

arrischiato. Se lo si facesse, potrebbe sembrare che, in vista degli stra-
ordinarii lavori dell’intelletto umano che caratterizzano il nostro tempo,
- la via pil sicura sarebbe di predire grandi scoperte in questo ed in

tutti i rami della scienza. Si propone talvolta la questione, se non fosse

ancora possibile che venisse inventato un metodo matematico, ‘che
fosse sul calcolo infinitesimale un progresso tanto grande, quanto questo
lo fu sui metodi di Euclide e di Diofanto.. In quanto al risolvere i
:problemi che ora ci si parano innanzi, pud darsi che la strada pil
.sicura sia quella di rispondere a quella questione colla pegativa. Non
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& egli vero in fisica come in matematica, che le grandi scoperte sono-
sta:te fatte in direzioni inattese, e che i problemi che affaticavano i nostri
avi ancora. frustrano i nostri sforzi? Noi dobbiamo certamente ricor-
fiare che la scoperta di cid che non poteva esser fatto fu un elemento
. importante nel progresso. Ad ogni pie sospinto noi ¢'imbattiamo nella
ferrea. legge della conservazione dell’euergia; in ogni direzione noi
scorgiamo i}imiti del possibile. Le matematiche del ventesimo secolo-
- potranno essere.molto differenti dalle nostre; forse 1o scolaro cominciera
l'algebra colla teoria dei gruppi di sostituzioni, come egli potrebbe ora.
5910 per abitudini ereditate. Ma non ne segue che la nostra posteritﬁ
risolverd molti dei problemi che noi non possiameo sciogliere, od in-
_ Venterd un algoritmo piu potente del calcolo. ’
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Sulla parte VI del Formulario.

1
1. La parte VI del Formulario ¢ dedicata alla feoria degli
aggregati (Mananichfaltigheitslelre, théorie des ensembles). Di questa
teoria, nata da poco pilt di un ventennio, io ho esposto succintamente
i principi in un lavoro intitolato: Notice historique sur la théorie des
ensembles (Bibl. math., T. 6, 1892, p. 8-25), al quale potrd ricorrere
chi voglia farsi un’idea sommaria dell’argomento.

Delle molte denominazioni nuove che compaiono nella teoria degli
aggregati, parecchie furono definite nella raccolta di formole, mentre
furono omesse quelle la cui introduzione non avrebbe portato alcun van-
taggio nella rappresentazione coi segni della logica. Tali sono:

Condensato in tutto un campo. — Un insieme « di punti posti in
uno spazio ad n dimensioni dicesi condensato {itberalldicht, condensé)
in tutto un campo A, quando in qualunque intorno di ogni punto
di questo campo esistono punti di ; allora Du comprende l'intero

campo A.
w ¢ condensato in un campo A.=.AoDu.
Cliuso. — Un insieme dicesi chiuso (abgeschlossen, fermé) se com-
prende il suo derivato.
- wechiuso.=.Duodowu.
Condensato in sé. — Un insieme dicesi condensato in sé (insichdicht,
condensé en soi) se & contenuto nel suo derivato.

u ¢ condensato in s&¢.=.u 0 Du.
Perfetto. — Un insieme dicesi perfetto (perfect, parfait) se & iden-
tico al suo derivato. :
w e perfetto. = . Du =1u. ) .
Isolato. — Un insieme dicesi isolato (isolirt, isolé) se non ha ele-
menti comuni col suo derivato.
weisolato. =.u~Du=A.
Separato. — Un insieme dicesl separato (separirt, séparé) se non -
contiene alcun insieme parziale condensato in se.
weseparato . =:v0u.v0Dv.=pA.
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2. Senza parlare di quelle parti della teoria che sono piu cono-
sciute, dird qualche cosa intorno alle classi ordinate ed ai numeri
trasfiniti (4). .

Una classe » di enti qualsiasi dicesi ordinata (u:c Kord) quando,
dati due elementi diversi o, y di u», & stabilito quale di essi precede
Valtro. L’espressione precede (0 & sequito da) pud rappresentarsi col
simbolo 8; e Ja frase: « @ precede y» siscrive allora 2 Sy. A questo
concetto di precedenza o d’ordine non occorre attribuire un significato
speciale (*); basta che esso soddisfaccia certe relazioni, e ciod:

a) Di due elementi diversi di una classe ordinata, uno ed uno
solo precede ’altro:

zSy.ySw.=~. (@)
b) Se x precede y ed y precede z, = precede z:
zSy.ySz.0.x8z2. 15

Pertanto & impossibile dare del simbolo S una vera definizione lo-
gica sotto la forma: :

eSy.=...

dove il secondo membro non dovrebbe contenere S; ed & legittimo in-
trodurlo senz’altro nelle formole, purche sieno espresse la prima volta,
e sottintese ogni altra, le relazioni (@) e (£). Ogniqualvolta perd si
specializzi il significato di S, si dovrad darne una definizione precisa;
cosi p. es. se, essendo data una classe di grandezze reali, la intende-

(*) Su questo argomento il prof. BURALI-FORTI ha pubblicato ultimamente
un lavoro (Sulle classi ordinate e ¢ numert transfiniti, Rend. del Circ.
Mat. di Palermo, T. VIII, 1891, p. 169-179), dove si é proposto in par-
ticolare di tradurre nei simboli della logica il concetto di classe ordinata.

Egli definisce una classe ordinata come una coppia (u, #) o uy, costituita

da una classe u e da un criterio ordinatore a, in virtd del quale a ciascun
elemento 2 di v sono assegnati come seguenti gli elementi a2 o della classe
- stessa. Il modo di vedere adottato dal signor BuraLI-ForTI & forse prefe-
. ribile a quello seguito in questo articolo perchs, almeno nella forma, pid

" . generale e pil filosofico, figurando in esso scissi i due elementi che concorrono

" a costitnire una classe ordinata; perd non ne differisce essenzialmente, ed
inoltre esige I’introduzione d’un maggior numero di nuovi concetti e simboli.
-" Anche la Pidea d’ordine (sotto I’aspetto di criterio ordinatore) entra nella
_~trattazione senza essere previamente analizzata, e cidé conferma indirettu-
‘mente quanto si dird pil’ innanzi intorno alla drréiducibilita di tale idea
- rispetto ai mezzi di cui dispone la logica matematica. R
o -(®) Si confrontino i principi della teoria delle grandezze.

e e
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‘rémo ordinata per modo che le grandezze minori precedano le mag-
giori, 1a S sard definita da:

xSy.=.z<y. . )

Corrispondenza ordinata (ford) & una corrispondenza biunivoca fra
9 classi ordinate, tale che gli elementi d’una classe si trovino mello
stesso ordine di precedenza dei loro corrispondenti dell’altra.

3. Un caso speciale delle classi ordinate sono le classé ben ordi-
nate (Kbord), le quali possiedono le proprietd seguenti: di avere un
primo elemento, e che per ogni elemento ne esiste uno immediatamente
successivo ; ciog:

Te(reuiysu.ySw.=ya).—=A .
wewu.0c. . yeu. xSy .ze(zeu.282.28y) =A==y A.

Se fra gli elementi di due classi ben ordinate pud stabilirsi una
corrispondenza ordinata, si dice che esse hanno lo stesso numero trasfi-
nito (Ntrasf). Se due classi ben ordinate w, v non hanno lo stesso
numero trasfinito, pud sempre determinarsi una classe ben ordinata w
contenata in una di esse, p. es. v, e avente lo stesso numero trasfinito
dell’altra u. Si dice allora che il numero trasfinito di v & maggiore di
quello di %, o che questo & minore di quello. T numeri trasfiniti for-
mano quindi una classe di grandezze ad una dimensione.

Si puo convenire di denotare con m (essendo m un numero naturale)
il numero trasfinito della classe ben ordinata 0, 1, 2, .., m —1; al-
lora la classe dei numeri trasfiniti comprende tutti i numeri naturali.
-Ogni classe formata d’un numero finito m di elementi, in qualunque
modo si ponga sotto forma di una classe ordinata, costituisce una classe
ben ordinata, il cui numero trasfinito & m . Segue da cio che i numeri
trasfiniti delle classi ben ordinate contenenti infiniti elementi sono di-

- versi da 1, 2, ...; ed & facile anche stabilire che sono maggiori di
-questi. La classe dei numeri trasfiniti pud porsi sotto forma di una ‘

- classe ordinata, colla condizione (y); come questa sia una classe ben

.ordinata, si vedra pit innanzi.

4. Prima della definizione formale testd esposta dei numeri trasfi-
-niti, il Cantor ne aveva data un’altra reale, 0 meglio genetica.
Sia » un aggregato di punti posti in unmo spazio ad un numero

- .qualunque di dimensioni; & noto che dei vari derivati Du , D*u, D*u,...

-ciascuno contiene tutti i seguenti.
Se v'ha un insieme di punti contenuto in tutti questi derivati, esso
potra denotarsi con D®%, e i suoi derivati con Doty Dwtiy ., ., -

<
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Parimenti i i : i
: De;? se tutti q}mstx hanno una parte comune, essa potra denotarsi
onb u, ecc. Per tal modo vienc costituita una scrie indefinita di
simboli: ‘

0,1,2)0y 0y 041y 042,000,002, @ 241,000y 0%, WiA-Lyer, 0.y ()

lsit quale & evidentemente una classe ben ordinata. I simboli di cui essa
si compone si ottengono in due modi: o si aggiunge un’unitd ad un
simbolo gia noto (p. es. w—+1, w—+2, w?+1, ecc.), oppure si crea
un nuovo simbolo che deve succedere a tutti i simboli gia definiti
(p.' es. v, w.2, 0, w¥, ecc.). Questi due modi costituiscono i due
priucipi dié formazione (Erzeugungsprincipe) dei numeri trasfiniti.
Convenendo di chiamare un numero trasfinito maggiore o minore di
un al.trf) secondoche esso lo segue o lo precede nella serie (3), i due
principi possono rappresentarsi cosi:
1. oeNtrasf.o.a—+1¢ Ntrasf.

2. ueKNtrasf.maxuzA.o.Z—s(weu.ﬁx.a>m::ﬁal\'trasf.
ﬁ<a:xeu.ox.ﬁ>x.'.=5A)eNtrasf.

L’a_ggregato di tutti i numeri trasfiniti formati mediante » ed i
numeri nat}lrali ha la prima potenza; per ottenerc aggregati aventi po-
tenza maggiore, occorre introdurre altri nuovi simboli. 11 primo di questi
dc_)po w, & Q, il quale si definisce come il pitt piccolo numero trasﬁ:
nito _m'aggiore di tutti quelli costruiti mediante w ed i numeri naturali.
Se si indica in generale con Y, la classe ben ordinata costituita da

tl}tti i numeri trasfiniti non maggiori di « disposti in ordine crescente-
di grandezza, V'aggregato Y, (dove pel momento si astrae dal fatto che

esso sia una classe ben ordinata) ha la potenza 2, mentre 1’aggregato
Y,, dove « & un numero trasfinito qualunque minore di Q , ha la po-

tenza 1. In generale introduzione d’un simbolo del tutto nuovo (ciot non
CSII}I"OSW mediante quelli gia definiti) deve farsi sempre e soltanto quando
Vinsieme di tutti i numeri trasfiniti gia definiti ha raggiunto una po--
tenza-mfxggiore di quella dell’insieme di tutti i numeri trasfiniti non
maggiori di uno qualunque dei numeri gia definiti; cioz un simbolo
del tutto nuovo A deve soddisfare alla seguente condizione :

aeNtrasf.oz<l.oa.Nc‘ Y; > Net 7.

. In cid consiste il principio d’arresto o di limitazione (Hemmungs-
oder Beschrinkungsprincip).
Se X, 1 sono due simboli del tutto nuovi, di eui il 2° & maggiore

‘ﬂ_ del .1°, ‘e se fra A e . non ve ne sono altri della stessa natura, I'insieme-

dei numerj trasfiniti > A e << si dice costituire una classe di numeri.

- . '
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trasfiniti. La classe I contiene i numeri naturali; la classe II i numeri
formati mediante w ed i numeri naturali; ete. Una classe di numeri
trasfiniti & caratterizzata da cid che, qualunque sia il suo elemento o,
Yinsicme dei numeri trasfiniti non maggiori di « ha una stessa po-

tenza. Cioe:

u e una classe diNtl‘asf.=.'.oc,,@au.oa’[3. Y, cn Y@:msu.ﬁs

(Ntrasf=u) .04 g - Yy=o2 Yg.

11 numero trasfinito della classe ben ordinata Y, —a & a.

Se si ha una classe ben ordinata %, il suo numero trasfinito & quel
numero « tale che tra w ed Y, —a si possa stabilire una corrispondenza

ordinata.

5. Se tra gli elementi di due classi ordinate pud stabilirsi una
corrispondenza ordinata, si dice che esse appartengono ad uno stesso
tipo (Ordnungstypus) ad una dimensione.

Abbiasi una classe, i cui elementi possano venire ordinati secondo
n punti di vista differenti, o, come pud dirsi, secondo 7 dimensiont (*).
Una classe di tale natura (classe ordinata secondo n dimensiont, n- fach
geordnete Menge) pud rappresentarsi mediante un insieme di numeri
complessi d’ordine » (*), le cui coordinate possono ritenersi ordinate-
secondo la loro grandezza crescente o secondo qualunque altro criterio.
Se due classi ordinate secondo = dimensioni sono tali che la classe or-
dinata costituita dalle coordinate ¢-esime degli elementi della prima &
dello stesso tipo della classe corrispondente della seconda, e cid per-
qualunque valore di ¢ da 1 ad =, si dice che le due classi apparten-
gono ad uno stesso ¢po ad n dimensiondt.

I tipi ad n dimensioni sono grandezze, per le quali possono definirsi
le operazioni di addizione e moltiplicazione. La loro teoria non & stata
ancora studiata- se non limitatamente ai tipi finiti, a cui si riferiscono
i nn. XLIX, LI e LV della Lista bibliografica.

I numeri trasfiniti rientrano come caso particolare nella classe dei.
tipi; essi sono % tipi ad una dimensione delle classi ben ordinate.

G. VIVAXNTI.

(1) Cosi p. es. un pezzo di musica é un insieme "di note, le quali si pos-
sono classificare, ossia ordinare, secondo 4 direzioni, cioé secondo il tempo,
il valore, P’intensita e altezza.

(3 Su questi numeri vedi PEano, Lezioni di analisi infinitesimale,
- Torino 1893, Vol. 1I, pag. 1 e segg. :




LiSTA DELLE ABBREVIAZIONI.

" Comnex  Connesso (§ 1, 22).
Contin Continuo (§ 1, 24). .

ford Corrispondenza ordinata (§ 2, 8).
{vfu)simeont Corrispondenza biunivoca continua tra le classi continue
: uw e v (¥

.. Kbord Classe ben ordinata 82 9.
. Kord Classe ordinata (§ 2, 7).

Kord, Classe ordinata secondo n dimensioni (§ 2, 38).

Nalg Numero algebrico (§ 1, 8). ’

Ne Numero cardinale (§ 2, 1 e 2).

Ntrasf . Numero trasfinito (§ 2, 10 e 11).

;S ‘ Seguito da .. (§ 2, 7) (**).

Ty, - Tipo ordinato ad una dimensione (§ 2, 39).

Ty, » ad n dimensioni (§ 2, 40 e 41).

Y, Classe ben ordinata formata dai numeri naturali non nega-

tivi e non maggiori di m, disposti in ordine crescente
di grandezza (§ 2, 16). :
Yy Classe ben ordinata formata dai numeri trasfiniti (incluso
?o zero) non maggiori del numero trasfinito «, disposti
in ordine crescente di grandezza (§ 2, 21).
- ®(m,n) Numero dei tipi ordinati ad n dimepsioni di m elementi

(§ 2, 47).

[ ~ 11 pit piccolo Ntrasf maggiore di tutti i numeri 1, 2, 3
- sy 2, (§ 2, 20). . ST
QA Il pit piccolo Ntrasf maggiore di tutti i numeri della classe ‘
o - II(§ 2, 37).

S I Classe II di Ntrasf (§ 2, 27).
ren ~ Equivalente, avente la stessa potenza (§ 2, 1).

~ (" 1l concetto di corrispondenza o funzione. conti ; i
o ' i ontinua verra deflnito in
- simboli a proposito della teoria delle funzioni.

ok’ s K - ; :
(**) Quando in una medesima formola compaiono piu classi ordinate, oc-

L 'cor.re_indica_re a quale di esse si considerino come appartenenti i due sim-
. ‘:)0(111 se}iax'-atll) 4lial_ 8egno §; ¢id si denota apponendo a questo segno come
indice il simbolo rappresentante quella classe. Cosi & Suy significa:

*y nella classe ordinata u. vy signifea: mpreced
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Prof. A. STERZA. — Aritmetica razionale per il ginnasio superiore. —
Mantova, Mondovi 1893, 173 pagine in-8°. '

Sebbene questa operetta si proponga come seopo principale lo svol-
gimento del programma governativo di aritmetica pel ginnasio superiore,
Tautore di essa ha tuttavia creduto opportuno di toccare alcune nozioni
pitt elevate, ritenendo — € a nostro avviso giustamente — che cid
valga a rendere nei discenti pilt profonda e completa Ja conoscenza
delle parti elementari, e piu facile il successivo apprendimento delle
teoric superiori. Cosi speciali capitoli sono dedicati ai sistemi di nume-
razione considerati in generale (p. 10 e segg.), alla teoria dei numeri
perfetti ¢ dei numeri amieabili (p. 87 e segg.), alle congruenze (p. 95
e segg.), alle frazioni continue (p. 138 e segg.). Allo stesso concetto
sono dovute le considerazioni introduttorie sulle idee di qualitd e di
quantita, da cui si deducono rispettivamente quelle di omogeneitd e di
grandezza (p. b e segg.), 1e osservazioni sulla relativita delle grandezze
matematiche (p. 7 e segg.), le riflessioni sulle operazioni (p. 57-58),
infine le numerose note storico-biografiche (pp- 5, 6, 8, 11, 17, 18, 21,
23, 24, 47, 79, 87, 96, 148) che danito brevi ma esatte notizie sugli
scjenziati antichi e moderni menzionati nel testo. Tutto cid da al libro
un carattere assai piu scientifico e meno scolastico di quello della maggior
parte delle opere congeneri, e fa di esso, pili che un semplice libro di
testo, una vera introduzione a studi pit elevati. Di questo va data lode
sincera all’autore, il quale ha cosi mostrato col fatto come non sia punto
impossibile fare intravvedere ai giovanetti orizzonti pilt vasti di quelli
che delimitano i programmi governativi, senza abbandonare per questo
la maggiore semplicits ed clementarity di forma. Ed & veramente da
‘augurarsi che l'indirizzo seguito dal prof. Sterza venga generalmente
adottato nclle scuole secondarie, e massime nelle scuole classiche, dove
Yistruzione, insieme allo scopo di fornire ai giovanetti un certo complesso

di nozioni positive, ha quello di dar loro una buona coltura generale
e di predisporne la mente a piu alti studi letterari e scientificl.

Nel riconoscere come l'ordine, la chiarezza ed il rigore sieno in -
generale mantenuti in tutto il corso del libro, non possiamo perd tacere.
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-alcune osservazioni di dettaglio. — A p. 10 Pautore definisce I’egua-
g}ianza come-~ « l’espressione indicata di due quantith mguali »; senza
-dire che cosa s’intenda per quantitd uguali. Nel definire la sott;'azione
.-(p.' 27) non viene osservato che tale operazione & possibile (nel campo
. de_l numeri naturali) solo quando il diminutore & pit piccolo del di-
m%nuendq; e tale omissione conduce appunto 1’Autore a scrivere egua-
glianze come questa: 8 —9 =8 —(8+1)—=8 —8—1—-—1 , le quali
non hanno significato se non dopoche si siano estese, per convenzione
!e leggi fgrmali delle operazioni ai numeri negativi. A p. 83 viené
Invocato un teorema (se a divide be ed & primo con &, esso divide c)
d} cui si cercherebbe inutilmente mnelle pagine precedenti, nonche la
dlm.os‘trazione, anche l’enunciato. A p. 130 manca una dimostrazione
es'phcxta_delyteorema, fondamentale della teoria delle frazioni periodiche.
.Finalmente i numerosi esercizi (pitt di 200) che chiudono il volume
s:ambrano messi insieme con una certa fretta, giacche, oltre a parecchie
ripetizioni (efr. i NN. 51 e 55, 101 e 112, 106 ¢ 111, N. 89 e p. 73
1. 6, N. 81 e p. 76 1. 18), vi si riscontra una grande ineguaglianza
ne.l grado di difficoltd, di guisa che accanto a problemi di una sem-
plicitd estrema se ne trovano altri che riteniamo affatto inaccessibili ad
-allievi del ginnasio.
] Ql}este poche mende non sono perd tali da intaccare il pregio in-
trinseco del libro, e se vi abbiameo insistito & soltanto pel desiderio che

, - s
V'Autore voglia farle sparire in una nuova edizione i '

‘ , che ¢i auguriamo
prossima.

Mantova, 3 giugno 1894,
: G. VivanTL
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C. Burari-ForT. — Logica matematica, 1894 (Hoepli, Milano). (¥)

La pubblicazione di questo Manuale viene a proposito per offrire
.ai non pochi che ora s’interessano ai progressi della Logica matematica
il mezzo di farsi facilmente un concetto dello stato attuale di questa
disciplina che va sempre pilt acquistando diritto di cittadinanza fra le
scienze matematiche. Anche chi si trovasse affatto digiuno della ma-
teria pud trovare nei primi capitoli del libro del Burali tutto ¢id che
gli abbisogna per porsi in grado di passare con lui in rassegna i prin-
cipali metodi e alcune tra le piti interessanti applicazioni del Calcolo
logico. '

L’A. comincia coll’esporre ordinatamente deducendole da undici
ammissioni fondamentali le proprietd del segno di dednzione (0}, quelle
dellg somma e del prodotto logico di proposizioni, quelle della nega-
zione, tutte le regole infine di qualche importanza che si riferiscono
alle operazioni sulle proposizioni.

‘L’utilita del ealcolo simbolico per la deduzione e trasformazione
delle proposizioni viene messo in luce da un’opportuna scelta di esempi
e applicazioni tratte in massima parte dall’aritmetica e dalla teoria dei
numeri, .

Procedendo innanzi 'A. prende ad esporre la teoria delle proposi-
zioni condizionali e delle classi che esse determinano. Tale teoria viene
assoggettata ad una trattazione accurata e dettagliata come richiede
Pimportanza dell’argomento troppo trascurato negli ordinari trattati
-di logica matematica. Il sistema di notazione e il procedimento sono
quelli seguiti dal prof. Peano nelle sue varie pubblicazioni su questo
soggetto.

L’A. chiarisce anzitutto il concetto di proposizione condizionale che
egli definisce come una proposizione contenente una o pit lettere in-
determinate, intendendo per lettera indeterminata una lettera (o altro
segno qualunque) che sta per rappresentare non un determinato in-
dividuo od oggetto, ma bensi un individuo od oggetto da scegliere
ad arbitrio tra quelli per cui la proposizione ha un significato. Tha

™ Vedasi El Progreso Matemdtico, 1894, pag. 223.
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proposizione eondizionale, contenente per es. la lettera indeterminata
a, non & per s¢ né vera nd falsa; essa serve a definire o delimitare-
una classe, lJa classe ciod formata dagli oggetti o individui tali che,
ponendo al posto di « un segno che li rappresenti, danno luogo a una
proposizione vera, allo stesso modo come una equazione (che & appunio
una proposizione condizionale di forma speciale) pud servire a deter-
minare i valori dell’incognita pei quali essa & soddisfatta.

Per indicare le relazioni tra classi definite per mezzo di proposizioni
condizionali, in cui entri per esempio la lettera indeterminata x, I'A.
introduce il segno 0, (e il corrispondente ==,) che posto tra due tali

- proposizioni serve ad indicare l'inclusione della classe definita dalla
prima proposizione in quella definita dalla seconda.

Passa quindi a studiare il tipo pit semplice di proposizioni condi-
zionali, quelle della forma @ ¢ a, ove'a rappresenta una classe comunque
definita e il segno ¢ sta per indicare che Vindividuo che si intende
designato dal segno «, appartiene alla classe a. Invece di scrivere:
xea.0c.xeb (ove a e b sono due classi) 1’A. conviene di -scrivere
Vo aob, osservando che con cid non si da luogo ad ambiguitd non

; " essendosi ancora attribuito alcun significate al segno o allorquando
compaia tra due segni rappresentanti delle classi. Giustifica tale nuova
convenzione dimostrando che il segno o tra due classi si trova soggetto
alle stesse regole di calcolo del seguo O tra proposizioni.

Introduce quindi il segno x¢ che messo davanti a proposizioni con-
tenenti una lettera indeterminata a serve a designare le classi che esse
rispettivamente definiscono. Per denotare le classi ze(xea,zcbd),
xe(xe avzxeb), x'¢ (x —e a) mostra I’A. come sia opportuno scrivere-

. pit semplicemente ab, avb, —a e cid per le stesse ragioni accen-
-+ " nate pel caso del segno 0. .
) L’A. passa poi ad estendere le nozioni e convenzioni introdotte al
_caso di proposizioni contenenti pid lettere indeterminate; riassume Ja

all’assurdo indicando le precauzioni di cui si deve far uso nell’ado-
perarlo.

Ségue un’appendice destinata a discutere aleune questioni la ‘cui
“trattazione non avrebbe potuto trovar posto conveniente nella parte
destinata all’esposizione sistematica della teoria. Vi si tratta anzitutto
del principio d’induzione completa di cui si fa tanto uso in tutti i
rami della matematica, Vengono poi esposte e chiarite con esempi le-

o di corrispondenze, all'inversione delle funzioni, ecc.
. *.: LA, passa poi a parlare delle definizioni di cui distingue quattro-

teoria del Sillogismo e analizza il metodo di dimostrazione per riduzione .

- motazioni ‘che si riferiscono al concetto di funzione, alle varie specie
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specie. Con quelle di prima specie si conviene di attribuire a un nuovo.
segno o aggregato di segni di cui si vuol far uso, lo stesso significato
che abbiamo attribuito a un altro segno o aggregato di segni non con-
tenente lettere indeterminate. Quando i due aggregati di segni con-
tengono una (o piu) lettere indeterminate, delle lettere, ciog, che stiano
per rappresentare uno qualunque tra gli individui d’una data classe,
si ha la definizione di seconda specie. Tra queste sono a notare le de-
finizioni induttive, specialmente importanti in matematica. .

E infine suscettibili esclusivamente di applicazioni matematiche
sono le due ultime specie di definizione, a cui I’Autore da rispettiva-
mente il nome di «definizioni di un ente in s¢ stesso» e « definiziont
per astrazione ». Malgrado il frequente uso dei procedimenti che le
costituiscono, questi non furono mai, per quanto & a mia cognizione,
distinti e formulati in termini generali in nessun trattato di logica
matematica. ‘

Le « definizioni di un ente én s¢ stesso » si hanno allorquando una
classe viene ad essere caratterizzata semplicémente coll’zttribuire agli
individui che la compongono delle proprietd tali che, in conseguenza
di esse, si possano stabilire tra gli enti stessi delle relazioni e delle
operazioni per le quali sussistano delle determinate regole di calcolo.
Del modo con cui queste regole di caleolo possono venir dedotte dalle
proprietd primitive attribuite per definizione agli enti in questione 1’A.
da un esempio analizzando i prineipi dell’ari‘tmetica col metodo seguito
dal prof. Peano (Arithmetices principia). E pure con definizioni di
questa specie che vien caratterizzato il concetto di grandezza e ven?
gono distinte le varie specie di grandezze nell’opera del prof. R. Bettazzi
sulla Teoria delle grandezze. Queste definizioni si presentano- spesso
sotto la forma di postulati, coi quali veniamo a introdurre o foggiare
(erschaffen) nuovi enti di cui puo esserci utile indagare le proprietd.

Tinalmente le definizioni di quarta specie si hanno quando, data
una proposizione condizionale p., y contenente due lettere indeterminsjtte
a,.y (o due gruppi di lettere indeterminate) si ritiene opportuno in-
trodurre un nuovo segno di funzione, per es. ¢, € Un NUOVO segno-di

_ relazione, per es. @, convenendo che la serittura (¢ &) a (¢ y) abbia lo

‘stesso significato della proposizione pry . Con questa convenzione, che

in sostanza equivale a una definizione di seconda specie, vengono a -

esser definite una funzione e una relazione delle quali, in conseguenza
appunto ‘della loro definizione, si possono dimostrare cer’fe‘ proprietd
fondamentali, corrispondenti alle proprietd della proposizione px, .
Quindi precisamente come nel caso delle definizioni di terza specie, si
rende possibile la deduzione d’un sistema di regole di calcolo che per-
mette di ginngere poi con maggior semplicita e con un procedimento

Riz;a‘sta di Maiwmatica (ottchre 1894). . 10

-
-
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quasi meccanico, a dei risultati a cui solo con difficoltd e per mezzo
di ragionamenti complicati si sarebbe arrivati, senza il potente sussidio
del lingnaggio simbolico.
" Giova notare che questo modo di procedere & tanto piit conveniente,
- quanto meno le proprietd delle operazioni e relazioni che con ‘esso si
vengono a definire si scostano dalle proprietd di altre operazioni e re-
lazioni gid note, e sulle quali esiste gia un Algebra che ci & famigliare.
¥ da ‘questa avvertenza che ripete la sua importanza la regola a cui
accenna A, sotto il nome di legge formale o principio della conser-
vazione delle proprietd dei segni (Permanenz Princip dell’Hankel) (¥).
" L’A. considera in modo speciale il caso particolare delle definizioni
- . cosidette per astrazione, le quali sono possibili quando la proposizione
Pxy & tale che la corrispondente relazione a viene a godere delle note
proprietd caratteristiche dell’'uguaglianza. I'A, esempliﬁcaf una tale
estensione del significato del segno == analizzando prima il concetto
"di eguaglianza tra numeri razionali, poi tra numeri reali, e mostra
come partendo dalla nozione elementare di numero intero, si giunga,
seguendo sempre sostanzialmente lo stesso processo di generalizzazione,
al ‘concetto pitt generale di quantita.
Nell’ultimo eapitolo 1’A. prende in considerazione le difficolts che
si presentano nelle questioni del seguente tipo: Data una classe di enti
-che goda di determinate proprieta (o supposte o sperimentalmente ve-
rificabili) scegliere fra tali proprieta quelle che possono servire per
_ dare di questa classe una definizione di terza specie, dalla quale si
possano poi dedurre per mezzo di dimostrazioni tutte le proprieta degli
enti stessi. Perche tale definizione sia la pitt semplice possibile, ¢ ne-
cessario che le proprietd che con esse si attribuiscono agli enti studiati
siano indipendenti tra loro, non ve ne sia, ciog, tra esse aleuna che
. sl possa dedurre dalle altre. I metodi’da seguire per accertarsi di cid
" danno luogo ad alcune delle pilt interessanti applicazioni della Logica
matematica e I’A. ne presenta qualche saggio.
1l nome dell’Editore mi dispensa dall’occuparmi di ¢id che riguarda
-la parte tipografica.

++  Crema, 20 agosto 1894,

G. VAILATL

.

(*) A questa denommazxone lo- ScHUBERTH, in un suo recente articolo sul
glornale americano The Monist (Chicago, July, 1894), propone si sostituisca
~ Paltra pit significante di principio dell’escluswne delle ecceziont (pr mczple
of no excepnon/. ’ .

.
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Sulla definizione d’equivalenza in Geometria

di S. SBRANA a Pistoia.

Nei trattati moderni di Geometria elementare, si suole svolgere la
teoria dell’equivalenza dei poligoni, e quella dei prismi, partendo dalla
definizione: due poligoni, o due prismi, sono equivalenti se possono
decomporsi in egual numero di parti rispettivamente eguali; mentre
Yequivalenza fra la superficie d’un cerchio e quella d’un triangolo, fra

due piramidi e in generale fra due solidi, si dice che ha luogo quando

essi sieno limiti di due grandezze.variabili, che, nei loro stati corri-

spondenti, sono compostc d’egual numero di parti rispettivamente

eguali (¥).
Ora, scbbene non si lasci di far notarc, quando si stabilisce questa

seconda definizione, che 1a medesima non contraddice alla prima e che

anzi ne & un’estensione, sta il fatto che le due definizioni son ben dif-
ferenti, geometricamente, I'una dall’altra, mentre il concetto fondamen-
tale, intuitivo, che si vuole con le medesime esprimere € uno solo,
quello dell’egnaglianza d’estensione, lo stesso per tutte le superfieie e
per, tutti i solidi,

Per questa ragione, che riguarda l’uniformitd del metodo, e per
un’altra che dird in seguito, sarci per proporre di ridurre le due de-
finizioni a una sola e precisamente alla seguente:

« Due superficie piane, o due solidi, si diranno equivalenti quando
« possano decomporsi in modo che ad ogni parte dell'una corrisponda
« una parte eguale, ed una sola, nell’ altra, e ad ogni parte di questa,
<« una, ed una sola, eguale nella prima. »

(*) Queste due definizioni comparvero la prima volta nel Calcolo Infi-
nitesimale del DuHAMEL. Gli enunciati diversi dati alla seconda dal DE-PaoLis
e dal Farrorer non ne hanno mutato il significato.

L’equivalenza fra una superficie curva (cilindrica, oonica, sfemca) e un

poligono, & stabilita mediante definizioni specialé che non hanno nulla che .

fare con quelle generali sovracitate.
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: Per rendere perd accettabile la mia’ proposta, dovrd dimostrare che:
-+ 1a nuova definizione coincide colla prima delle due citate, quando la

. - si applica ai poligoni o ai prismi, e coincide colla seconda quando la
si applica alle altre superficie piane e agli altri solidi.

" Intanto premettiamo che siccome essa differisce da quella comune-
mente usata per i poligoni e per i prismi, soltanto percheé non esclude
il caso che il numero delle parti uguali possa essere anche infinito, &
. evidente che tutte le proposizioni stabilite sull’equivalenza e sulla non-
equivalenza di queste medesime grandezze continueranno a sussistere
anche rispetto alla nuova definizione. :

Fra queste-proposizioni giova rammentare le due fondamentali:
Una parte di grandezza non pud essere equivalente all’intera;
-Se due grandezze A e B sono equivalenti a una stessa C sono
equivalenti fra loro;
" e far rilevare, che la prima di esse, se si vuole assumerc come postu-
- lato, non perde nulla della sua evidenza (¥), e che l’altra, collo stesso
" ragionamento che suol farsi nell’ipotesi di un numero finito di parti,

rimane dimostrata anche nell’ipotesi che il numero delle parti di A e
C sia finito e quello di B e C sia infinito, come anche nell’ipotesi (per
il nostro secopo inutile) che sia infinito 1’uno e V’altro di questi due
numeri.

Cid premesso, sieno A e B due poligoni decomponibili in parti eguali
in numero infinito; dico che essi si potranno decomporre in parti uguali
. anche in numero finito. Infatti, se s’immagina di trasformarli in due

(*) Pei poligoni questa proposizione, com’é noto ai lettori della Rivista,
& stata dimostrata dal GREMIGNI nella nuova edizione (1893) dell’Euclide,
"1.'1, deducendola dall’altra: (prop. E) « Se due poligoni sono eguali ed
* . .. hapno una parte comune, la rimanente parte dell’uno & equivalente alla
‘- .. rimanente parte dell’altro ».
: Ma disgraziatamente, la dimostrazione rigorosa e generale di quest’ul-
 timo teorema & tutt’altro che semplice e facile a essere chiaramente intesa
" {v. P’articolo dello.stesso GrEMIGNI contenuto nel fascicolo maggio-giugno
1894 del Periodico di Matematica di Roma). E siccome la difficolta sta prin-
. cipalmente nel dimostrare che il numero delle parti eguali, in cui si possono
scomporrs le parti non comuni dei due poligoni eguali, & sempre finito,
qualeuno potrebbe credere che una volta tolta dalla definizione d’equivalenza

nesse di molto semplificata. Ma & chiaro che chi la pensasse cosi si aggi~

Terebbe in un circolo vizioso, inquantoché la nuova definizione non puo-
. - essere accettata se prima non si dimostra, com’io ho fatto, che rispetto
i “ai poligoni e ai prismi essa ha la stessa portata dell’ordinaria, la qual cosa
o "si fa’ fondandosi appunto sul postulato dell’equivalenza..

1a_restrizione sul numero delle parti (finito), la dimostrazione stessa rima-
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triangoli d’eguale altezza, A’ e B, questi dovranno avere base eguale,
perche altrimenti essi e percid anche i due poligoni dati non sarebbero
-equivalenti; ma se A" ¢ B’ hanno egual base e eguale altezza sono com-
‘posti di parti rispettivamente eguali in numero finito, e poiche tali sono
pure AeA,e, Be B, sene deduce che gli stessi poligoni dati A eB
devono potersi decomporre in parti eguali anche in numero finito.
* Per due prismi il teorema si dimostra allo stesso modo, trasforman-

doli in due parallelepipedi d’egual basc. :

Passiamo ora a considerare due grandezze A e B (due superficie
finite 0 due solidi finiti) limiti rispettivi di due variabili crescenti
P, e Q, composte di parti eguali.

Essendo

- n
P+ 3 Brp1—P)=Pn,  QU+3(Qrr1—Q)=
1

gara,
n
lim P+ ¥(Pr 41 —P)—=A,  1im Q+3(Qr+1—Q)=B,
- A

.e poichg le differenze Pri1—Pr, Qr+1—Qr, 010 composte‘ di parti
eguali, qualunque sia lindice 7, possiamo concludere chej esistono Per
le grandezze date A e B divisioni tali per le quali ogni parte‘(h A
ha la sua corrispondente in B, e ogni parte di B ha la sua corrispon-
.dente in A. u
Reciprocamente, se A e B soddisfano a questa condizione esse sono
limiti di due variabili composte di parti eguali. Infatti, supposto che
il numero delle parti in cui debbonsi dividere A e B sia infinito, che
& il solo caso degno di nota, queste parti, per il postulato ’Archimede,
dovranno decrescere indefinitamente. Indichiamole eonp, , Pz ; Pay «»

nyg 7 n

2 3
3 s - ¥ <
disposte in ordine decrescente € formiamo le somme § Pr = Pry H Progeer

Le differepze

"

A—Zp,r B—ZIp:-
1 Co4T

al crescere indefinito di » mon possono mantenersi ambedue finite,
perche allora A e B conterrebbero altre parti eguali oltrfa le Pr , Don
possono essere una finita e upa infinitesima perche altmment{ Yl sa-
rebbero in A delle parti che non hanno le joro corrispondenti in Bj

percid & forza concludere che queste due differenze sono ambedue in-
"

. n
finitesime, ovvero che A'e B sono limiti delle variabili 2‘.1 Pry ? pr

«composte di parti rispettivamente eguali.
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L’altra ragione cui alludevo in principio, per la quale crederei con-
veniente modificare 1’ enunciato della definizione del Duhamel, nel modo-
indicato, & questa; che il teorema fondamentale sulle pnarmch cquiva-
lenti puo allora dimostrarsi direttamente, senza aver bisogno della teoria
‘delle grandezze limiti, la qual cosa in una razionale fusione della
.geometria piana .colla solida sarebbe evidentemenje di non lieve van--
taggio. La dimostrazione di questo teorema potrebbe farsi cosi:

eguale altezza VH.

Si dividano gli spigoli per metd e sieno M, N, P, Q, R, S i
punti di mezzo rispettivi di VA, VB, VC,-AB, AC, BC. Le tre coppie
di piani MNP, NPQR, NQS dividono ognuna delle due piramidi in
quattro parti, due prismi e due tetraedri.

I due prismi contenuti nell’una sono equivalenti fra loro (perchs
metd di parallelepipedi di base equivalente e d’eguale altezza) ed equi-
valenti a quei due contenuti nell’ altra; e i due tetraedri dell’una sono
eguali fra loro ed hanno rispetto a quelh dell’altra eguale base ed
eguale altezza (metd di VH). Questi tetraedri danno luogo, colla stessa
"decomposizione, ad altri prismi equivalenti ed altri tetraedri simili ad
essi e cosi via; per cui & chiaro che per le due piramidi date esistono
divisioni tali per le quali ogni parte dell’una ha la sua corrispondente
nell’altra e reciprocamente.

Pistoia, aprile 1894.
K : S. SBRANA.

Nuove pubblicazioni.

HmeA\'\* GRASSMANNS. — Gesammelte mathematische und physikalische
“Werke, herausgegeben von FriepErIcH Ex6EL. Ersten Bondes erster-
Theil. Leipzig, Teubner 1894, pag. 12--435. Prezzo Marchi 12.

" marias, — Bilbao, 1894, pag. VIII+149. Precio 6 pesetas.

- Dott. 8, ORTU CARBONI — Geometria descrittiva ed elementare ed al-
. cune sue applicazioni. Vol. I, 1894. Ditta Paravia e Comp ., Pag.
XIII+138 Prezzo L 2,75..

'Sieno date due piramidi triangolari VABC d’egual base ABC e di

" D. Araasto Lasira ¥ MaRTINEzZ, — Teorta de las cantitades imagi-
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Appunti di Aritmetica

per ItaLo Ziexaco a Genova.

2 assai facile accertarsi che dei numeri primi aleuni hanno fatto.m
complessi, altri non ne hanno; lo & meno distinguerli in due specie

mediante la loro forma.
A questo fine giova dimostrare il seguente

Lemma.

Se un intero reale e positivo & il prodotto di due interi complessi,
che non ammettono divisori reali, esso & la somma di due quadrati

primi fra loro.

Dimostrazione. — Sia k un intero reale positivo, prodotto di due
fattori complessi interi a-+bi e ¢-+dé, che non hanno divisori reali.

Si osservi che a & primo con bj se no detto . il massimo comun
divisore fra @ e b, il fattore a+bz avrebbe il divisore reale p.; e si-

mjlmente ¢ & pr1m0 con d.
Dall’ipotesi fatta che % sia il prodotto dei due interi complessi

h = (a-+bt) (c+df) 1)
eseguendo nel secondo membro il prodotto indicato, si ottiene:
h = ac — bd + i (ad — be) (2)

Il primo membro & reale; quindi nel secondo il coefficiente di ¢ deve
essere nulle, e la parte reale uguale al primo membro:

ad —be=0
ac —va =13

Si consideri la pr1ma di queste equazioni.
Poichd be ed il secondo membro sono divisibili per b, anche ad
deve esserlo; ma b & primo col fattore @, quindi divide _1 altro fattore d

= ' d=bk. o 4
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Sostituendo questa espressione dell’intero d nella prima delle (3),
dividendo i due membri per b e ricavando ¢ si ottiene

c=—ak. %)
Dalle (4) e (5) ricordando che ¢ e d sono primi fra loro si deduce
' k=1 ®)
percid le stesse equazioni si trasformano in
' c=Jal
=+

dove i segmi superiori si corrispondono e cosi gli inferiori.
Sostituendo nella seconda delle (3) ai numeri ¢ e d queste espres-
sioni, si ottiene per A la forma seguente:

. h=TTa®? b ‘8)
e siccome €sso & positivo per ipotesi, i segni superiori non verificano
Vequazione e quindi si ottiene
h=a®+ b 9)
cioé h & la somma di due quadrati primi fra loro.

 Osservazione I. — La reciproca di questa proposizione & vera e si
riconosce con tutta facilitd. Infatti se &:

h=a%+0?
€ i numeri a e b sono primi fra loro, si avra anche
h = (a + bi) (@ — bi)

" e i fattori a+bi e a — bi non hanno divisori reali, perché se per es.
a -+ bi avesse un divisore reale ¢, sia a sia b sarebbero divisibili per & .
',Osservazio'ne II. — Si & detto or ora che i segni superiori non
_ verificano; tenendo conto di questa condizione le formule (7) si pos-
sono scrivere
c=a '
‘ d——bi 10
" & per conseguenza & anche:
oo c—+di= a—bi .1y
vale a dire: | ) < _
-Se due interi complessi non hanno divisori reali ed il loro prodotto
¢ reale e positivo essi sono numeri coniugati,
' La’reciproca non ¢ vera perche due interi coniugati possono ammet-
Il lemma dimostrato & contenuto in una proposizione pili generale,
% la quale a sua volta pud dedursi dal lemma stesso. E la seguente:
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Proposizione.

Se un intero reale e positivo & il prodotto di due interi comple.ssa2
che hanno gli stessi divisori reali, esso ¢ 1a somma dei quadrati di
due interi reali. Il massimo comun divisore di questi interi & nguale
al massimo divisore reale di entrambi i fattori complessi.

Dimostrazione. — Sia: .

h = (a =+ bi) (c+ di)
un intero reale positivo, p il massimo divisore reale di a-+bi; poiché
a—+-bi e c—+di hanno gli stessi divisori reali, esso & anche il pit gran
divisore reale di ¢—+di. E siccome il massimo divisore reale di un
intero complesso ¢ dato dal massimo comun divisore dei suoi parametri,
cost . & ad un tempo il massimo comun divisore dei numeri a e b e
.dei numeri ¢ e d.
Per conseguenza si pud porre:

S =Gy
b=>0bp (12)
c=0C P
d=d,p

e risulta @, primo con b, € ¢, primo con d,. . -
Sostituendo nella (1) queste espressioni di a, b, ¢, d c raccogliendo
p? a fattore si ha per h Yespressione seguente:

ho= p? (a, + byé) (¢, +d,9) . (13)
‘Siccome A e p? sono reali e positivi deve esserlo anche il prodotto
(@, —+bi) (¢, +d,7)

. ) .
.essendo poi @, primo con b, € ¢, primo con d, n& Yuno ne laltro dei

fattori @, +b,¢ e ¢, -+ d,i ammette divisori reali; percid ¢, -+ d,¢ & co-.

piugato con a, +b,¢ e si ha
(a, + b,) (¢, + d,i) = a,> +b,* . (14)
Sostituendo nella (13) al primo, il secondo membro di questa rela-
zione, si trova

Concludendo 2 & la somma dei quadrati di due interi r.eali ay e
b, e il massimo comun divisore di questi interi ciod p & il massimo
.divisore reale dei fattori a—+bi e c+ di. )

Osservazione I. — La reciproca & esatta e facile a verificarsi. La..
somma di due quadrati si pud decomporre nel prodotto di due fattori
complessi, che hanno gli stessi divisori reali. Invero:

hom gt (0 = bt = (p @)+ (R B, (15)
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@+ b = (a -+ bi) (a — bi)
e i divisori reali sia di @04 sia di @ — b7 sono i divisori comuni
diaebd.. '
Osservazione II. — Anche la proposizione enunciata all’osservazione
II del Lemma pud estendersi in questo modo:
Se due interi complessi hanno gli stessi divisori reali ed il loro
. prodotto & reale e positivo essi s0no " coniugati.
Sia
= (a —+ bi) (c + d7)
reale e positivo e a+b¢ e ¢+ di abbiano gli stessi divisori reali; se
i & il massimo comun divisore di ¢ e b 10 & anche di ¢ e d e sono
verificate le (12) ed & @, primo con b, e ¢, primo con d,; percid a,~+b,s
‘e ¢, ~+d,i non hanno divisori reali. Anche la (13) & verificata e percid
il prodotto (a, + b,%) (¢, + d,3) & reale e positivo; pertanto ai numeri
@, by, ¢, d, possono applicarsi le (10) e si ha

e =a,
dy=—b,.
Moltiplicando i due membri per p ed applicando le (12) si ottiene:.
c=a
d=—p

€ per conseguenza: .
\ c+di=a—bi -
ciot i due fattori a + % e ¢~ di sono coniugati.
La reciproca & vera. Infatti il prodotto:
' (& + bi) (@ — bi) == a® 4+ b®
& reale e positivo e i divisori reali sia di a—+bi, sia di @ — bi sono
i divisori comuni di a e b. . '
" Ora si tratta di distinguere i numeri primi che hanno fattori com-

plessi da quelli che non ne hanno, mediante la forma analitica; o, in
- termini pilt espliciti, & proposto il seguente

Problema.

Trovare una forma analitica la quale contenga tutti i numeri primi
". (positivi) che ammettono divisori complessi, ma non contenga alcuno.
“degli altri numeri primi (positivi).

" 8i indichi con f(x,,...2,) una tal forma; poich¢ sui valori com-
Pposti di essa non si & fatta ipotesi alcuna, il ragionamento si limitera .
ai valori primi. In conseguenza non saranno presi in considerazione

7 tutti i valori delle variabili, ma soltanto quelli che rendono £ (z, , ..,y
' uguale a UN numero primo.. '
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Indicando con a-+bi e ¢+ di due fattori complessi, in cui pud
scomporsi f(x,,...2,) si ha: . 6
F@y o ,) = (@ bi) (¢~ di) (16).

e per le ipotesi fatté si pud ammettere che nessuno dgi fattori ?omples?
a secondo membro, sia una uniti e nessuno dei numeri b e d sia uguale

a Zero‘ . . s . . .
. . "
Inoltre rappresentando rispettivamente con p € v 1 massimi divisori

comuni di @ e b e di ¢ e d'si pud porre
a=a;p\

b:bip}
c=civ5(17)
d=d,v

ri i imo con d, . .
e risulta ancora , primo con b, e ¢, prim i o
Sostituendo nella (16) ai numeri a, b, ¢, d le loro espressionl date
dalle (17) e mettendo pv in evidenza si ottiene:

f(mu---mn)=p"’(a1+bli)(('1+dii)' '(18)
Si consideri il prodotto:
(a, + by8) (e, +d,9).
Essendo a, primo con b, e ¢, primo con d, i fattori .a.r&—bii e Cij"daf'
non hanno divisori reali. Il prodotto & poi realee pos1t1vo,‘perch<, tal‘x

sono f, p, v. ) o
Percio ¢, +d,¢ & coniugato con a, +b,i e si ottlene

(a, +b,8) (¢, +dyi) =a,*+b7.
Dunque la funzione che si cerca ¢ della forma:

. c;)(p,,v,a“b‘)=p.v(af—+—b12) (.19)
ma si pud porre sotto un’altra pilt semplice; sicc?me_s ® é’ numero pmn;o
dei due fattori pv e a,® -+ b,® uno & uguale 'all unitd, Valtro & ugua e
a ¢, quindi si possono immaginare due casi

V=0 e a’+b*=1

oppure pv=1 e al+bf=9¢.

Nel primo la seconda relazione si scinde in due
ag==+1 e b=0

oppure a,=0 e b,==1. ‘ ‘ -
Sia b, = 0 allora anche b= pb, deve essere zero contro 1’1pot3s1: ‘
Sia b, = 11} allora deve essere a, =0. Pgrclb (essendo ¢, + .,z .
coniugato con a, + b, ¢) si avrd ancora:
' ¢, =0 d,=TF1
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" per conseguenza
a-+bi=p(a,+bi)=p(+1)
c+di=v (¢, +di)=v(F7).
.Esse‘n_do @ =pv }m numero primo sard p =1 oppure v= 1; quindi
uno dei due numeri a +bi e ¢c-+di & uguale ad una unitd ima,ginaria

contro I’ipotesi.
Pertanto il caso

pv=g¢ e
rimane escluso e si conclude

¢=a, 107 (20)

a?—+br=1

-ciod:
La funzione piu i i
generale che rigolva il problema ha i i primi
o, 03 . a 1 v
positivi comuni con a,>+b*. wort pri
QOssawmziom I, — La reciproca & vera:
.son:e 13 una funzione i valori primi positivi sono 1 numeri primi
h ma 1 due quadrati, essa contiene frai numeri primi positivi quelli
-che Ds?no il prodotto di due fattori complessi e nessun altro
e ézmostmzzone. — 81 indichi con ¢ questa funzione; intanto si vede
ohe ,verad la seconda pz.avrte della proposizione, perché i valori primi
o ¢ essendo lf‘i somma, di due quadrati sono della forma (a—+b%) (a—b7)
M (':eversa ogfn numero primo positivo che sia il prodotto di due fat-
ri cox.ngles.m ¢ un valore della funzione ¢ . Invero un tal numero
comg si & visto nel problema precedente, & la somma di due quadrati’
sservazione II, — In particolar i '
{ L e la funzione a? % ri i
oroblom, ~+ b? risolve 1}
] Osse.mazzone III. — Se si considerano solo i numeri primi dispari
a funzione 4 n + 1 & un’altra soluzione.
Infatti le due forme a® 2
e a*+0* e 4n—+1 contengono gli i i
_Infattl le form i stessi
primi dispari e positivi. ) gomos e
- 0021 se si vuolce che il problema ammetta una soluzione della forma
—.+~ a‘sta modlﬁcarn_e Venunciato parlando di numeri primi dispari
anzich¢ di numeri primi. : ) ’
Questa modificazione & essa necessaria ?
Ponendo la domanda in termini pilt precisi si fa la seguente

Questione.

‘ Siti‘f?snste tuna, forma lineare ax —+b, la quale fra i nﬁmeri primi po-
vi contenga tutti e soli.quelli che sono il pr i
_ ; odotto i-
-complessi? - . o o dee fatﬁon
. Eeco una serie di osservazioni che conduce a deciderla,

-
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jone I. — I numeri della forma ax +i) sono i numeri delle

QOsservaz
forme
4ax +b dax +a-+Db

ciod sc un numero & della forma ax—+b ¢ di un

e viceversa.
Osservazione
coi quattro numeri
b b+a

Infatti ax —+ b contiene tutti i

dax +3a-+b
a delle altre quatfro

dax +2a+b

II. — Se ax—+b & una soluzione, il numero « & primo

b—+2a b-+3a.

‘pumeri primi positivi, che sono il

prodotto di due fattori complessi, per conseguenza tuttl 1 numeri primi

positivi della forma 4 - 1. Cid esige che a sia primo con b. Ma se

a & primo con b & poto che qualunque sia k & anche primd con ak—+b.

Dunque, ecc.
Osservazione III. —
Sia dispari, le espressioni

dax +2a-+b  Aax+3a-+D

Se ax-+b & una soluzione il numero a & pari.

dax +b 4ax +a—+Dd

divise per 4 daranno quattro resti differenti, ciod i quattro numeri

0, 1, 2, 3,
presi in un certo ordine. ’
Quelle che danno i resti
0, 2, 3,.
non possono contenere numeri primi dispari (positivi). Per le duc prime
la cosa & evidente; quanto alla terza lo diventa ricordando che ax-+b
non contiene numeri primi positivi della forma An—+3.
Per conseguenza esse devono essere forme composte; onde dei quatiro '

ndmeri
b b+a b+ 2a b+ 3a

tre hanno un fattore comune con 4a. E siccome a & primo con tutti

‘e quattro, il fattore comune a un divisore di 4, cio¢ dei quattro numeri -
tre sono pari. Ma d’altra parte dandoiresti 0, 1, 2, 3 nella divisione
per 4, i numeri suddetti devono essere due pari e due dispari.

Dunque: Se ax -+ b ecc.
Osservazione IV. — Le quattro espressioni

dox—+b Adaw—+a-+b  dax-+2a+b dax—+3a-+Db

sono della forma 4n-+1.

Par assurdo una di esse p. e. 4ax —+ 3a -+ b non lo sia. Dei numeri

primi positivi essa non pud contenere aleuno della forma 4n -1, es-
sendo di forma differente, n¢ alcuno della forma 4n -3 altrimenti
anche ax —+ b dovrebbe contenerne, contro Vipotesi. Percid fra i numeri
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~primi positivi non potrad contenere altro che il 2. Ora le forme ax-+b

- prime contengono infiniti numeri primi positivi, dunque 4ax —+ 3a + b
¢ una forma composta ciod 8a —+ b ha un fattore comune con 4a. Questo

. fattore dev’essere un divisore di 4 perch a & primo con 3a -+ ; pereio
3a—+-b & pari; ma si &.visto gid che a & pari, quindi anche b deve
~esserlo; pereid a e b avrebbero un divisore comune (il due), mentre
per ipotesi sono primi fra loro. Quest’ultima osservazione mostra che

la forma ax +b non pud contenere il numero due ¢ che per conse-
. -8uenza la forma in questione non esiste.

Corollario.

Eulero fu il primo a dimostrare che i divisori della somma di due
" quadrati primi fra loro sono la somma di due quadrati.
Questa proposizione risulta facilmente da quanto precede.
Sia: -
N=qa?+1?
-€ sieno @ e b primi fra loro, si dica p un divisore primo di N,
Esso ha un fattore complesso. Si neghi, poiché esso divide

N = (a~+bi) (a — bi)

. dividera uno dei fattori a «+- &4 oppure a@ — bi e per conscguenza sara

un divisore comune di a e &, Cid non pud essere perché a e b sono
primi fra Joro.

Poich? p & un numero primo (positivo),
€850 ¢ la somma di due quadrati,

-Cosi dimostrata la proposizione pei divisori primi, si estende ai
-divisori composti con un metodo ben noto, ciot osservando che ogni
divisore composto & un prodotto di divisori primi e clic se pil numeri

o . 5ano la somma di due quadrati, lo & anche il-loro prodotto.
Genova, 26 luglio 1894,

ed ha un fattore complesso

- PS. — Aleune proposizioni del lavoro Ppossono volgersi fadilmente
in logica matematica, p. e. il Lemma e la Proposizione si traducono in
abedenhe Nh=(a-+bi)(c+di).D(a,b)=1.D(c,d)=1.0.h—a?+b*
. > . «D{a,b)=Dlc,d).o. >
., - .SL pud aggiungere che se n'p significa « numero primo complesso »
" i hammo le relazioni * _—
o . Np~np=Npn(N?+N2)
L .@+N)ANp-np=Npn(4N+1)
e ;'be_n'.Npr\(an-f-b) =Np-np.=q,34
:ie quali esprimono tre proposizioni del lavoro.

’
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ASSOCIATION FRANCAISE POUR L’AVANCEMENT DES SCIENCES

Congrés de Caen. - 1894

Premidre et deuxitme Sections — Seance du 14 Aoitt.

Question a Uordre du jour.

Etude des moyens qui seraient de nature & assurer un échange de

-vues plus facile et plus suivi entre les mathématiciens des dlYersZZ
" nations, et qui pourraient contribuer ainsi aux progrés des scienc
)

mathématiques et au perfectionnement des méthodes.

Résolution.

Les 1% et 2¢ Sections, aprés une discussion approfondic, & laquglle
i bres .

nt pris part un grand nombre de mem y o
¢ p1° _}13 Donuent en principe 1’adhésion la plus complete av: projet
de creation de Congrés mathématiques internationaux et se doclalen?
des-a-présent disposces & apporter tout leur concours aux efforts qui

i 'idées;

nt ou seront faits dans cet ordre d’i H ) .
® 20 — Approuvent absolument l’idée de M.r Mans.mn, relative &
la rédation de Vocabulaires mathématigques et applaudissent au c(;);l;
mencement de réalisation que ML le Commandant' Brocard' a g Je
donné 2 cette idde, par la préparation d’un vocabulaire mathématiqu
francais; .

930 T Expriment 'espoir que le projet de M.* Iacflues Boyer,
concernant 1’ établissement d’un Dictionnaire mathématigue, pougra
aboutir & un heureux résultat, et en France, et dans la plupart des

4° — Croient devoir attirer Iattention sur les remarquables mo-
nographies mathématiques qui se publient en ce momfn'; e?t 15}SLllgma:;,r]lx[ls,

i ‘ buch viber die Fortschritte der -Ma-
notamment par les soins du Jahr! i .
thematich, fondé depuis 1868, et que dirige avec tant de talent M le

.
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Professeur D E. Lampe, de Berlin; monographies dont il serait trés
dés1ra.b]e de voir publier des traductlons dans diverses langues; .
— Considerent que les grands effort fait par Mr le Professeur
Peano et plusieurs de ses Confréres pour la propagation de la Logique
mathématzque et la publication d’un formulaire mathématique sont de
nature & contribuer puissamment au but qu'il s'agit d’atteindre;

° — Sont heureuses de constater le degré d’avancement du Ré-
pertoire bibliograplique des Sciences mathématiques, et, dans le méme
ordre d’idées, applaudissent 4 la publication si intéressante due & un
groupe de mathématiciens hollandais et entre autres de M.” P. H. Schoute
et qui est intitulée Revue Semestrielle des Publications 'mathématzgues.’

7° — Estiment que la publication de I’Intermédiaire des Mathé-
maticiens, depuis le commencement de 1894, a rendu et est appelce &
. . rendre encore de trés grand services, en ce qui concerne les rapports
. o des mathématiciens entre eux; expriment leur reconnaissance aux fon-
: dateurs, MM. Laisant et Lemoine, et se félicitent de voir que cette
initiative a ét¢ due a deux des membres de 1’Association francaise
pour I’avancement des Sciences;
8° — Prennent en trés sérieuse considération les réflexions pre-
sentées par M." Lémeray sur la possibilité d’établir des bibliotheques
mathématiques, ayant pour objet de mettre des livres 3 la disposition
des travailleurs éloignés des centres scientifiques;
9° — Décident que la question, sous la forme générale ol elle a
€t6 rédigde, sera maintentue & I'ordre du jour des séances pour la session
de Bordeaux en 1895.
Ces diverses résolutions ont été. prises & 'umanimité des Membres
Présents.

o e e e S
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Sulla Parte VIl del Formulario - Teoria dei limiti.

In questa parte del formulario abbiamo esposto le proprietd dei
limiti delle funzioni reali di variabili reali, presi quando la variabile
indipendente percorre i valori di un gruppo tendendo al limite supe-
riore infinito.

Abbiamo esaminato il concetto di limite (pilt vasto di quello ordi-
nariamente considerato) di cui si hanno tracce in Cauchy, in Abel ed
anche in autori anteriori, ma che si studia con unu certa ampiezza
solo da poco tempo: vogliamo dire il limite definitc come un valore
a cui i avvicina la funzione, senza escludere che contemporaneamente
si avvicini anche ad altri. La definizione adottata & dunque la seguente:

« I1 numero y & limite della funzione f(x) quando x nel gruppo =
« tende al limite superiore infinito, se, scelto h comunque piccolo,
« qualunque sia il numero a vi sono in % alcunt valori di « mag-
« giori di @, pei quali f(x) assume valori numericamente diversi da
« y meno di & (*) » ed analoghe per il caso del limite +~e® 0 —o. .

Si ha cosi come caso particolarc quello, pitt frequentemente studiato,
it cui la funzione tende ad un unico limite; allora, riferendosi alla‘f’
definizione precedente, « preso h comunque plccolo, esiste un conve-

« miente numero a tale che per tutti i valori di « in « che sono
« maggiori di a, f(x) & numericamente diverso da y meno di % ».

A tale caso, come il pitt importante, si & dato naturalmente il mag-
giore sviluppo.

Dei limiti a cui tendono le funzioni quando la variabile mdlpendente
si avvicina ad un valore finito x, od all’infinito negativo, non ci siamo
occupati: invero le loro definizioni e le loro proprietd si deducono

(*) Cfc. PEaNo. Sulla definizione del limile di una funzione (Rivista di
Matematica, vol. 11). — Brrrazzi. Suipunti di discontinuita delle [unziont
di variabile reale (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Tomo V).

Rivista di Matematica (novemhre 1894). 1
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agevolmente da quelle citate nel formulario, colle rispettive trasforma-
zioni di variabili « = a, + —i— , ®=—2, mentre il riportarle tutte per

disteso avrebbe allungato eccessivamente I’elenco delle formule senza
portare un contributo.di teoremi essenzialmente distinti.

Nel 1° dei quattro paragrafi di cui si compone questa VIL parte si
& data la definizione di limite finito ed infinito, e dei limiti si sono
esposte le principali proprietd. N2 in questo paragrafo n¢ nei seguenti
si vedranno registrate le notazioni storicamente importanti O ed U (in
italiano § ed I) del Du Bois Reymond e dello Stolz, giacche ad esse
.si pud supplire, nella scrittura simboliea, colle espressioni maxlim fa,
min lim f, o I'lim fa, 1, lim f2 senza introdurre simboli nuovi da
definirsi.

Nel § 2 si e studiato il limite di una funzione, nel caso particolare
{quello che si considera ordinariamente) in cui tale limite ¢ unico.

Nel § 3 si sono date le proprietd dei limiti di pitt funzioni con-
frontati fra loro, e delle espressioni formate con pilt funzioni legate fra
loro dalle operazioni elementari dell’Aritmetica.

Nel § 4 sono riportate alcune delle formule principali che esprimono
equivalenze fra limiti di funzioni diverse, o valori gid calcolati di
limiti importanti. In questo paragrafo peraltro non si troveranno le
numerose ed interessanti formule che, quali applicazioni dei limiti, si
hanno dalle teorie delle serie, degli integrali definiti, ecc., dovendo
esse costituire altre speciali parti del formulario. ’

12 da notarsi che certe formule non sono state prese dalle opere
«che saranno citate via via (p. es. dallopera del LAsgA) sotto le forme

. precise riportate nel formulario; giacche essendosi in questo definito
soltanto il limite preso quando « tende all’infinito, si sono dovute, con
semplici cambiamenti di variabili, trasformare alcune formule date
invece in quelle opere per il caso di a tendente ad un numecro finito.

Di certe formule comunemente note e facili a trovarsi in quasi tutti
i trattati di Algebra, non si & indicata la fonte a cui si sono tolte; di
aleune non tolte a nessun’altra opera si & tralasciata la -dimostrazione,
perche facilissima ed immediata.

Per brevitd si & usata la notazione x,y,z..-ca dove @,y,2...
sono enti della classe a, invece dell’altra x~ca.y~-ca.z~ca...

R. BerTAZZI.
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.

Sulla Parte VIl del Formulario. - Serie.

Nella Parte VIII del formulario son raccolte le formule principali
risguardanti le serie ed i prodotti infiniti numerici: sono specialmente
considerate le serie a termini positivi e, di esse, quelle a termini de-
crescenti, perche le medesime sono della massima importanza nell’Ana-
lisi. Per la dimostrazione di alcune formule del § 1 & conveniente 1'uso

.del calcolo simbolico; a questo fine osservo, p. es., che, se si pone:

(@ U™ =+ ay ™t A= == ay) (b w0y ut 4 ,..—+0b,) simb . =
g by Ui+ vo == G by,
si ha:
I g =4 (4 — 1)7 simb.

Aleune formule di esso § 1 coincidono sostanzialmente con note
formule del caleolo delle differenze, perche il segno T riducesi all’u-
suale A, essendo M Wypn = A® u,: nonostante questa coincidenza
ho creduto conveniente l'uso del S col preciso significato attribuitogli
dalle generali leggi delle operazioni inverse, per le quali deve es-

.rgere = = w,==1u, . Alcune proposizioni le ho date sotto varie forme

per porne in chiaro i diversi aspetti sotto i quali pud convenire di
considerarle. I eriterii relativi alle serie a termini positivi li ho ridotti
a forma mirabilmente semplice e tale da segnare anche una via pel
calcolo approssimato di somme, lasciandomi guidare da un notevole

. eriterio cb’io ho segnalato (*): ripensando al modo nel quale pervenni

a tal criterio la prima volta, mi avvidi facilmente che la teoria delle
.gerie a termini positivi ed il calcolo approssimato delle convergenti si

- possono ridurre allo studio della serie di NicorLe; da questa serie, se-

guendo cammino inverso ad uno da me seguito (%), ricavasi infatti
subito od il criterio di Kummzr, che comprende tutti i criterii speciali
per le serie a termini positivi, od altro equivalente; inoltre formare,

(*) Rend. Cire. Mat., a. 1890, pag. 278. — Rivista Mat., a. 1893, p. 120.
() Giornale Battaglini, a. 1890, pag. 303. :
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come indica Kuaner () pel calcolo approssimato, una p, tale da aversi
Hm (P, %y | Un+t — Pnat) =1 equivale a formare una serie di NICOLE:

1 P a4 Py Pp oo Pu

‘ ~+ R
1+p, (1 “+p,) (1 -+py) (1 =4 p) o (1+Pr41)
tale che il Tapporto dei suoi termini »=° ed (=~ 1)*° sia uguale, a
meno d’un infinitesimo, ad u,Ju.+1; ma quando una tal serie sia for-
mata, siccome si conosce la somma d’un numero qualsiasi di termini
della medesima, essendo

~+ e

Py ovr Pu P e Py Pp v Prtm
@A) e (L Prst) (1 + Pa2) (A +p,) e (1 + Prums1)
Py Ps oo P+t D1 Dy +ee Prtm+1

T A p) o A prr) QAP e (L Patmt)’

si sara in grado di ealcolarc approssihativamente (*) la somma della
serie u, + U, —+ ... Cio, in vece di meravigliare, deve riescir naturale,
perché la serie di NicoL comprende tutte le seric a termini positivi
e perche, come affermai altra volta (%), ogni criterio generale deve esser
conseguenza di qualsiasi altro criterio, che sia anch’esso generale. Non
credo perd che quanto ora dissi tolga importanza ai lavori, che hanna
contribuito a cospargere di luce la teoria delle serie a termini positivi,
come non credo si possa disconoscere l’importanza dei miei risultati
(§ 3 P54, 55, 58-64). Parmi invero difficile che si riesca a dare per le
serie a termini positivi criterii generali pilt convenienti di quelli espressi
con le 61 e 62 del § 3; e credo esser parimenti difficile indicare meglio.
che con le 63 e 64 una via pel calcolo approssimato delle serie con-
vergenti. Passando ai criterii speciali, osserverd che i pitt importanti
sono, essenzialmente, quello di condensazione di Cavcry (§4 P4) ed L
logaritmici di ABEL (§3 P48, 49): per stabilire questi ultimi ho indi~
cata una via comodissima del Prof. Cesiro (%), la quale ha anche il
pregio di informare sul vario modo di divergere di molte serie. Ho.
date alcune importanti proposizioni per le serie a termini positivi de-
-crescenti (§4 P9-13) e riempita una lacuna: ABEL (°) dimostrd erronea.
Vaffermazione di OLIVIER, che lim nu, fosse condizione necessaria e
_sufficiente per la convergenza delle serie a termini positivi @, —+uy=+us=-e

() Crelle’s Journal, XVI, u. 1837, pag. 206.

(®) Rend. Cire. Mat., a. 1890, pug. 280. °

3 > o» > » » 270,

(*) Nouvelles Annales, 1X, u. 1890, — Analisi algebrica, a. 1894, p. 133.
(¢) ABEL. (Euvres, 1l, pag. 199.
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« CaTALAN (%) disse dover essere lim nw, logn ...log"n n =0, se u, sia
termine generale d’una serie convergente a termini positivi decrescenti;
anche questa proposizione & erronea (?). Jo provo dover essere nu, logn
log®n... log™ n =0, se u, sia termine generale di serie convergente a
‘termini positivi e nu,log 7 ... log™—1 n sia decrescente: e parmi che poco
si potra aggiungere perché una serie a termini positivi decrescenti pud
«esser convergente anche se non & nullo il massimo limite del rapporto

-del suo termine n™° ad , oppure al termine n=° di una qualsiasi

nlog n
-serie, che sia meno divergente di 1+ —;— —+ e »:—L-—}— e (- La rac-

.colta contiene anche formule nuove relative ai prodotti: ma le proposi-
~zioni sui prodotti si deducono facilmente da quelle sulle serie. Le formule
_storicamente pilt notevoli furono quasi tutte riportate fedelmente: solo
si fece talora qualche cambiamento di lettere per ragione tipografica
.ed anche per evitare che le formule ravvicinate differissero eccessiva-
:mente tra loro nell’aspetto: furono pur soppresse condizioni non ne-
.cessarie; p. es., al § 3, non trovansi le condizioni superfiue lim v,=0,
per la P16, e limv,u, =0, per la P52, che si troveno invece nelle
corrispondenti proposizioni originali. Qualche propesizione, che .pud
sembrare insignificante, $'¢ messa perché utilizzabile in quistioni spe-
ciali; p. es. le P18, 19 del § 2 pongono in chiara luce Deffetto dell’al-
terazione dell’ordine dei termini nelle serie e dei fattori nei prodotti
infiniti (). Qualche proposizione importante ¢ data nelle varie forme,
ugualmente convenienti, che ha successivamente ricevute, sebbene le -
medesime fossero immediatamente, ed in modo evidente, ricavabili
Puna dall’altra: tali sono p. es. le P18, 19, 20, 21 del § 3. La P27
.de}l § 2 coincide solo sostanzialmente con la originale, che &:

A
“ log (1 — -2
Ay = /o1 ' 1 ¢p
Yp = Up Gp « Ap = Pp — Fp+1—— 0 dpri=1y, € .
P
Prima di finire voglio ancora rilevarc che 1'uso del massimo e mi-
nimo limite (5), e dei limiti superiore ed inferiore mi hanno permesso

di dare alla maggior parte delle proposizioni un grado di perfezione,

-che prima non avevano.
F. GiupiCE.

() Comptes Rendus, a. 1856.

(?) PEaNO. Calcolo differenziale, a 1884, pag. XVIL

) Giornale Battaglini, a. 1890, pag. 286.

(*) V. Giornale Battaglini, a. 1889, pag. 342. :

(%) 11 concetto di maxlim. e di minlim. trovasi gia in CAUCHY ; Analyse
_Algébrique, pag. 132; ed in ABEL; (Euvres, 1I, pag. 198.
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§ 1. Somme e prodotti, differenze e quozienti, dei diversi ordini.
§ 2. Generalitd sulle serie numeriche.

§ 3. Serie a termini positivi.

§ 4. Serie a termini positivi decrescenti.

§ 5. Prodotti infiniti.

§ 6. Serie a termini imaginarii.

Alcune espressioni
risquardanti le serie e gli equivalenti simboli di logica matematica..

Serie a termini positivi .=. QfN.
» » reali .=.qfN.
> > imaginarii .=. q'fN.

Termine n=° della serie u .==. u, .

Somma dei primi » termini della serie w .=. Zu,.
Somma della serie u .= . S, .
Resto 77 della serie % .=. S, — S, .
La serie » & convergente .==., Zu,¢eq"

. > - divergente .=. Zu, = ®.
La serie u -& assolutamente ’convergen'r,e .=, Smodu,cQ.

’ » semplicemente » Ce=. 2u,eq.Zmod u,=® .
‘La serie » & indeterminata . =. numliMp=e %, >1.
. v
' (*) La serie u & pilt divergente della serie v . =. lim :% =w.
. .= u'l —Zu
> - convergente » .=, lim ;~i‘3———;‘—~f =0.
v, —Zv¢,

() CrsARo. Accademia dei Lincei, seduta 5 febbraio, 1888.
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HeRMANN GRASSMANNS

Gesammelte mathematische und physicalische Werke

Auf Veranlassung der mathematisch-physischen Klasse der Kgl. Stichs-
ischen Gesellschaft der Wissenschaften, und unter Mitwirkung
der Ilerren: Jacob Liiroth, Eduard Study, Justus Grassmann,
Hermann Grassmann der Jingere, Georg Scheffers herausgegeben
von Friedrich Engel. Ersten Bandes erster Theil, Leipzig, Teubner
1894, pag. XII-+435, prezzo 12 Marchi.

L’annunzio della pubblicazione delle opere complete di Grassmann,
sotto il patrocinio dell’Accademia delle Scienze di Sassonia, fu accolto
con piacere da tutti i matematici, e speciélmente da coloro che si pro-
pongono di perfezionare i metodi geometriei.

La Geometria analitica cartesiana fu certo un grande progresso. Ma
da lungo tempo si osservd che cssa tratta le questioni geometriche per
via indiretta, e spesso con lunghi ragionamenti e formule complicate
apriva a risultati facilissimi ad ottenersi colla geometria sintetica ele-
mentare. Questa osservazione trovasi a piti riprese nelle opere di Leibniz,
il quale anzi tentd colla sua characteristica geometrica di porvi rimedio.
« Je ne suis pas encor content de 1’Algébre, en ce qu’elle ne'donne
ny les plus courtes voyes, ny les plus belles constructions de Geometrie.
C’est pourquoy lorsqu’il s'agit de cela, je croy qu’il nous faut encor
une autre analyse proprement geomdétrique ou lineaire, qui nous exprime
directement situm, comme 1’Algdbre exprime magnitudinem. » *).

Ma questa, come altre idee di Leibniz, impiegd assai tempo a ma-
turare; e il lavoro pi profondo che abbiasi su questo soggetto &
senza dubbio 1 Ausdehnungslehre pubblicato dal Grassmann Or Sono
appunto cinquant’anni. Quantunque 1’opera del Grassmann sia del tutto

(*) Leibniz o Huygens, 8 sett. 1679.
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originale, alcane sue idee si trovano in libri anteriori. Le forme di
prima specie, o somme di punti, spettano al Mobius. L'idea di vettore,
la loro somma e il loro prodotto per numeri immaginarii al Bellavitis.
Lo stesso prodotto esterno di due vettori (bivettore) & stato studiato
‘qualche' anno prima dal.De Saint Venant, e prima ancora dal nostro
Chelini. Spetta al Grassmann il merito di avere studiato un sistema
generalissimo ed organico di operazioni comprendenti come ecaso par-
ticolare le precedenti. '

Ma, -se 1 sistemi di calcolo geometrico che precedettero Grassmann
si diffusero poco, meno ancora si diffuse il metodo suo. Durante la vita
del professore ginnasiale di Stettin, nessuno se ne occupd, se si eccettua
qualche voce isolata sorta nell’ultimo decennio della sua vita. E invero
la sua tendenza all’astrazione, il suo modo filosofico di presentare le
questioni, la sua forma espositiva insomma, rendono la lettura della
sua opera assal difficile e penosa.

Pil fortunato fu il suo successore Hamilton. La sua idea dei qua-
ternioni & del tutto originale; ma i caleoli relativi finiscono per coin-
cidere con quelli del Grassmann, con qualche varietd di notazione.
Cosi nelle applicazioni alla fisica, il prodotto di due vettori, secondo
Hamilton, figura solamente ora per la sua parte scalare, ed ora per la
sua parte vettoriale; la prima @ il prodotto interno (a meno del segno),
e la seconda il prodotto esterno dei vettori, secondo Grassmann. L’Ha-
milton brilla anche per la sua bella espositiva, ed i suoi metodi si
diffusero con sufficiente rapiditd; un numero grandissimo di autori li
applicd a tante questioni di Geometria, di Meccanica ¢ di Fisica ma-
tematica. B specialmente nella teoria dell’Elettricita e del Magnetismo
che essi paiono fatti apposta per rappresentare nel modo piti chiaro e
semplice i fenomeni fisici.

Ma, secondo parecchie persone che conoscono i due metodi, e tale
¢ pure la mia opinione, a tutti gli usi cui si prestano i quaternioni di
Hamilton, si presta pure il metodo di Grassmann, e coi vantaggi della
pilt grande generalitd e semplicitd dei concetti fondamentali, e della
" maggiore brevita delle notazioni. Al giorno d’oggii metodi di Grassmann

vanno sempre pilt rapidamente diffondendosi, e non passa mese che
non si pubblichi una qualche opera o nota, o qualche nuova applica-
" zione. Alcune delle idee di Grassmann, quale il prodotto interno, furono
poi ritrovate,  indipendentemente da lui, da autori di Meccanica.

~ Perd la diffusione di questi nuovi metodi, atti a trattare per via pit1
semplice e intuitiva le questioni di Geometria, di Meccanica, df Fisica
matematica, & meno rapida di quanto si desidererebbe da chi ama i
". progressi della scienza. La ragione sta in cid,che per ben giudicare
- di siffatti metodi, occorre esserne del tutto padroni, e di averli appli-
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cati in pit occasioni; o come mi diceva un mio valente insegnante,
-questi metodi sono come un nuovo strumento messo in mano ad un
operaio; se 1’operaio usd per lungo tempo della sua vita un dato s.tr'u-
mento, se ne rende cosi facile il maneggio, che gli riesce preferibile
.ad uno strumento pilt perfezionato, ma nuovo, col quale debba ancora.,
impratichirsi. Alle nuove generazioni spettera 'uso di questi strumenti
pit perfezionati.

Intanto 1’edizione completa delle opere di Grassmann non manchera
di far conoscere meglio i suoi metodi; e molti che si limitarono finora
. nominarlo con un certo rispetto, vorranno penetrare pil addentro
nelle sue opere. Questa edizione era tanto piu desiderata, inquantoché
la sua Ausdehnungslehre del 1862 era da tempo esaurita; e difficile
rinsciva la ricerca di altri suoi scritti disseminati in varii periodiei
-scientifici. )

Il primo impulso a questa edizione fu dato dal prof:. F Klein nel
1892, in una seduta dell’Accademia delle Scienze di Ll.péla; e la sua
pubblicazione fu promossa da quest’ Accademia, dall’ed.xtore Teubner,
dalla famiglia Grassmann, e dai vari scignziati, il cui nome figura
nel frontispizio, e che si assunsero la redazione delle varie parti dell’o-
pera. Il volume ora uscito (1* parte del 1° volume), contiene I’ Aus-
dehnungslehre del 1844, colle aggiunte della seconda edizione del 1878;
.e la Geometrische Analyse, del 1846, Contiene inoltre prefazione, osser-
vazioni ed indice dell’editore, ed il ritratto del Grassmann. La seconda
parte del 1° volume che contiene 1 Ausdehnungslehre del 18(-52, sarif
possibilmente publicata in principio del venturo anno. Gli altri volumi
non tarderanno a comparire. .

Possa questa nuova edizione delle opere di Grassmann, servire a
meglio far conoscere e stimare i servizil eh’egli rese alla Matematica.

G. PEaxo.




— 170 —

“Sull’insegnamento della matematica nelle Universita tedesche
e in particolare nell’Universita di Gottinga.

di Gixo Faxo.

Di ritorno dall’aver passati alcuni mesi in Germania all’Universita
di Gottinga, che occupa certamente, fra tutte quelle tedesche, uno dei
primissimi posti, ho pensato che non sara forse discaro ai lettori della.
Rivista di avere qualche notizia sugli insegnamenti che vi si impar-
tiscono, e sulle usanze e consuetudini che sono quivi in vigore. E se
qualcuno di essi avesse effettivamente un tal desiderio, io sard ben lieto-
se colle pagine che seguono avrd contribuito a soddisfarlo.

Nelle Universita tedesche l’insegnamento della matematica (e non
solo di questa, ma anche di ogni altra disciplina) si informa soprattutto-
alla famosa « AKADEMISCHE FREIHEIT », della quale professori e stu-
denti vanno tanto alteri. — Questa libertd d’insegnamento e di studio,
che permette all’insegnante di scegliersi entro limiti certo assai ampi
Pargomento delle sue lezioni, e allo studente di inseriversi, dentro e
fuori della’ Facoltd cui appartiene, a quei corsi che pit gli piaceiono
o Vinteressano, non si ritrova certo, cosi completa almeno, in nessun
altro paese del mondo; non in Italia, non in Francia, non in Inghil-
terra; qualche traceia appena ne ritroviamo negli Stati del Nord {Da-
nimarea, Svezia e Norvegia}; e perfino nella libera America non si &:
fatto che un primo passo in questa via nell’Universita recentemente
aperta a Chicago. Per quanto pil specialmente si riferisce all’insegna--
mento della matematica, la akademische Lehrfreiheit ha per conse-
guenza che non si nominano professori di algebra o di geometria
projettiva, di calcolo infinitesimale, di analisi o di geometria superiore,
ma semplicemente professori di matematica, ciascuno dei quali va
svolgendo di semestre in semestre quegli argomenti che le sue speciali
tendenze e ricerche, talvolta anche i desideri degli studenti che alle
sue lezioni assistono, oppure altre circostanze qualsiansi, pit gli consi--
gliano (*). I corsi tenuti in un semestre qualunque si continuano forse,

‘() Eidiversi professori non vengono nemmeno nominati, come da noi, per

concorso. Le Facolta stesse, quando vi rimane un posto vacante, invitano-
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ma certo non si rifanno nel semestre successivo; potranno perd ripetersi
(e si capisce) dopo un periodo pilt o meno lungo, per cura dello stesso
insegnante o di qualche altro. ’ o

Da questo lato noi siamo dunque colle Universita teflesche, in piena
opposizione. Quale ‘dei due sistemi sia il migliore, io {rancamente non
mi sento di dirlo. Probabilmente da una parte e dall’altra vi sono
vaniaggi e inconvenienti. Sono certo immensi i vantaggi del sistema
in uso nelle Universitd tedesche, sistema che permette di evitare molti
guai, fra noi continuamente lamentati. Ma anche il sistema‘ tedesco ha
i suoi inconvenienti, e per quanto a Gottinga soprattutto si sia fatto e
ai faceia tutto il possibile per rimediarvi, non mi pare tuttavia che si
sia ancora riesciti a porvi riparo completo.

In primo luogo & chiaro che con un campo cosi vasto, e anzi sempre
pitt vasto, dal quale i singoli insegnanti, a volte anche non troppo
numerosi, devono trarre 'argomento delle loro lezioni, non sard sempre
possibile, o almeno non sara facile dare nella scelta la dovuta im-
portanza ai corsi elementari, basi di ogni altro insegnamento, € ripeter.e
questi stessi corsi in modo che sempre agli studenti sia dato di assi-
stervi fin dal principio dei loro studi. La divisione dell’anno in due
semestri, e la possibilitd di avere nell’'uno e nell’altro dei due studenti
nuovi del tutto allo studio della matematica, rendono questa difticolta
ancor maggiore, A questo inconveniente gravissimo si cerca dapertutto
di ovviare il meglio possibile; spesso si invitano o si incaricano i liberi
docenti o 1 professori pit giovani di tenere corsi elementari, e a Gottinga
sl & stabilito anzi in questo senso un certo qual turno fra i diversi
insegnanti. Cosl mel semestre invernale 1893-91 si ebbe un corso di
Calcolo differenziale e uno di Geometria projettiva, e al primo fece
seguito nel semestre estivo quello di Calcolo integrale, mentre nello

stesso tempo il prof. WeBER dava principio a un corso di « Einleitung .

direttamente il tale o il tal altro a venirlo a coprire. E in ¢id principalmente
che si esplica la pur limitata autonomia amministrativa delle Universita
tedesche ; autonomia limitata, in quanto che il Kurator o cancelliere
(rappresentante del Governo) vi esercitu un vero e proprio ufficio di sor-

veglianza su tutta quunta la gestione economica, ma alla quale le Universita-

stesse hauno pur sempre un certo diritto, poiché, almeno in parte, vivono
di redditi propri. E di questo diritto appunto esse si valgono per aumen-
tare, quando sia il caso, gli stipendi dei professori, e chiamare a 88 0
trattenere i pitt insigni. Va da sé che un invito (Ruf) ad altra Universita
(1o quale offra, come sempre avviene, condizioni migliori) richiede in
generale un aumento di stipendio per parte del’Universitd minacciata,
perché il professore rimanga.
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in die hohere Mathematik », corso che verra continuato nell’inverno
prossimo, e nel quale vengono esposti gli elementi della geometria
. @nalitica e del calcolo infinitesimale, ma collo scopo precipuo (e con-
viene notarlo) di darne un’idea non tanto agli studenti di matematica,
quanto a quelli di chimica e di scienze naturali, che piu non posson(;
(0 mon dovrebbero) oggigiorno restare del tutto estranei agli studi
matematici. Ma la seconda parte di questo corso mon potra esser se-
guita con profitto — e si capisce — da chi non ha assistito alla prima

» e fra gli altri corsi annunciati per Vinverno 1894-95 solo quello d;
ge(.)me.tria descrittiva sara adattato ai nuovi studenti (*). E per quanto
nel primi semestri sia molto consigliato lo studio delle materie comple-
m.enta,ri (Nebenfeicher), sarebbe tuttavia desiderabile che uno studente
di matematica potesse assistere gia nel primo semestre a qualche corso
principale oltre la geometria descrittiva, alla quale il piu delle volte
egli non sard nemmeno del tutto nuovo.

'In Italia questo inconveniente non pud presentarsi. I corsi elemen-
tari — che sono in sostanza quelli stessi preseritti per il conseguimento
della.licenza in scienze fisico-matematiche (?) — vengono tenuti rego-
larmente ogni anno, e comprendono sempre, su per gii, le stesse cose
fondamentali. In Francia questi stessi insegnamenti vengono gia dati
nel corso di Mathématiques spéciales, una delle tante suddivisioni delle
ultime classi'del Ginnasio. In Danimarca (ossia a Kopenhagen) gli
studenti i ricevono nella Scuola Politecnica, dove si trattengono due
o tre anni, e solo dopo cominciano a seguire i corsi universitari. E
una parte importantissima hanno i corsi elementari anche nelle diverse
Universita degli Stati Uniti d’America (cfr. ad es. gli Annuari delle
Universita di Wisconsin, California, ecc.).

*
* &

-

Ma c’¢ anche un altro inconveniente, che pud diventar grave ®.
In mezzo a tanti corsi, e tanto svariati, non & facile orizzontarsi, e
tanto piu difficile & questo per lo studente novello, il quale a mala pena

- {") Ul prof. ScHONFLIES terra perd anche un corso di algebra, pil 0 meno
elevato secondo gli studenti che si presenteranno per seguirlo.

_ (& Piu, forse, la meccanica razionale.

: @ f’otrebbe forse sembrare a prima vista che, colla libertd lasciata ai
diversi professori, si avesse anche a deplorare nell’insegnamento sia Ja man-
canza di un’unith di indirizzo, sia uno qualunque dei tanti inconvenienti,

L - f:he ‘potrebbero appuanto provenire dal non essere i diversi insegnumenti

s
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sapra (e forse nemmen tanto) che il corso di caleolo infinitesimale
deve esser seguito ad es. prima di quello di meccanica, sia pur ele-
mentare, e quello di geom. analitica prima di uno sulla teoria generale
delle curve e superficie. Va bene che tutti gli insegnanti sono sempre
prontissimi ad aiutare i giovani coi loro consigli e a dirigerli nella
scelta dei corsi, ma non tutti i giovani hanno il coraggio o quel tanto
di iniziativa che occorre per rivolgersi a loro, e alcuni, molti anzi,
si contentano a volte di escire dall’imbarazzo come meglio possono,
da soli (%), o coll’ajuto di qualche studente pil anziano si, ma che
potra anche dar loro per inesperienza dei consigli assai poco oppor-
tuni (%). E se a quest’incertezza in cui ogni studente deve trovarsi
da principio (e a volte anche piu tardi, aggiungiamo la mancanza,
talora, di certi corsi elementari, e V'abitudine degli studenti tedeschi
(che potra anche avere il suo lato buono) di cambiare ogni momento
di Universita, non potremo certo meravigliarci di trovare a volte stu-
denti che parlano, e anche con cognizone di causa, di funzioni pit o
meno trascendenti e di equazioni differenziali, mentre d’altra parte non
sanno che esista un teorema di Cartesio per le equazioni algebriche, e
non sono capaci di tener dietro ai piu semplici ragionamenti di geo-
metria projettiva !

Per rimediare a quest’inconveniente gravissimo i professori del-
I’Universita di Gottinga hanno compilato e pubblicato uno Studienplan,
che vicne distribuito man mano a tutti i nuovi studenti, e che si cerca
anzi di diffondere dovunque il pitt possibile. Lo scopo di questo Séu~
dienplan & definito nettamente dalle sue prime parole:

« Wir geben den Herrn Commilitonen, die sich fidr das hohere

fra loro coordinati. Ma, a Gottinga almeno, i vari corsi vengon sempre
stabiliti, semestre per semestre, di comune accordo fra i diversi insegnanti,
che si riuniscono a tale scopo, in tempo debito, in apposita seduta; sicche
da questo lato — salvo quel po’ che & detto sopra a proposito dei corsi
elementari — non vi sono certo inconvenienti da lamentare.

(%) Val la pena di riferire uua risposta che ebbi a questo proposito da
un giovane studente, che non era neppure dei meno intelligenti: « Comincio
« a andare a parecchi corsi; dove capisco, mi fermo; dove non capisco,
« smetto ».

() Questa difficolta diventa poi maggiore, e anzi addirittura enorme,
pelle Universith pit grandi, dove da un lato i corsi sono in molto maggior
numero (come p. e. a Berlino, dove per ’estate scorso erano annunciati ben
19 corsi di matematica, senza contare quelli di astronomia, meccanica e
fisicn matematica), e d’altra parte anche le relazioni personali cogli inse-
gnanti diventano assai piu diftieili.
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« Lehramt tn Mathematik und Physik vorbereiten wollen, etnen Teg-
< weiser durch das weite Gebiet dieser Wissenschaften, dem sie wihrend
« threr Studienzeit folgen konnen. — Es ist nicht die Alsicht, einen
« genauen Studienplan zu entwerfen,...» ma solo di dare « einen
<« Ueberblick iiber die Gesammtheit der Frichern, die im Laufe einiger
« Nemester in den Vorlesungen der hiesigen Universitit wvorgetragen
<« werden.. .» )
. Con questo Studienplan il compito di ogni studente rimane molto
facilitato, e Vimbarazzo in cui esso pud trovarsi da principio molto
_ diminuito. Certo che qualche difficoltd rimane sempre, e non si pud
davvero meravigliarsi, se a volte il fatto solo di un corso annunciato
sotto un nome diverso basta a sconvolgere un po’ le idee di qualche
- studentino; ma con tutto cid lo Studienplan dell’ Universitd di Got-
tinga & sempre un lavoro assai utile ed aceurato, del quale val la pena
di discorrere un po’ pilt a lungo.

*
® ¥

In una breve introduzione allo Studienplan si dinno alcune avver-
tenze generali, e fra le altre si raccomanda ai futuri insegnanti di scuole
secondaric (e sono i piu!) di non perder d’occhio questa loro missione
avvenire, e di ben notare I'importanza delle odierne scienze esatte per
la cultura generale da un lato, e per la luce che da un altro lato anche
questioni elevate possono gettare su questioni elementari, che diretta-
mente interessano il professore di Ginnasio. — Viene pol una prima
parte, o parte generale, nella quale si discorre dei corsi elementari,
della necessita di ritornare da sé sulle lezioni udite e di rivedere con
cura gli appunti presi, del numero dei corsi a cui in ogni semestre
si pud o conviene assistere, dei corsi complementari, dei seminari ed
esercitazioni pratiche, e infine anche della necessita di completare da
s& la propria cultura, soprattutto colla lettura attenta di opere originali.
La seconda parte tratta dei corsé, che vengono divisi in tre categorie:
Corsi elementari (Anfangsvorlesungen) che vengono tenuti — o almeno
dovrebbero esserlo — ogni anno; corsi pilt elevati, di carattere generale
(allgemeine Vorlesungen), che si ripetono ogni due o tre anni, e corsi

e le tendenze personali dei diversi insegnanti, sicché non & possibile
: stabilire per essi un turno determinato.

~ Come corsi elementari sono notati: Geometria analitica, Calcolo
' differenziale e integrale, e Meccanica; piti la Einleitung in die hihere
" Mathematik, della quale ho gia discorso. )
Come allgemeine Vorlesungen sono notati invece, con brevi illu-

speciali (Specialvorlesungen}, che mutano secondo lo stato della scienza’
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strazioni, i corsi seguenti: dlgebra, Teoria dei numeri reali e complesst,
Geometria projettiva e descrittiva (*), Geometria infinitesimale, calcolo

dntegrale (nelle sue parti pill elevate), Teoria delle funzioni, Meccanica -

superiore (e particolarmente Teoria di¢ Hamilton), Teoria del poten-
ziale, Equazioni alle derivate parziali, diversi corsi di fisica matematica
(elettricita, ottica, acustica,...), astronomia generale, calcolo delle pro-

_ babilitd. A questi sarebbero ancora da aggiungere i corsi compresi sotto

il nome di Enciclopaedy der Elementarmathematik, i quali avrebbero
appunto lo scopo di gettar luce da un punto di vista alquanto piu elevato
su questioni di matematica elementare (%).

Quanto infine al corsi speciali, ne sono dati’ diversi esempi, tolti fra
quelli tenuti negli ultimi semestri, sia nel campo dell’Algebra (Teoria
degli invarianti, numeri algebrici), sia in quello della Geometria, della
Teoria delle funzioni, dell’Astronumia, della Fisica matematica. —
Poche parole sono poi ancora dedicate ai corsi complementari, ¢ in
particolare alle philosophische e alle naturwissenschaftliche und geogra-
phische Vorlesungen, che mentre da un lato servono di complemento
agli studi matematici propriamente detti, dall’altra fornano anche parte
importantissima della cultura generale (*).

&
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Da queste poche notizie non sara difficile rilevare che fin dai corsi
elementari si manifestano in Germania, nell’insegnamento della mate-
matica, abitudini e tendenze alquanto diverse dalle nostre. Molto ci

- (1) Ogni due o tre anni soltanto dunque il corso di Geometria projettiva;
e cost quello di Algebra, ecc.

(*) A questo gruppo di corsi apparterrebbe precisamente quello tenuto
nell'estate scorso dal prof. KLEIN sotto il titolo: Ausgewdhile Fragen der
Elementargeométrie. In questo corso furono trattate alcune questioni sulla
possibilita o meno di eseguire determinate costruzioni geometriche (raddop-
piamento del cubo, trisezione dell’angolo, quadratura de! circolo) con de-
terminati mezzi. Le questioni proposte si traducono, coni’é noto, in deter-
_minati problemi analitici, e cosi p. e. il caso in cui si disponga, come
generalmente avviene, della sola riga e compasso, conduce a discorrere
dells risoluzione di certe equazioni per radicali quadratici. Ma costruzioni
che colla sola riga e compasso non si possono ancora eseguire, diventano
invece possibili quando si disponga di mezzi pilt elevati, e lo stesso nu-
mero 7 (che HERMITE e LINDEMANN dimostrarono non essere algebrico) si pud
oggi costruire coll’integrafo di ABDANK ABAKANOWICZ.

" (* Per la parte relativa ai Seminari, cfr. pid avanti.
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" sarebbe da discorrere su questo argomento; ma fo mi limiterd a far
qui notare una cosa sola. Da noi & parte 1mportantxss1ma dell’inse~
gnamento elementare (ossia del primo biennio) la Geometria projet-
tiva, la quale assai di spesso, forse anzi sempre, viene studiata giad
nel primo anno di corso. E si pud quasi dire che & questa (insieme
alla Geometria analitica, colla quale anzi in certe Universita forma —
ed & bene assai! — un corso solo) la materia, sulla quale si concentrano
quasi tutti gli sforzi del primo anno. L’Algebra non & (in molte parti
almeno) che la continuazione naturale (a volte anche la ripetizione) di
quanto i giovani hanno gia appreso nei Licei e negli Istituti Tecniei,
e il caleolo infinitesimale viene quasi sempre rimandato al secondo
anno. — In Germania invece si mettono gli studenti novelli subito alle
prese col calcolo; si insegna loro fors’anche nello stesso tempo (e senza.
troppo insistervi) un po’ di geometria analitica, e la geometria projettiva,
soprattutto se trattata sinteticamente, la si rimanda a pit tardi, salvo
poi non occuparsene affatto o quasi, se intanto lo studente acquista, come
spesso avviene, un sacro orrore per tutto cid che sa anche solo lontana-
mente di geometria, invece di essere pura e purissima analisi. — Da
questo lato dunque le consuetudini italiane mi sembrano forse preferibili.
La geometria projettiva mi sembra ottima ginastica della mente, e offre
anche ai giovani un numero grandissimo di questioni facili e pur in-
teressanti, che sono assai atte a infondere in essi amore alla scienza.
Invece il calcolo infinitesimale & materia forse pill astrusa, e sard
meglio e pitt facilmente gustata da-giovani che hanno gid eompiuto
un anno di studio nelle Universita, senza tener conto poi dell’oppor-

. tunitd di conoscere gid prima, e a fondo, gli elementi della geometria
analitica, piuttosto che andarseli studiando, pitt o meno in {fretta, man
mano che oceorrono o che si rendono utili nelle applicazioni (*).

o ’
D’altra parte perd & innegabile che la Lern-und Lehrfretheit delle

- Universita tedesche offre dei vantaggi grandissimi, dei quali a chiunque

(*) Lo studio sollecito del calcolo infinitesimale & richiesto perd in Ger-
mania da una ragione chie per noi non sussiste. Per I'esame di Stato, che
spesso viene dato dopo circa otto semestri di studio, si richiedono delle
cognizioni di fisica matematica molto superiori a quelle che gli studenti
acquistano di solito nelle nostre Universita, dove in un anno solo ben poehi
" argomenti possono venir trattati. E i diversi corsi che a tal uopo devono
venir seguiti richiedono tutti, naturalmente, che i giovani ne abbiano gia
-seguito prima uno di meccanica, e prima ancora, quindi, di calcolo infinitesi-
‘male. Da ¢id la necessith di cominciare presto cogli elementi di quest’ultimo.

-
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sard facile rendersi ragione. B in questo modo che Vinsegnante pud
condurre davveroi giovani nelle regioni pit elevate della scienza, e
particolarmente in quelle che a lui sono pili famigliari, continuando
di semestre in semestre un dato corso o gruppo di corsi, tendente a

mettere in luce un dato capitolo o ramo di scienza. E cosi ad es. che

Tillustre KLEIN colle sue lezioni sulla Geometria non euclidea (1889-90),
sulle Superficie di Riemann (1891-92), sulle Equazioni differenziali
Lineari (1890-91 e 1893-94), in parte anche colla Hihere Geometrie IT
(1893), e infine colla Zahlentheorie del prossimo semestre invernale, va
facendo luce mel campo, assai oscuro da principio, ma che si va ora
man mano rischiarando, dclle FUNZIOXI AUTOMORFE.

Riassumendo, la differenza fra I'insegnamento italiano e quello tedesco
si pud forse caratterizzare {in tesi generale) cosi: In Italia si danno agli
studenti di matematica delle ottime basi, ma appunto perché a queste si
pone ogni cura (e un po’ anche per altre ragioni) manca di solito il
tempo di condurre i giovani molto avanti nella scienza, e non sono
frequenti i easi in cui nei corsi di analisi, di geometria, di meccanica
superiore, o in quello di fisica matematica si pud esporre qualche capitolo
di scienza un po’elevato. In Germania invece si sorvola spesso sulle basi
(e pilt specialmente su certe parti di queste), e si lascia quasi agli stu-
denti di buona volontd la cura di completarsele, ma si ha cosi anche
il modo di condurre chi ha potuto e saputo procurarsi queste basi molto
pill avanti (in certi campi almeno) di quanto da noi avviene.

L’uno e l’altro dei due sistemi ha i suoi lati buoni. Ma non sarebbe
possibile, conservando pur com’®, o quasi, il nostro primo biennio,
riordinare il secondo in un modo analogo a quello ch’¢ in uso nelle
Universitad tedesche, e con‘idee quindi che riescirebbero certo pii
conforml alle esigenze della scienza moderna? — La questione viene
qm anche a collegarsi strettamente con quella vecchia e tanto dlbattuta.
degli esami.

£

Nelle Universitd tedesche non si danno esami speciali sui singoli

corsi, come avviene da noi, e un tal sistema sarcbbe infatti assoluta-

mente incompatibile col modo in cui Vinsegnamento viene ijmpartito.
Colla liberta che ad ogni insegnante & lasciata nella scelta dell’argo-
mento delle sue lezioni, non si potrebbe prescrivere tutt’al pit che un
numero minimo di esami speciali, e anche questa sarebbe una prescrizione
senza alcun valore pratico e affatto insufficiente come garanzia delle
cognizioni acquistate e della diligenza dimostrata dai vari studenti.
Tutto & riposto quindi negli esami di Stato, i quali aprono la via, se-
condo i casi, all’insegnamento o all’esercizio delle diverse professioni.

Rivista di Motematica (dicembre 1804). 12
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Per quanto si riferisce in particolare agli studi fisico-matematici,
Pesame di Stato & un primo passo verso ’idoneitd all’insegnamento
nelle scuole secondarie (Gymnasien. Realgymnasien, Realschulen); dico
un primo passo, perche, superato anche l’esame, occorre pur sempre
‘un anno almeno di tirocinio, prima di poter essere inscritti nell’elenco
degli aspiranti a un tale insegnamento. I posti che si vanno man mano
rendendo vacanti vengon poi dati ai diversi candidati, per ordine di
anzianitd. In Prussia quest’elenco & tenuto anzi separatamente per cia-
scuna delle diverse provinecie; ma da qualche anno in qua pud anche
esservi inscritto chi abbia dato 1’esame in un’Universitd non Prussiana,
purche sia egli stesso Prussiano di nascita. All’esame di Stato i giovani
" possono presentarsi (in Prussia almeno) dopo sei semestri di studio; ma &
ben. raro il caso-che qualecuno vi si presenti prima dell’ottavo semestre.
Gli -esami sono scritti e orali. I primi consistono in un certo. numero
di lavori scritti, su temi assegnati, per svolgere i quali si lascia del
tempo parecchio. I secondi comprendono materie principali (ad es. ma-
tematica e fisica), materie secondarie (scienze vaturali)e cultura gene-
rale (storia della letteratura, filosofia, religione); in tutto otto o nove
materie, sicche il lavoro di preparazione riesce sempre assai faticoso.

Ben distinta dall’esame di Stato & invece la laurea, la quale con-
ferisce il titolo, puramente onorifico, di doctor, colla qualifica della
Facoltd in cui questo titolo & stato conseguito; secondo i casi dunque,
doct. theol., doct. med., doct.jur. o doct. phil. Quest’'ultima laurea cor-
risponde da sola alle nostre in lettere e in filosofia, in matematica,
fisica, chimica e scienze naturali, essendo i relativi insegnamenti tutti
compresi nella philosophische Facultdt. Per questa laurea si richiede
come da noi una dissertazione scritta su argomento di libera scelta, e
un esame orale. Per quanto si riferisce alla dissertazione, & forse dif-
ficile dire, in tesi generalg, quali siano le esigenze, tanto pili che queste
possono anche variare a seconda degli insegnanti e delle Universita;
tutto sommato perd, credo non ingannarmi dicendo che si richiede
qualeosa di pilt che non da noi (*)(*).

(*) E cid & provato indirettamente anche da una disposizicne, la quale
prescrive che tutte le dissertazioni di Laurea siano date alla stampa.

() La distinzione fra Laurea ed esame di Siato & eomune anzi, come
ho detto, a tutte le Facolta. Cosi p. e. nella Facolth medica Pesame di Stato
conferisce il titolo di approbirter Arzt, ossia medico nel vero senso della
. parola, e la laurea quello di doct. med., ossia dottore in medicina. Sipud
dunque esser medico senza esser dottore in medicina, e viceversa. — Nella
Facolth medica 1’esame di Stato si divide perd in tre parti, che vengon
. ‘date successivamente in epoche diverse, e vertono anche rispettivamente su
diversi ;gruppi di materie.

N
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Un riordinamento del nostro secondo biennio di matematica nel
senso accennato poc’anzi, come l’ebbe anche a propugnare in questa
stessa Rivista, circa un anno fa, YEgr. Prof. PascaL (!), porterebbe
come conseguenza necessaria l’abolizione degli esami speciali del 3° e
4° anno, e lintroduzione di una specie di esame di Stato, che abilitasse
all’insegnamento nelle scuole secondarie. Ma questa seconda riforma,
come lo stesso Prof. PascarL ha giustamente osservato, completerebbe
la prima nel modo pili opportuno, e ¢id anche per parecchie altre ra-
gioni, sulle quali sorvolo, rinviando il lettore all’articolo citato del
Prof. Pascan. — Ma anche un altro vantaggio ci sareblbe dato in

" questo modo di raggiungere; si potrebbe cio¢ temere la Laurea in

Matematica, come cosa indipendente dall’esame di Stato, a un livello
molto pilt alto di quello che oggi non sia. Non vi & nessun paese del
mondo dove una Laurea (e specialmente una Laurea in matematica)
si acquisti cosi @ buon mercato come in Italia. Per non parlare della
‘Germania, mi basti dire che in Francia si laureano soltanto persone
di una certa etay, le quali abbiano presentato un lavoro di vera e
indiscussa importanza scientifica, e a prova di questo sta il fatto che
nella Facolta di Parigi le Lauree in matematica non furono in tutto
il ventennio 1871-90 che circa ottanta (*). In Inghilterra la Laurea &
anche un titolo onorifico, non facile a conseguirsi; in Danimarca e in
Svezia essa abilita senz’altro alla libera docenza, ed esige percid nel can-

* .didato requisiti corrispondentemente superiori. E infine nella maggior

parte delle Universitd Americane il titolo di Doctor of Philosophy ()
non & che un Tlird degree, mentre il first degree, per il quale si ri-
«chiedono pure, come da noi, quattro anni di studio, non conferisce che
il titolo di Bachelor (bacceliere) of Arts, of Science, of Letters, ¢ in
mezzo ai due sta ancora il Second degree, ciod il Master of Arts (Ma-
.gister artium), o anche of Letters, o of Science. Soprattutto sarebbe bene
che la Laurea fosse qualcosa di diverso da un complemento necessario
- spesso immediato di un determinato corso di studi (e tale & proprio
sgraziatamente da noi! (¥)); e a questo proposito mi piace anzi ripor-

(*) Cfr. questa Rivista; vol. II (1893): p. 170-179.

() E forse una mezza dozzina nelle provincie! Questo mostra pure come
tutto il movimento, anche scientifico, della Francia tenda a concentrarsi in
quella gran capitale! .

(*) Questo nome unico dato anche qui a una Laurea, che corrisponde da
sola a parecchie fra le nostre, non mi sembra certo costituire una differenza
sostanziale.

() E la dissertazione richiesta, per la quale non si hanno a volte che

esigenze assai limitate, non muta certo sensibilmente lo stato di cose. Un
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tare le parole seguenti, lette sul Catalogue of the University oj
Wisconsin (1893-94).
_ This degree (Doctor of Philosophy) will not, however, be con ferred
simply on the ground of the completion of study for the prescribed
" . length of time. Special attainments are requisite; particularly the
" power of original thought and indipendent investigation..... A thesis
must be presented, which shall give evidence of original research and
indipendent treatment...
Parole veramente sagge e assennate. E io vorrel davvero augurarmi
che presto la si pensasse cosi anche in Italial...

. *
‘ ® %
Ma c’¢ anche un altro punto, relativo all’insegnamento della ma-
tematica in genere, del quale voglio far cenno, sia pur brevemente.
Nelle Universitd si trattano oggigiorno le pil alte questioni scien-

tifiche, e si discutono a volte anche problemi che segmano l'estremo
limite al quale la scienza per il momento & glunta Ma a lato delle

sono altri Istituti d’Istruzione Superiore, gli Istituti Tecnici Superiori
.(Scuole d’Applicazione per gli Ingegneri), nei quali lo studio della.
scienza pura non & certo spinto tanto innanzi, ma si da invece la
preferenza a quei problemi speciali, che pili direttamente interessano
. i bisogni della vita pratica. E, non piu a flanco, ma solo un gradino
pin in bagso delle Universita stanno anche gli Istituti, troppo spesso

- © in vista forse, ma non per questo a volte meno benemeriti, sudano a

' "'dJrozza.re forse ancora quelle menti che, salito poi l’ultimo gradino,.

. ..f andranno a ricevere negli Istituti Superiori il pane della scienza. pura.
‘0 applicata. Or bene, a chi le st a fianco e a chi a breve distanza.

. la segue, sempre conviene che 1’Universita stenda le braccia per reci-

. proco aiuto; reciproco, in quanto che, da una parte e dall’altra, sempre
vi sard da guadagnare.

- In primo luogo, per far progredlre la scienza, bisogna risolvere dei
probleml ; e per quanto di questi ultimi non ve ne siano mai troppo
pochi, non sard male ricordare ehe la maggior parte di essi ci vennero
dau eci vengon proposu tattora dalle diverse scienze applicate () e

: Iavoro partlcolare (theszs) si_ richiede del resto anche per il conseguimento
" del titolo di Bachelor.
" (%) E fra queste sarebbe paturalmente pmma la fisica. Diceva anpunto
" il KLRIN, -che ¢id che & importante per la fisica Jo & quasi sempre anche per
-1a matematica; e viceversa/

-, Universita propriamente dette (0 megllo delle Facolta di Scienze) vi -

dimenticati, @ istruzione secondaria, nei quali altri ingegni, meno-
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dai bisogni della vita pratica. Da cid dunque la necessitd, o almeno

la somma convenienza per gli Istituti destinati anche a far progredire -

la sola scienza pura, di tenersi continuamente a contatto di quegli altri,
nei quali le scoperte gid fatte ricevono il battesimo dell’utilita pratica,
e che ad essi potranno in pari tempo fornire ottimo argomento di nuovi
studi e nuove ricerche. D’altra parte & pur chiaro, che anche a questi
ultimi Istituti il contatto coi primi, i cui risultati essi hanno continua-
mente da applicare, non potrd essere che di giovamento.

In secondo luogo poi basterd osservare che, mentre le Universitd
ricevono dalle scuole secondarie i loro studenti, esse devono in pari
tempo fornire a queste gli insegnanti, sicch¢ un buon accordo fra le
une e le altre diventa, nonché utile, quasi indispensabile. L’insegnante
di Universita che meglio conosca i bisogni delle scuole secondarie,
meglio potra addestrare i suoi studenti ad insegnare quivi un giorno;
e insegnante di queste, al quale sia dato modo di mantenersi in rap-
porti colle Universitd, potra pit facilmente temer dieiro ai progressi
scientifici, e adempiere anche meglio al proprio ufficio.

Cio posto, si potrebbe domandar come vanno le cose in Germania '
" da questi due lati. In Italia, mentre le Universita mantengono pur

sempre rapporti pilt o meno stretti colle Scuole d’Applicazione per gli
Ingegneri, esse vivono anche e prosperano senza quasi curarsi degli
Istituti d’istruzione secondaria. In Germania invece avviene tutto il
contrario, quanto al primo lato, si & ancora indietro; ma si & fatto e si
fa molto dal secondo.

In Germania vi & oggi ancora separazione quasi assoluta fra le Uni-
versith e gli Istituti Tecnici Superiori (Technische Iochschulen). Per
quanto da tempo parecchio sia invalso I'uso di affidare in questi Istituti

4 scienziati insigni la cattedra di matematica, pure il fatto stesso che .

essi si trovano generalmente (con poche eccezioni, ad es. Charlottenburg-
Berlino e Monaco) in citta prive di altri Istituti Superiori contribuisce
gia non poco al loro isolamento; e solo in questi ultimi tempi si sono
.alzate alcune voci contro questo stato di cose. Mirabile esempio di fusione
invece la Francia, dove i matematiei pil illustri del secolo sono tutti
esciti dall’ Ecole polytechnigue! . :

Ma molto avremmo invece da imparare dalla Germania per quanto

si riferisce ai rapporti fra Istituti secondari e Superiori. In seguito a .
una disposizione del governo Prussiano ogni anno nelle vacanze Pasquali
.-gli insegnanti di scuole secondarie sono invitati a riunirsi, quelli delle

province orientali a Berlino, quelli delle province occidentali a Got-
tinga; e Ji rimangono circa quindici giorni, a contatto degli insegnanti
universitari. Conferenze e lezioni permettono da un lato ai numerosi

convenuti di tenersi al corrente dei tanti e tanti progresm che la scienza -
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va contmuameute faeendo, mentre d’altra parte anche gli insegnanti
‘di Universita hanno modo di rendersi esatto conto dei bisogni e dei
desideri dei primi. Le poche lezioni si aggirano naturalmente su quegli
argomentx che pilt Ppossono interessare i convenuti; cosl a Gottinga

nell’anno corrrente il prof. KLErN ebbe a dimostrare che ¢ e = non
sono numeri algebrici; il prof. Drrox riprodusse le ormai famose
esperienze del compianto HERTZ; e altre lezioni tennero i professori di
zoologia, botanica, ecc. (*),

*

Sui corsi tenuti quest’anno all’Universitd di Glottinga non mi trat-
“terrd qui a lungo. — L’Universitd conta oggi tre professori ordinari
di matematica; SCcHERING, KLEIN, ¢ WEBER. A questi sono da aggiun-
gere VOIGT, professore di fisica matematica, e SCHCR, di astronomia;
Direttori questi rispettivamente della sezione corrispondente del Gabi~
. metto di fisica, e dell’Osservatorio astronomico. ScreRrING & anche Di-

_rettore del Gauss’ erdmagnetisches Observatorium, nel quale si fanno
osservazioni e ricerche di magnetismo terrestre. ’

E professore straordinario ScrSNFLIES. Liberi docenti durante Panno-
1893-94 erano FRICKE, ora professore alla Scuola Superiore di Braun-
schiceig; BURKHARDT, € AMBRONN (astronomia). RITTER e BOHLMANN
daranno prineipio al loro insegnamento solo linverno prossimo.

Dei due corsi del KLEIx sulla funzione ipergeometrica e sulle equa-
zioné differenziali lineari di 2° ordine, il primo & gid uscito, il secondo
. uscird fra breve litografato. Al eorso di Geometria elementare ho gia

_accennato (in una nota); fu un corso interessante anche dal lato sto-

(*) Non sara fuor di luogo il notare a questo punto, come in Germania
gia per parecchie vie si sia validamente affermata ’opportunitd di non
abbandonare gli insegnanti di scuole secondarie al loro destino e all’opera
loro individuale, ma di riunirli a determinute epoche, per rinfrescare i
loro ricordi scientifiei, dai quali 'insegnbmento che sono chiamati a im-
partire troppo spesso rimane discosto, e per allargare possibilmente la
loro cultura, secondo lo richiedono i progressi della scienza. Con in-

. tendimenti cosl fatti sorse anche anni sono il physikalischer Verein di

Francoforte 8/m, che indice annualmente riunioni di insegnanti, e provvede
a.che ad essi siano tenute conferenze, lezioni sperimentali, .ecc. E degli.
- interessi generali, materiali e intellettuali, degli stessi insegnanti i occupa

,assal ‘anche il Verein sur Virderung des Unterrichts in der Mathematik
. und in den Naturwissenschaften, che tenne quest'anno, nelle vacanze di

" Pentecoste, a Wiesbaden la sua terza adunanza generale.

— 183 —

rico, essendovisi fatta parola di matematici di tutti i tempi e di tutte
le nazioni, dal vecchio Ammes — vissuto in Egitto ai tempi dei ¢ pa-
storé (2000 a. A. C.?) — che ci lascid il famoso Papirus Rhind, al russo

~ ABDANK ABAKANOWICZ, al quale & dovuto 1'énfegrafo, uno dei piu re-

centi e importanti trovati (*) (%).

Fra gli altri corsi, ricorderd quelli del WEBER sui nwmeri algebrici.
Nel primo semestre, introdotti i concetti di numero algebrico e di corpo
di numeri, fu trattato principalmente il problema della scomposizione

in fattori ideali secondo DepexInp. Nel semestre estivo fu oggetto spe- -

ciale del corso la teoria corrispondente di KroxeCKER (%).

Complemento importantissimo dei corsi sono le esercitazioni o semi-
nari, che corrisponderebbero press’a poco alla nostra Scuola di Ma-
gistero, o meglio a cid che quest’ultima era in talune nostre Universitd
(p. e. a Torino) alcuni anni or sono (*). Un estratto dello Statuto del
mathematisch-physikalisches Seminar & annesso allo Studienplan, di
cui ho gia parlato, e ne definisce lo scopo colle parol2 seguenti:

Die Aufgabe des Seminars ist, die Studierenden zur Selbstthiitigheit
anzuregen, und sie in der Anwenduny des in den Vorlesungen Ge-
lernten zu unterweisen.

Questo scopo viene raggiunto mediante conferenze degli stessi in-
segnanti, o anche esercitazioni diverse da essi dirette e consistenti in
lavori seritti e conferenze per parte degli studenti. Ciascuno dei di-

versi Direttori (RIECKE, ScHERING, VoI6T, KLEIN, ScHUR, WEBER) i -

(1) Es zeigt sich so unsere Wissenschaft erhaben tber dem Wechsel der
Zeit und der Nationalitit.....

(?) Gioverd forse insistere aacora sullo scopo principale di questo corso, -

gia accennato di sopra: Es handelle sich darum, ob durch die Fortschritie
der Mathematik meues Licht itber die elementaren Fragen welche den
Lehrer interessieren fgeomelrische Constructionen, Quadratur des Kreises/
geworfen ist, ob die moderne Mathematik nicht bloss Dinge fir Specia-
Uisten behandelt, sondern auwch Tragweite fir elementare Fragen besitzt.
Eine positive Auffassung in Bezug hierauf beigebracht zu haben, und dem

Pessimismus, welcher den Werth der modernen Mathematik fir die All-

gemeinheit leugnet, enigegengeireten zu sein, mag der Hauptzweck dieser
Vorlesung gewesen sein/

(*) ScHERING tenne anche un corso di teona det numeri; SCHONFLIES di
geomelria pro;ettzua e di geometria mﬁmteszmale Voict di meccanica e
teoria del potenziale; ece.

(*) Fino al 1889. Fu allora appunto che nuove dlsp081z10n1 ministeriali
le prefissero come scopo I’'addestramento dei giovani all’insegnamento se-
condario.
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attiene, a seconda dei casi, all’uno o all’altro sistema; ¢ cosi mentre
"KLEIX, e_a volte anche WEBER, seguono quello delle conferenze tenute
da studenti, e VoIeT, non a torto, preferisce -(nella sua materia) il si-
stema dei lavori scritti (problemi di meccanica, ece.), Riecke va svol-
gendo invece qualche capitolo speciale di fisica (ottica geometrica, espe-
rienze di Hertz, ecc.), e ScHERING e ScHUR iniziano gli studenti ai
lavori nei rispettivi osservatori.

Nel Seminario diretto dal Prof. KrLerx le conferenze ebbero, nell’in-
verno 1893-94, argomenti svariati, collegantisi perd in parte colle lezioni
sulla funzione ipergeometrica che lo stesso KLEIN andava allora det-
" tando (*).. Nell’estate successivo esse si aggirarono in gran parte sulle
funzioni sferiche (Kugelfunctionen) e loro applicazioni neclla fisica ma-
tematica (%).

Coloro che sono ascritti al Seminario possono anche usufruire, vo-
lendolo, della Sala di lettura (Mathematisches Lesezimmer) e relativa
- biblioteca. Scopo di questa istituzione & di mettere a disposizione degli
studenti soprattutto quei libri e periodici che pilt frequentemente occorre
di consultare; e -appunto per non venir meno a questo scopo, ¢ lasciare
sempre tutto a disposizione di tutti, & assolutamente proibito darne i
libri in prestito. Chi desidera avere a casa qualche volume pud rivolgersi
alla biblioteca generale (Universititsbibliothek) che lo accorda senza
difficolta. Per l'uso della Sala di lettura & stabilita una tassa di tre
. marchi per semestre, e di cinque se si desidera avere un posto speciale

(*) Woobs: Ueber Minimalfiichen; SNYDER: Ueber Kugelgeometrie; FURT-
WAENGLE&: Reduction der ganzzahligen terndiren cubischen Formen. Poi:
JaccorTeT: Ueber assymptotische Ausdriicke vop Functionen; Lorey: Con-
vergenz und Divergenz der hypergeom. Reihe F{a.b,c,x) im Falle x=1;
" Si16M WinstoxN: Die Zusammenhangsformeln fir die Hauptzweige der P-
Fuynction; BEKE: Ueber homogene lineare Differentinlgleichungen, speciell
uber Analogien zwischen denselben und den algebraischen Gleichungen;
Si6%s CrisHOLM: Ueber sphdrische Trigonometrie, speciell iiber mdgliche
geometrische Deutungen der gewdhnlichen Gleichungen..... Infine per parte
.dello stesso Prof. KLeiN: Erkidrung der Einrichtungen und Sammiungen
".von. Lesezimmer und Modellkammer.
(*) Ganze rationale rdumliche Kugelfunctionen; Kugelflichenfunctionen;
Kugelfunctionen als Specialfiille der hypergeom. Function; Entwickelung

} -nach Kugelfunctionen; Vergleich dieser Reihen mit Fourier’schen I’ezhen,..
"E poi la -parte storica: Die Gaussische Theorie des L‘rdmagnelzsmus, die

- Laplace’sche Enthckelung nach Kugelfunctionen; die alten Uniersuchungen
von STURM und L1oUvILLE wber lin. Diffgleich. 2ter Ordnung; ecc.

* einer willkurlichen Function des Ortes auf der Kugelfiiche in eine Reihe -
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e fisso (con cassetto); nell’uno e nell’altro caso si ricevono le chiavi
della sala, sicché vi rimane libero I'accesso a tutte le ore del giorno.
Nella sala sono raccolti anche i sunti (manoscritti o litografati) di pa-
-recchi corsi tenuti dal KLEIN, sopratutto in quest’ultimo decennio (eredo
anzi di tuttii corsi, dal 1884 in poi), nonche quelli delle conferenze di-
‘seminario, redatti dagli stessi studenti che rispettivamente le hanno
tenute. Fra i libri sinora raccolti e fra quelli che si vanno man mano
acquistando hanno sempre una certa parte quelli che trattano di scienze
.applicate, e anche di matematiche elementari. E fra i nuovi acquisti
hanno larga parte anche i periodici, specialmente tedeschi e francesi
[(di italiani, sgraziatamente, nessuno!) per un valore complessivo di ben
300 marchi all’anno.

*
* ¥

Non sard male forse ch’io chiuda queste poche pagine con qualche
cenno sulla vita che si vive a Gottinga, i cul particolari potrebbero
interessare qualcuno.

Cid che Gottinga offre di pill curioso e caratteristico & l'insieme di
tutti gli stranieri quivi convenuti da ogni parte d’Europa e del mondo.
1’Universita, che non & certo in Germania tra le pitt frequentate, non’
.conta pit di 800 studenti, e fra questi quelli di matematica non sono
in media che da venti a trenta. Ma gli stranieri, specialmente Inglesi
- Americani, hanno in questo numero decisamente il sopravvento; e
parecchi hanno anzi gis conseguito in patria titoli o gradi accademici,
0 almeno seguito un corso completo di studi Universitari. Fra gli stra-
njeri, coi quali ebbi la fortuna di imbattermi, mi piace ricordare il
Prof. Bexg della Staatsoberrealschule di BUDAPEST, ritornato di propria
volontd studente dopo non pochi anni di insegnamento; e oltre a lui
ricorderd pure una gentile rappresentante della bionda Albione, figlia
dellalma mater CAMDRIDGE. Fra gli altri paesi d’Europa, vidi rappre-
sentate la Francia e la Svizzera, la Danimarca e la Polonia. Numerosi
poi gli Americani, di tutti gli Stati del Nord e del Sud, dell’Est e
-dell’Ovest; e fra questi anche altra signorina, A. B., proveniente dal-
YUniversita, di Wisconsix. Antichi scolari hanno anche a volte occa-
sione di ripassare da Gottinga, e vi si trattengono pilt o meno lunga-
mente; cosl p. es. nell’estate scorso vi rimase oltre un mese il Prof.
Oseoon dell’ Universitd di CaMDRIDGE Mass., e alcuni gmrm il Prof.
Borza dell’Universith di Cricaco.

1 buoni rapporti, e non solo fra studenti, ma anche fra studenti e
insegnanti, sono cementati da riunioni extrauniversitarie (o almeno
gll’infuori dell’orario e delle lezioni regolamentarl), nelle quali gh stessi
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professori sono spesso ben lieti di sedere in mezzo ai loro studenti. Fra
queste riunjoni, che in Germania sono larga parte della vita scientifica,
ricorderd quelle della Mathematische Gesellschaft e del Mathematischer:
Verein, .
"La fondazione della Mathematische Qesellschaft risale a circa due

fisica, e, per di pin, vi sono anche temporaneamente aggregati tutti
coloro — pit che altro stranieri — che hanno seguito in una qualsiasi
Universitd un corso completo di studi fisico-matematici. La societa si

. Triunisce, di solito, una volta per settimana; e uno dei membri o ag-
gregati tiene una conferenza, su ricerche originali se ne ha argomento,
0 se no su altro, p. e, su qualche opera escita di recente, o su qualche:
complesso di lavori, dei quali egli si propone di dare agli altri no-
tizia. Aggiungo qui in nota i titoli di alcune fra le conferenze tenute:
in questi ultimi due semestri (1).

#
¥* K
Il Matematischer Verein & un’associazione di studenti, e come tale

partecipa a molte fra le consuetudini, a volte tanto caratteristiche, di

(") KLEIN: Bericht uber Amerikanishe Reise [Aug.-Sept. 1893); Ueber-
“Fortseritte der functionentheor. Behandlung der Diffgleich. im letzten

Ueber die tn der Vorlesung ub. lineare Diffgl. bez. der Hermilte ’schen
Gleichung gegebenen Eutwickelungen; FRICKE: Ueb. terndre u. quaternire
indefinite quadratische Formen; Ueb. Vortrdge auf der Minchener Ver-
sammlung der D. Math. Ver.; RITTER: Ueb. den Beweis des Satzes: « Bei
stetiger Aenderung eines Fundamentalbereiches mit linearer Kantenzuord-
nung dndern sich auch die zugehdrigen automorphen Functionen stetig »;
Fano: Ueb. die neuesten Untersuchungen der ilalienischen Geometer; Ueb.
eigene Unters. im Geb, der Liniengeom.; SOMMERFELD: Ueb. die Methode
der Hauptlosungen in der mathem. Physik; Ueb. Funct. reeller Verdnd.
welche durch part. Diffgl. definirt sind; ScHONFLIES: Ueb. Hexagonoide;
Ueb. regelm. u. lickenlose Anordnung von Parallelepipeden; BEKE: Bemer-
kungen zur Picard-Vessiot *schen Theorie der lin. Diffgleich ; WEBER: Ueb.
algebraische Zahlen nach der Kronecker’schen Auffassung, und ub. die
" Beziehung der Kronecker *schen zur Dedekind schen Theorie; BURKHARDT:
. Ueb. mathem. Unterricht in Frankreich; Ueb. neuere Resultate von Picard
. aus der Theorie der Diffgleich.; HEEGARD: Ueb. abzdhlende Geometrie
-(nach Vorlesungen von Prof. Zeuthen in Kopenhagen im Jahre 1891);
- _ ScuiLuiNG: Ueb. den Fundamentalbereich der Schwarz schen 8~ Function:
im Falle complewer Exponenten; ece.
. N PN e p
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anni or sono. Ne sono membri tutti gli insegnanti di matematica e

Jahrzehnt (lineare Differentialgleichungen u. Diffgleich. 1ter Ordnung/;
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queste stesse associazioni; notevole esempio del come scienza e diver-
timento possano stendersi la mano. Non & istituzione recente, ché anzi,
dopo esser passato per vicende pilt 0 meno liete ed aver vista talora
in pericolo la sua stessa esistenza, giunse poche settimane fa a cele-
brare felicemente il 25° anniversario della sua fondazione, E per il
momento le sue sorti sembrano assicurate.

Dello Statuto di questo Mathematischer Verein riproduco qui i primi
articoli:

§ 1. Der « mathematische Verein zu Géttingen »..... hat zum
Zweck, das gegenseitige Bekanntwerden der Mathematiker Gittingens
2w vermitteln, sowie denselben Gelegenheit zu gebem, sich im freien
Vortrage und in Demonstrationen an der Wandtafel zu tiben.

§ 2. Diesen Zweck sucht der Verein durch wdichentliche Ver-
sammlungen zu erreichen, die mit Ausnahme der gesetzlichen Ferien
jeden Donnerstag Abend stattfinden und um 8 ', Uhr beginnen...

§ 8. Es ist winschenswertl,, dass die Mitglieder des Vereins
nach Schluss des wissenschaftlichen und geschdftlichen Theiles des
Abends sich zu geselligem Beisammensein vereinigen.

Lo scopo dell’associazione & stabilito dal § 1, e sull’opportunitd di
raggiungerlo non ho bisogno di insistere. Le sedute di cui al § 2 hanno
Inogo regolarmente ogni settimana, e comprendono tre parti: Gescldft-
licher Theil, 1wissenschaftlicher Theil e gemiithlicher Theil, quest’ul-
tima in conformitad del § 3.

La seconda parte (parte scientifica) consiste per lo pilt in una con-

- ferenza tenuta da qualche studente, su tema di libera scelta (*). Non

si pud in queste conferenze pretendere gran cosa, perche il pit delle
volte si tratta di studenti ancor giovani, ma per questi appunto esse
costituiscono un ottimo esercizio. Quando nessuno si presenti per te-
nere la conferenza in una data sera, qualcuno dei pit giovani (che non
gono ancora alle prese cogli esami) pud venirvi comandato.

A far parte del Verein sono ammessi tutti gli studenti regolarmente
immatricolati, én quanto gid non appartengano a qualche altra asso-

- ztone. Ma alle sedute possono anche assistere, e assistono anzi assai di

+ (1) Talvolta anche da ex-goci (Alte Herren); p.e.D* RITTER: Ueber Grund-
begriffe und Randbedingungen des logarithmischen Potentials; D* FELGEN-
TRAEGER: Ueb. moderne Fernrohrkonstructionen; ecc. Ricorderd ancora i
temi di aleune conferenze elementari dell’ultimo semestre: Ueb. Systeme
von linearen Gleichungen; Ueb. die Theorie der reciproken Polaren ;
Ueb. das Beriihrungsproblem des Apollonius; Ueb. Basisapparate; Ueb.

- Hygrometrie;.....
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Bpesso, - coloro che gid furono studenti e soci (alte Herren), e ora

. hanno raggiunto il grado di libero docente o talvolta di professore (e

professore ordinario). E cost appunto che si affermano vieppit i cordiali
rapporti'fra studenti-e insegnanti.

Il Verein possiede anche una biblioteca, dalla quale i soci possono
avere libri in prestito. '

Quanto al gemiithlicher Theil, non entrerd qui in dettagli, perchs
non ne & il luogo, e troppi d’altra parte ce ne vorrcbbero. Mi basti dire
che Ia seduta & regolata dalla disciplina comune a tutte le associazioni
<di stndenti, e che anche il canto vi ha larga parte (*) (®).

Queste riunioni, nelle quali prima si attende colla dovuta serieta
alla parte scientifica, e poi tutti si danno alla pilt gaia spensieratezza,
sono veramente qualeosa di caratteristico e non si ritrovano, ch’io
sappia, in nessun altro paese. Bello sarebbe invero il poterle introdurre
anche fra noi, percheé sia pure (come 1} avviene) col bicchicre alla mano,
cultura e abilitd didattica dei giovani studenti sempre ei guadagnano.
Ma non & possibile imporre di qua delle Alpi, da un momento all’altro
o in breve periodo di tempo, cid che di 14 & consuetudine invalsa da
secoli e tramandata di generazione in generazione!

Colognola ai Colli (Verona), settembre 1894.

(*) E una certa parte ha nel canto anche la scienza! Cfr. ad es. le Mathem.
Lieder (Der Pyfagoreische Lehrsatz, Rn, die Riemann’sche Fldichel.....).
" (® Come associazione di studenti, il mathem. Verein appartiene, con
altre quattro (Classisch philologischer Verein, Akad. historischer Verein,

* Akad. theologischer Verein, Theol. Verein Coucoaﬁm), al Verbard wis--

senschaftlicher Vereine, che & uno dei tanti grupp? aventi diritto ad essere

o ra.ppreséntati nell’Ausschuss der Studentschaft.
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Intorno ad alcune identita algebriche.

§ 1.

Nella raccolta di formule di matematica (¥), pubblicate insieme col
vol. TII di questa Révista, si trovano registrate nei nn. 62 e 63 della
pagina 14, le identitd ,

(@41 —a®—b°*=D5ab (@ -+ b) (@® + ab +b?)
(a+b)—a — b =Tab(a+D) (a* + ab —+- b%)?
le quali dipendono, come casi particolari, dal gia noto teorema:

I1 polinomio (a —+ bt — ak — bk & divisibile per a? —+ ab + U* qzca-ndo
% & della forma 6t 1, ed & divisibile per (@® + ab +U?)? quando k
& della forma 61~+1.

Non so se fosse parimente conosciuta la verita del teorema analogo:

Il polinomio (@ —+ b)* + a¥ ~ b* ¢ divisibile per a®—+ab -+ b* quando
L ¢ della forma 6t1-2, ed & divisibile per (qz+ab+ b®)? quando k
¢ della forma 6t—2. .

“Sta nel fatto che non si trovano nella raccolta le identitd

(@ -+ b)? +af +b* = 2 (a® + ab +b)

(a+b)‘+a4+b“=2(a2+ab—+—b2)?

(a -+ b)f -+ a8 ~+ b® = 2 (a® + ab —+ b?) (a®*+38a*b—+10a*V* +
15 a3 b® -+ 10 a? b® + 3 ab® + b°)

(a-i—b)“’--i—a(“’—+-b‘°———(aﬁ—f—ab-&—bg)2 (2a+6a°b—27a' "+
44 a3 b3 + 27 a? b* + 6 ab® +20%) , ecc. :

che pure ne sono casi particolari.
% certo poi che, posto

D, =a"+a" b+ ..+ ab™t + b

(*) Formulario di Matematica, 11, § 4, P 62, 63.

.
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I'uno e Paltro de1 ‘teoremi sopraenunciati sono conseguenze dei due’
teoremi pil generali : :
L. Il polinomio

(1) (@™t 4= a2 + .., + ab™? bk — gk gm—2k Bk
~— ak pm—2)k b(m—1)k

& divisibile per D, se k & un numero dispari e primo con m ~+ 1, ed

¢ divisibile per D?, se é inolire k== 1-(mod m +1).
II. -II polinomio .

® (@™ =4 a2 b+ ... - @b - P o gim—lk o gm—2k pE |
4 ak Ylan—2k - pim—1)k

¢ divisibile per D,, se k & un numero pari e primo con m -+ 1,ede
divisibile per D*, se & inoltre k=1 (mod m +1).

A questi teoremi dimostrati nella mia Nota intitolata: Alcune pro-
prieta dei coefficienti polinomiali, ece. (*), mi propongo di far qui
un’aggiunta (**), determinando valori di 7, minori di m, tali che

' Dy=a"+an=1b+ ... 4 ab—t - b"

sia un divisore dei polinomi (1) e (2).

§ 2.

Si premetta che quando m +1 & un multiplo di n~1, essendo
o™t —gmt divisibile per a#+ — b+ | sard altresi D, multlf)lo di D.,

e qumdl i polinomi (1) e (2) ammetteranno siffatti divisori D,, allor- -

quando essi siano divisibili per D,
Passando poi a considerare il caso particolare di » = m — 1, e percid

D, =D, = @™ 4 a2 b+ ...~ ab™ 2 - b1 ’
@ chiaro che, avendosi
S (@t 4@ b+ ab™ 2+ Bk =0 (mod D

la condizione necessaria e sufficiente affinche i polinomi (1) e (2) siano
divisibili per D,, & espressa da:

alm—1k - alm—2k bk - ., - gk Bm—2k - bim—1% = 0 (mod D,

m~i) ?

_ i)+
Ma questa congruenza & soddisfatta soltanto quando k& ed m sono

_{*) Giornale @i Matematiche. Vol. XXXI, pag. 119-136.
(**) Essa & contenuta nei §§ 2, 3 e 4. I rimanenti paragrafl sono dedi-
catl allo studm dl altre identita.
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primi fra loro, e percid se s¢ avvera questa condizione, ambedue ¢ po-
dinomi (1) e (2) saranno divisibili per D,,_, .

A ci6 devesi, per esempio, che nel caso speciale di m =2, se k&
un numero dispari, i polinomi (a + b)% — a* — b* e (a -+ b)¥ + a* + b*
sono ambedue divisibili per a +b. E cosi si ha, ad un tempo:

(a+0b)®—a®—b=38ab(a+b)
{@a+0P +a®+ 0= (a—+b)(2a® +ab+21?)

-ed, insieme colle due identitad citate in principio del § 1, si ha pure

(@ ~+ DY —+a® +-b° = (@ ~+b) (2 a* + 3a* b+ 7 a® b2+ 3 ab>+2b%)
(a+8)"+d +b =(a+0)(2a®+5a°b—+ 16 a* B? +19 &® V¥4~
16 a® b* + 5 ab®> + 20%) ,

Ma se si vuole che il polinomio (1) o il polinomio (2) ammettano
il divisore D,,_, , insieme col divisore D, , ossia (essendo D,, e D, _,
primi fra loro) se si vuole che 1'uno o J’altro dei polinomi (1) e (2) siano
-divisibili per il prodotto D,_, D, , allora, ricordando che affinche il
polinomio (1) sia divisibile per D, , il numero % dev’essere dispari e
primo con m ~+1, si giunge alla seguente conclusione:

Il polinomio (1) & divisibile per il prodoito D,,_, D, solamente
-quando k é un numero dispari e primo coi numeri m ed m—+1.

Al contrario, poiché il polinomio (2) & divisibile per Dn se k& & un
numero pari ¢ primo con m —+ 1, ne consegue che m —+ 1 dev’essere
-dispari ed m pari; e quindi & 1mposs1b11e che & ed m siano primi fra
loro. Dunque:

Il polinomio (2) non & mai divisibile per il prodotto D,.,D,.

Cid concorda, nel caso di m =2, colle identitd notate nel § prece-
dente, nelle quali si trovano divisibili per (a —+ b) (a* + ab +b*) i soli
polinomi della forma (a - b)¥ — a* — b¥,

I altresi facile stabilire che solamente il polinomio (1) & divisibile
per i fattori @, b ed a+b.

Esevpro. — Se si pone m =4 e k=3, il numero &k & certamente
primo con m ed m+ 1, e percid il polinomio

(@®+a? b+ ab® + )P —a® — as B% - a3 bS — 1°
& divisibile per il prodotto D, D,. Effettivamente si trova
(P Hatb+abl 0P —a® —at b — P — 1 =
3 ab (a® + a®b + ab® + b®) (a4 -+ alb + a® b + ab® + bf) =
3 ab (& +b) (a? + b?) (a4+a3b—1—a2b2+ab3+b‘)
I1 fattore a—+b che, come & stato osservato, deve sempre appar-

tenere al polinomio (1) &, in questo caso, un divisore del fattore
a® +a* b+ ab® + b3 .
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§ 3

-L’esistenza di altri valori di n, per i quali tanto il polinomio (1}
quanto il polinomio (2) sono divisibili per D, , & resa manifesta dal
seguente teorema:

"~ Se n—+1 & un numero primo con k, ed é un divisore di m v di
m—1 (¥), il polinomio (1) o il polmomzo (2), secondoché k é dispart.
0 pari, & divisibile per D, .
) Il polinomio (1) é divisibile per D, , anche se n-+1 é primo con
"k, ed & un divisore di m — 1.
Infatti, indicando con ¢ e = il quoziente e il resto della divisione

di m —1 per »+1, sara
m—1=mn-+1)g~+r,conr<n-+1

e mediante i principii fondamentali delle congruenze non & difficile

riconoscere che si ha, rispetto al modulo D,

A2 b+ vt Pt = Ln+1)y (ar a1 Y +...+abf—1+b”) y

dalla quale si trae _

3) (@™t 4 a™ 2 b+ ...+ a7 - B = Ptk (@ - ar L D+l
—+ abr—1 -~ br)k .

Cosi pure si trova

am—k L g(m—2)k pk + .+ gk bun—2)k b(m-—1)k == pin+1)gk (ark -+

=Dk prp gk D=k brk)+qb[(n+‘l)(q—-i)+r+1]k (ank @ —DR PR,
- a¥ b=k - prk) |

Ora, essendq per ipotesi‘ n -1 primo con k, e quindi

ark + g =Dk 4, 4 gk hir—1k - pak == 0 (mod D,;)
" Vultima congruenza si semplifica e diviene
(4) . am—Dk 4 gk pk | 4 pim—1k = b+ gk (grk - glr—k bk
.+ bE), _
In virta di questa congruenza e della (3), i polinomi (1) e (2) am-

metteranno il divisore D, , se saranno divisibili per D, , rispettivamente,
i pohnorm '

. ™ lllvcaso‘di n-+1 divisore di m+ 1, non si ridurra sempre -a quello
considerato nel principio del § 2, perché ora non wviene affatto supposto
che i-polinomi (1) e (2) siano divisibili anche per Dm .

S0 VR Y ISR e Rl SA ettt st <! L
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(5) (ar 4= ar—1b ... + abr—1 bk — @k — ar—DEP — ,, —
ak Br—hk — prk
(6) (@ 4+ ar=1b —4~ ... + a1 + b7k - @"F - ar—DEPE -, -
C ak plr—iik 4 prk ’

Dovendo esser 7<Cn -1, si vede subito che si pud prendere:
1°) # = n, perche¢ le due parti (@ +a"1b—+ ... + ab™—14-b )

<

e JF(a™® +ar—0kpk 4 4 D7F) che costituiscono i polinomi (5) e (6)

risultano separatamente divisibili per D, .
20) 7 =n — 1, perche in questo caso la divisibilitd dei polinomi
(5) e (6) per D, & provata dai teoremi I e IT del § 1, sostituendovi

* ad m il numero n.

Le condizioni » =n, » =n — 1, trasformano I’eguaglianza m — 1
= (n—+1)g-+r, rispettivamente in m = (n—+ 1) (¢g+1) ed m + 1=
(n—+1) (g +1), e queste indicano appunto che n +1 & un divisore
di m o di m—+1, in conformita della prima parte del teorema enun-
ciato. .

Supponendo invece 7 =0, e quindi m — 1 = (n+1) g, ossia n-+1
divisore di m — 1, si verifica facilinente che i secondi membri delle
congruenze (3) e (4) si riducono eguali a b(*+1¢k, onde pud dirsi che,
per 7 = 0, soltanto il polinomio (5) si annulla o & divisibile per D,;
e cosl & dimostrata anche la seconda parte del teorema.

§ 4

I'acendo uso di un teorema ausiliario dimostrato nella Nota gia
citata (*) si giunge a provare:
19) Che % polinomi (1) e (2) non sono mai divisibili per D},
se n=m-—1. '
20) Che essi sono divisibili per D,?, se n~+1 é primo con k
ed ¢ divisore di m 1, purché sia inoltre k=1 (modn +-1).
3°) Che essi non sono mai divisibili per D,?, s¢ n~1 & primo
con k ed ¢ divisore di m . .
4°) Che il solo polinomio (1) & déivisibile per D” , se n—+1 ¢
primo con k ed & un divisore di m — 1, purché sia altrest k =1
(modn—+1).
La dimostrazione di queste proprieta & analoga a quella da me fatta
per riconoscere la divisibilith dei polinomi (1) e (2) per D?,, e pud
percid essere tralasciata (**).

(") V. Giornale di Mdlemalz‘che, vol. XXXI, pag. 124.
(**) Non & ueppur necessarvio D’intrattenersi sulle altre proprietd cle i -

Rivista di Matematica (dicembre bis 1894). 12+
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Non sard inutile, invece, il verificare sopra aleuni esempi tutti i
risultati fin qui ottenuti.

Esempio 1°. — Per i valori di m=4 e k=7, il polinomio. (1)
diviene

D’ — Q@A BT — T M — P2,

Si riconosce, come nell’esempio dato alla fine del § 2, che questo .

polinomio & divisibile per il prodotto D; D, , e dalla seconda parte del
teorema dimostrato nel § precedente, osservando che per » =2 si ha
che 7+ 1 & divisore di m — 1, si deduce che il polinomio stesso &
divisibile anche per D,. Infine dall’essere 7 ==1(mod 3) si conclude

che il polinomio dev’essere divisibile anche per D,?. E si verifica, in-
fatti, che si ha: ’

D’ —a* — b —a" b — 0" =TabD,S2 D, D, (a® + 2 at b* +
3a30> +atbt +3a° b5+ 2aP b0+ bF).

Anche in questo caso il divisore a -+-b del polinomio & incluso in D,.

EseMp10 2°, — Ponendo m =6 e k =4, il polinomio (2) si riduce a

Dt —+ a® + a'® bt + a'? b® + a® b'? + at b1V + b0,
Esso, in virth del teorema II (§ 1) & divisibile per Dy, ma non
per D, _Supposto n=2, il numerc #n-1==3 & primo con k=4,
ed & divisore di m =6, onde, come risulta dalla prima parte del te-

orema del § 3, il polinomio dev’essere divisibile anche per D,; ma,

per la terza delle proprietd sopraenunciate, non pud ammettere il fat-
tore D, Cosi si trova:

Dyt 4+ a® 4+ a'® b* + a'? b® - a® b'? + @t b8 + P = 2 D, D, (a'?+
200 +3a° b +3a8bt+4a" V5 +50a%b0 +4a b+ 3at b — 3a®b°
+2a? b +b'?).

Esempio 3°. — Be si suppone m =25 e k=4, il polinomio (2) di-
venta '

D+ a'® + a*? b* + a® b* + at b1+ b8,

' Essendo k% ed m, in tal caso, primi fra loro, il polinomio & divisi-
bile (§ 2) per D,. E dalla prima parte del teorema del § 3 si rileva
. altresi che il polinomio dev’essere divisibile per D, , perche, con n=2,

coefficienti polinomiali, indicati nella stessa Nota coun %,(™), vengono ad
~acquigtare per la presenza dei divisori Da e D®s nei polinomi (1) e (2)
perché esse sono conseguenze immediate dei teoremi generali ivi stabiliti:
(v. 1. c. pag. 128 e pag. 134 e 135).
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si ha che n -1 & un divisore di m+1=6. Il polinomio & divisibile
altrest per D,* poiche si ha 4 =1 (mod 3). Sussiste infatti l'uguaglianzs

Db+ a'® -+ a't bt -+ a® b + at 6% b1 —=2D2 D, (a® —a’ b+
9t bt 200 b — at bl 2a% b5+ 20 0° — a b’ +b%).

§ 5.

Un’altra formula suscettibile di estensione, trovasi nella medesima
pag. 14 della raccolta al n° 60. Essa ¢

af -+ a? b? 4+ b* = (a® —+ ab —+ b?) (@® — ab + 7).
Ed invero, poiche si ha identicamente

a2im+1) — prun+1) — (arn+1 — pm+1) (am+i+ bm—!—i)
si potra, supponendo che m —- 1 sia un numero dispari, dividere il
primo membro di questa eguaglianza per a* - b*, e i due fattori del
secondo membro per a-—b ed a—+b, rispettivamente, dando luogo
all’identita :
(M) @+ adeh b - @B bt e a? PAm—1) 4 p¥ = (a"—+-a™ b
@R b e e - QD B (@7 — @D @D = —a -t 0™

la quale si riduce a quella surriferita nel caso di m=2.
Aggiungasi poi che il primo membro della (7) & della forma

®8) amk — qlm—Dk bt | gm—2)k b2 4 ., ~+ aF Bln—F - bk

¢, come si sa, questo polinomio & divisibile per

9) : @ - a4 b == @ B - o a4 D

quando k ed m -1 sono numeri primi fra loro. Se ora si fa Vipotesi

che % sia pari (cid che assoggetta m —+1 alla condizione di essere un

numero dispari, affinché possa essere primo con k), & evidente che il

polinomio (8) non cambia col gostituirvi — b in luogo di b. Esso per-

tanto dev’essere divisibile per

(10) @ — @l @b — . — ab™ B

che & il polinomio in cui si trasforma il (9) colla stessa sostituzione.

E poiché i polinomi (9) e (10) sono primi fra loro, ne segue che il

polinomio (8) & divisibile anche per il loro prodotto. I- adunque chiaro

che il teorema espresso dalla (7) & un caso particolare del seguente:
Se m & pari e k & un numero part e primo con m—1, il poli-

nomio (8) ¢ divisibile per il prodotto dei polinomi (9) e (10) (*).

(*) Quosto teorema ¢ analogo ad altri dimostrati nella mia Nota: Sulla _

divisibilita dei polinomi, ecc., V. Periodico di matematica, anno Vi
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§ 6.

. s . . . .
,Alla formula {7), in cui m & per ipotesi un numero pari, fa riscontro
un’altra per il caso in’cui m & dispari. Essa pud essere stabilita ele-
mentarmente nel seguente modo.
Ammesso che m -+ 1 sia un numero pari, si ha
T gm+t . pmat
pep— —_ g1 -+ a™-3p? PN, L3 ) DRI L ¥ -+ pm-1
da cui
(am+1 — pm+1)?
. B e (@™ @2 b+ ... - @ B8 4 ) (e —
) B e S e e e R /R (/L A Al R
Ma si ha d’altronde
(am+1 — by a1 gma-l L poiet
= S Uy He ey
a® —b? a—Db a-+b (@ b+
Attt 4 ab DY) (0 — @b 4@t 20— - abnt — )

e percid

. (11)2 o @ @H DD e L g bt @1 L — g? R
— b = (a™ + o™ b+a™ 2O 4 @b U7 (@A b R a TR —
cee @™t — ™),

' La formula a*® —'—b’ = (@~ b)(a —b) , che corrisponde ad m =1,
¢ il solo caso particolare della (11) che trovasi notato nella raccolta;
mentre se, per esempio, si fa m =3 vi si trae

a® +a'b® — a* bt — b8 = (aP+-a’b+-ab®+-DP) (aP—atb-+ab*—b®)
“ed altre simili se ne trarrebbero facendo percorrere ad m la serie dei
numeri dispari.
-" Bi osservi ancora che il primo membro della (11) & della forma
(mth (m—i)t  (m—Dk (mrDk

(12) ek BA . 4a ° b —a P b P —. -
y : ak bim—1)k . pmk . h

e che in questo polinomio (sempre supposto che m sia dispari) i primi

m-+1 ) m—+1

-T2
. tivi, l?aggruppando il termine (n+-1,#5me positivo col termine (n--1)esimo

negativo, pud porsi, evidentemente

termini sono positivi e gli termini rimanenti sono nega-
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(n—2n—a m+2n+Dk (m—2n—1)k (m+k  (m+1k
Ny Pl 2 2 ( 2 2
am—nk prk — g b =a bk \a —b

laonde, facendo inoltre Vipotesi che k sia un numero pari, ne viene di
conseguenza che ¢ polinomio (12) ¢ divisibile per am+i—bmt+i, Da
questo si deduce che il polinomio ¢ divisibile tanto per

(13) a™ 4 @™t b~ @™ b - b O

quanto per i
(14) am— am—1p 4 qn—2b* — ... + abn—t—bm

perché questi polinomi sono ambedue divisori di am+i— bm+1. Ma non
se ne pud concludere che il polinomio (12} sia divisibile anche per il
loro prodotto, perche i polinomi (13) e (14) non sono primi fra loro.
Cid nonostante la divisibilita del polinomio (12) per il prodotto dei
polinomi (13) e (14) pud essere riconosciuta, dimostrando che il poli-
nomio (12), moltiplicato per a* — b% oltre al rimanere divisibile per
@+ — pm+t | diviene divisibile anche per (am+t—pm+1)2 | Vi si giunge,
senza difficoltd, mediante il teorema ausiliario di cui & stato parlato
al principio del § 4; e cosi, in conclusione, pud dirsi che la (11) &
contenuta come caso particolare nel teorema:

Se m ¢ dispari e k & un numero pari, il polinomio (12) & divisi--
bile per il prodotto dei polinomi (13) e (14).

ErLcia SADUN.
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