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REVUE DE MATHEMATIQUES
Tome VII — 1900

FORMULES DE LOGIQUE MATHEMATIQUE

par G. PEANO

La lettre F suivie de I'année, indique les éditions des « for-
mules de Logique mathématique », que nous avons successi-
vement publides:

F1888 = Calcolo geometrico, preceduto dalle operazioni della
logica deduttiva.

F1889 = Arithmetices principia, nova methodo exposita.

F1894 = Introduction au Formulaire de Mathématiques.

F1895 = Formulaire de Mathématiques t.1, partie I. Il a été
publi¢ particllement dans la RdM. a.1891-1&95,

F1897 = Formulaire de Mathém. t.2 N1.
FI1898 = » » t.2 N2.
F1899 — » » t.2 N3.

Les symboles de Logique, combinés avec les symboles plus
répandus de I'Analy=e, constituent une idéographie, par laquelle
on peut exprimer les différentes théories mathématiques.

Cette idéographic est déjia assez vaste, car le Formulaire a.1899,
contient les principales propositions, de IArithmétique a la Géo-
metrie et aux principes du calcul intégral, complétement expri-
mées en symboles.

Ces propositions ont la forme des formules algébriques com-
munes. La différence est que les formules communes ne sont
que la partie symbolique de l’énoncé d’une proposition ; les
formulaires publids par différents Auteurs ne contiennent en
général qué des fragments de propositions ; ces formules isolées

" sont quelquefois inintelligibles ; les conditions restrictives pour

la validité des théorémes manquent en général.

Les formules que nous publions ici sont des propositions com-
plétes, avec la signification des lettres, et toutes les limitations
nécessaires.

20. VII, 1900 RdM. t.71
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Les mots du langage mathématique commun montent & plu-
sieurs milliers (il y en a 1000 & peu prés dans les (Euvres d’Ar-
chiméde). Toutes ces idées sont exprim’es, dans F1899, par en-
viron 100 symboles. .

Nous avons conservé aux symboles la forme commune, lorsque
cela a été possible;ex: 4+, —, X,>,=,0,1,2,.. log,sin, e, ..
Lorsqu’il y a plusicurs notations en usage, nous avons adopté la
plus ancienne, ou la plus répandue. Lorsque nous avons da in-
troduire un symbole nouveau, nous avons pris l¢ mot du langage
ordinaire, plus ou moins abrégdé; ex: pnt, vet, quot, rest,.

Les propositions écrites en symboles sont notablement plus
courtes que daus le langage ordinaire. Ou peut le remarquer
dans toute proposition symbolique, qui soit suivie de 'énoncd
ordinaire selon I'A. qui Pa trouvée. Dans quelques cas, comme
dans les limites, les séries, les dérivées, I'énoncé ordinaire est
tellement compliqué, qu’on supprime cn général quelgues con-
ditions importantes.

Cette abréviation ne dépend qu’en minime partie, d'avoir derit
« rest » au lieu de « reste », mais bien de lanalyse des idites
et par la suppression des inutiles.

Les démonstrations, aussi réduites completement en symboles,
consistent dans une suite de transformations des propositions
précédentes dans la proposition & démontrer, selon des regles
¢tudides par la Logique mathématique. .

Dans le langage ordinaire, on a plusicurs formes pour repre-
senter une méme idée indiquée ici par un symbole scul. Nous
donnons & chaque symbole un nom ; mais il convient de lire
ce symbole, ou un ensemble de symboles, sous une forme qui
satisfasse aux lois du langage ordinaire.

Un peu d’exercice permet de lire les formules, en donnant
aux propositions la tournure & laquelle nous sommes habituds.

L'histoire de la Logique mathématique est contenue dans les
formules suivantes; car les propositions sont accompagudes de
la citation des Auteurs qui les ont ¢noncées. On peut la résumer
en quelques mots. .

Les propositions de logique expriment des formes de raison-
nement trés communes dans les sciences mathématiques; elles
sont en partie intuitives. On ne peut pas indiquer celui qui, le

LAt
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premier a fait usage du raisonnement d’une forme donnée ; mais
- v . . N . . . . - ’
nous pouvons bien indiquer I'A. qui 'a explicitement énoncée
: -

et qui I'a réduite en symboles.

‘Quelques formes de raisonmement, comme le syllogisme ont
été analysées par Aristote (Voir §1 P2-4).

. Peut-¢tre que dans les ccuvres des scolastiques on trouvera
autres formes; mais k i : i i i
e ll'mC‘a‘, mais la. loglquo. mathématiqne doit ses princi-

gt ux theoremes & Leibniz. I a introduit des symiboles pour in-
iquer les opérations 5 relati i ¢

‘lq or | s Opel.trl(.)ns et .lC‘.s relations logiques entre classes ; et

il a eLll‘t les principales formules logiques qui contiennent une

seule fois le signe =. (Voir §1 P24, 42, §2 P21 cte.)

" . i ‘ - R ¢ e

Le nombre de ces formules a été augmenté par Boole a.1854

‘ 10 s tor a.l8i

(§1 P43..) et par Schrioder a 1877 (§2 P3-2...).

M(:'(*oll 'z\.18(8 et Peirce a.1367-1880 ont introduit les signes
de (ludl.u:txon et d’dgalité entre propositions: ils sont arrives
a exprimer des formules contenant plusicurs de ces signes, ré-
duites particllement en symboles } N

oles par les A. précédents. Voi
lujtes | 1 A A nts. Voir

§1 P36 40 H3.....

Un grand nombre d’A., qui ont étudié les mémes questions
. . . ° . , . . . 2
sont mentionnes dans les formules suivantes, ou dans les édi
tions precédentes, ou leurs résultats ne sont pas encore réduits
en svmboles.

Dans F138% et Y, par Finir ot i

Dans Flass 18»Y, pax Fintroduction des signes € et 2, nous
avons expliqué la relation entre les deux calculs, entre classes

" N e . . ¢ k’
et entre propositions, et nous avous entiérement ¢noncé en svin-
boles un ensemble de propositions. )

> 0111 . H 1 1

I lll;slt. urs A.ont appliqué cette idéographie & différentes theories
mathématiques; en voici la liste :

’

F. Amodeo, Aritmetica particolare e generale, Napoli, 1900, p.411
R Bettazzi, F ol partic VIL RaM. t4 paot.
C. Burali Forti, Collaboration a ¥ t.1 partie ILl. RdM. t.3 p.75
— It partic IV, Teoria delle Grandesze. RAM. t.3 p T;)' o
— I numeri negaticd. RAM. ©.3 p.133. o
—  Swlle clussi derivate « destra e a sinistra, TorinoA. 1894
—  Sulle elassi ordinate e § wumert fransfiniti, PalermoR '18")4
— Logica mademutica, Milano, Hoepli, 1894, T
—  Sul limite delle classi variabili, TorinoA. 1895.
—  Nur quelyues propriétés des ensembles d’ensembles. MA. t.47 p.20
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C. Burali Forti, Il metodo del Grassmann nella Geometria protettiva,
PalermoR. 1896-97.
— Le classi finite, TorinoA. 1896. .
—  Sopra un teorema del sig. G. Cantor, TorinoA. 1896.’ ]
Excercice de traduotion en symboles de Logique Mathématique. Bul-
Jetin de Mathénatiques ¢lémentaires, 1897,
Una questione sut numeri {ransfiniti, PalermoR. 1897.
Les propriétés formelles des opérations algébriques, RAM. t.6 12.1410.
—  Sut simboli di Logica mafematica. T1 Pitagora, a.1900, p.1. 65, 129,
F. Castellano, Collaboration & F t.1 partie IL. RdM. t.3 p.1.
M. Chini, Collaboration & F1893. , ',
i Coutu’rat, La logique mathématique de M. Ieang. Revue de Mdta-
physique et de Morale, 2.1899 p.616. N .
G Fano. Contributo alla teoria dei numeri algebrici, ¥ t.1 partie 1\
RdM. t.5 p.1. ) ' R
C. Garibaldi, Coniributo alla teoric degli aggreyati, PalermoR. 1895,
F. Giudice, F t.1 partie VIIL. RdM. t.4 p.163. . . ‘
Swlla determinazione dei Numeri Reali mediunte somme e prodotti.
TorinoA. 189%4. P00
A. Padoa, Collaboration a F1&98, F1899. . o
Di (ll(tune proposizioni fondumentali relative al mutuo sepurdrst ol
coppie di punti. RAM. t.6, p b.
— Ideografia delle frazioni irriducibili. RdAM. t.6, p.90.
_ Note di Logica matematica. RAM. t.6, p.105. o N
Conférences sur la Logique mathématique. Université nouvelle de
Bruxelles, a.1898. )
Conferenze ’tenuto nella R. Universitd di Pavia, a.1898-99.
» » Roma, a.1900.
G. Peano, Principii di Geomelriu, Torino, Bocea, :1,‘1889. .
Les propositions du Viwe lirre ’ Fuclide, Mathesis 1.10 a.1890.
(Reproduit par Dickstein, Dyjecia © metody matematyky a.lHSfl‘,.‘
—  Démonstration de Uintéyrabilité des équations différentielles ordinaires.
MA. t.37 a.1890.
—  Principit di Logica matematica. RdM. t.1 a.1891. . N
—  Principios de Léyica matemdtica. El Progreso matematico a.1892 p.20.
(Traduction de la Note précédente). ‘
—  Sommario dei libri VII, VIII e IX &’ Euclide. RAM. t.1.
—  Formule di Logica matematica. RAM. t.1 p.24, 182.
—  Sul concetto di numero. RAM. t.1 p.ﬁ:?,“l.)().,
—  Sulla definizione del limite d’una funsione. RaM. t.2 p.77.
—  Tezioni di Analisi infinitesimale, Torino, a.1893.

. s TVifFararst o
(Une partie a été traduite dans: Genocchi, Differentialrechunung,

Deutsch von Bohlmann und Schepp, a.1899).
— F t.1 partie V. RdM. t.4 p.33. i
—  Sut fondamenti della Geometfria. RAM. t.f? p.51.
— Notions de Logique mathématique. Congrés de Caen, a.1894.

—F

—  Estensione di aleunt teoremi di Cauchy sui limiti. TorinoA. a.1894.
—  Nulla definizione di integrale. AdM. a.1895.
Traduit dans Genocehi, id.).
~  Ntudii di Loyica matematica. TorinoA. a.1897.
:Traduit dans Genocchi, id.).
—  Generalita sulle Fyuazioni differenziali ordinarie. TorinoA 1897.
—  Adnalisi della Teuria dei Vettori. TorinoA. a.1898.
M. Pieri, Sulprincipii che regyonola Geometria di posizione, Note 1, I1, I11.
TorinoA. 1995-96.
—  Cn sistema di postulati per la Geometria DProjettiva astratta degli
iperspast, RAM. a.189%6.
—  Sugli Enti prindtivi della Geometria proiettiva astratta. TorinoA. 1897.
—  Nuvvo modo di seolyere deduttivamente la Geometria projettiva. Mi-
fanoR. a.189s.
— I prinoipii dellu Geometria di posizione. TorinoM. a.1898. t.48.
—  Della geometria elementare come sistena ipotetico deduttivo. dMonografia
del punto e del wmoto. TorinoM. 2.1900, 1.49.
G. Vacca, Collaboration a F1898, F1899.
— Sul precursori della Logiet matematica. RAM. t.6 p.121, p.183.
G. Vailati, Un teorema i logica mutematica. RAM. t.1, 1.103.
— Le proprietd fondamentali delle operazioni della logiea deduttiva.
RdM. t.1, p.127.
= Sui prineipi fondamentali della geometria dellu retta. RAM t.2, p.71.
—  Dipendenza fra le propricta delle relazioni. RAM. t.2, p.161.
—  Sulle relazioni di pusizione fra punti d’una linea ohiusa. RAM. t.5 p.75.
— Sulle proprieta caratteristiohe delle varietdt a una dimensione. RAM
t.5, p.183.
— Collaboration & F t.I partie I.
G. Vivanti, F 1.1 partie VI; RdM. t.4, p-135.
L Zignago, Appunti di Aritmetica. RAM. t.4, p.121.
L’ Alyebra der Logik de M. Schrider a.1890-95 appartient & un autre
ordre d'idées. Voir RAM. t.1 p.164, t.6 p.95.
Nous en avons tiré seulement quelques propositions (§2 P3-2).
M. Frege estarrivé de son edté, a.1894, & une idéographie par laquelle
il a exprimé des propositions sur I'idée de nombre. Voir RAM t.5 p.122, t.6 p.53.

La derniere édition compléte des formules de logique a paru
dans F1897. Dans les applications successives on a rencontré
de nouvelles propositions, et Pon a vu lutilitd de nouveaux
symboles, parus dans FI898 et 1899. Des remarques impor-
tantes ont été publides par MM. Padoa RdAM. t.6 et Couturat.

Une nouvelle édition des formules de Logique est donc né-
cessaire. Nous réproduisons ici toutes les propositions de Lo-

Ricas o van mss -
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gique entiérement écrites en symboles, & 'exception de quelques
unes, qui contiennent des symboles non adoptés dans F1899.
L utilité des symboles est mise en lumiére, et mesurée par
leurs applications. Nous supprimons don¢ toutes les discussions
A cet égard contenues dans les éditions précdentes. Il nous
suffit de remarquer que les symboles contenus dans le §l1, et
notamment les trois 7)), € et n (sous-entendu) sont d’un usage
universel ; ils se rencontrent partout; combinés avec les sym-
boles de I’Algeébre, ils permettent d’exprimer le plus grand nom-

-bre de propositions.

Les autres symboles sont plus rarement adoptés.

Les propositions sont ordonndes sclon les signes qui entrent
dans leur expression symbolique. Toute proposition est indiquée
par un nombre qui a une partie enti¢re et une décimale.

Le signe 3% indique le changement de la partic entiere.

Les abréviations des citations bibliographiques sont expliquées
dans F1899.

Table des formules de Logique.

§1 Clses; Dnrn= p- 7 §8 ¢ ]).3(3'
2 v p-23 §9 f3 P36
8 A p-26 §10 | . p.38
g4 - p27T | 11 .38
§ H p.32 §12 sim rep idem p-40
§6 ¢ p-34 8§18 Variab F Funct p-40
§7 1 p.3d 8§14 —1 (inversion) pAl

ur
—

Cls ¢ 3 ;3 D n =

% 1. Notalions
4 ab ..

Les lettres a b ... 5 « ... désignent des objets quelconques.

Les lettres variables, daus le Form., sont toujours en tdique.

Les signes ayant une signification constante ont une forme spéciale:
D =+ — X<....ou hien sont indiquds par des lettres greeques € ¢ X, ou par
des lettres romaines: Cls log mod ... |

On rencontre les lettres variables dans Aristote pour représenter les idées
de Logigue (V. P2+4); elles sont d'un usage commun  chez  Fuelide pour
indiquer des points, des lignes, des nombres, ete. (V. §< P13 ).

Dans e¢es notes nous dirons qu’une lettre est »éelle dans une formele, lorsque
la valeur de la formule dépend du nom de la lettre j.dans le cas contraire la
tettre est apparente,

Une P (proposition. ne contenant pas de lettres variables réelles est dite
calégourigue. Sont telles Jes théortmes et les définitions 5 toutes les lettres qui
v figurent sont apparentes. .

Une P contenant des variables réelles est dite conditionnelle.

Poex.laP: solent « et b des nombres; on a «b = bu,
ext catégorique. La P «b = ba
est conditionnelle 5 elle est satistaite «i @ et b sont des nombres j elle ne Vest
pas s'ils sout des nowbres complexes d'ordfe superieur, per ex. des qua-
ternions ; elle n'a pas de signification si ¢ et & sont des objets dont on
n'a pas déting le produit.

A propos dex signes 3 D | nous donnerons les régles pour reconnaitre, a
la position, les variables apparentes, :

Dans le langage commun les pronoms « ceci, cela, le méme, premier,
deuxi¢me,...» jouent le role des lettrex variables. On pourrait les remplacer
par les nombres 1, 2,... en faisant des conventions opportunes pour ne pas
produire des ambiguités dans U Arvitinnétique. Voir Fis97 p.26.

2 NONURE

On divise une formule en parties par des parenthéses () [1 {}
ou par des points.

On éerit un point 1a ot Pon fait la division. Si a cette place on a déja un
point, on Cerira un nouveau point, et ainsi de suite. Sia, b, ¢, ... désignent
des signes queleonques, les groupements:

a.be ub.c ab.cd . wbed ab.cdze.fg. .hk.l
seront identiques &

albe) (abye (aby(ed) af(be)d] {{(abyed)[eirg))i[(hR)T)

-

Stk iy & 2 e
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Nous donnons la préférence aux parenthéses dans les formules algébriques
et dans les tormules composées comme les algébriques, et aux points pour
séparer les propositions partielles d'un théoréme; car dans ce cas les pa
renthéses seraient absolument incombrantes.

Pendant longtemps on a indiqué le groupemept des partie.s d'1{.ne for-
mule par une barre horizontale supérieure ou inférieure, dite vinculum
(Chuguet, Leibniz, ...). Selon cette convention les groupements précédents
seront indiqués par

abe abe abed abed abedefghkl

Cette convention, trés claire, présente quelque difficulté typographique.
Elle ne se rencontre plus aujourd’ hui que dans les fractions et les racines.

Si I’'on compléte les vineulums, eu les ¢erivant aussi sous une lettre seule,
on voit qu’il y a autant de points que des espaces vides dans les vineulums ;
les points sont les compléments des vinculums.

La suite de trois lettres peut étre décomposée dans les deux formes éerites ;
la suite de quatre lettres abed dans les 5 formes:

axbe.d a:b.cd ab.cd a.be:id ub.c:d,
et en général la suite de u lettres peut étre décomposée en (2n)!/[n!(n-1}!]
combinaisons binaires différentes. (F1894 §10°.

Plusieurs couventions ont pour but de supprimer des divisions: P30, 7-1,
§v P11, § P1-2--4, §5 P1-01, §+ P47, §X PLOL ...

Pour les faire micux ressortir, nous donnerons aux signes des dimensions
différentes, et nous nous aiderons des espaces typographiyues.

- Les parenthéses et les points sont des signes de P'éeriture commune, bien
que l'usage soit différent ; dans les langages ordinaires le groupement des
mots est indiqué par la construction.

Les symboles du Formul. ont une signification constante. En adoptant
les pare:nthéses pour grouper les parties d'une formule, on ne pourra pas
les adopter dans une autre signification. Nous ne pourrons pas indiquer par
(@) une puissance de «, avec Girard a.1629 (voir §Q P17n), ou la partie
entiére de a, ou la valeur absolue de @, ou une fonction de a. En géncral
une lettre seule ne sera jamais renfermée entre parenthéses, car elle n'est
pas groupée. ’

3 Cls

“(ls " signifie “ classe ”.

Ce symbole a la forme K dans F1889 et dans les travaux de plusieurs
Auteurs. Il a la valeur du mot “ 8gos ’ d’Aristote, ¢ terminus ” des scolas-
tiques; et correspond aussi & ‘‘ idée générale, nom comnmun, ...”" du langage
ardinaire, et aux expressions ‘‘ ensemble, Menge '’ des mathématiciens.
P. ex. dans V’Arithmétique représentent des Cls les mots ou les symboles:

N ou N, = « nombre entier positif »*
Np = « nombre premier »
¢t par une convention générale:
a+N = « a plus un N » ou « nombre plus grand que a »

—_9

aXN = NXa = « multiple de a »
N* = « nombre carré »
N?4Nf = « somme de deux carrés ».

Dans F1899 indiquent aussi des Cls les symboles simples n R r infn ¢
Sgm Q q 0 @ pnt vet quaternio.

Leibniz prend pour exemples les classes de points, ou figures; elles
sont des segments de droite dans PhilS. t.7, p.229, 236, ... et des cercles
dans ses manuscrits conservés a la bibliothéque de Hannover, Philosophie,
t.7 fase. B.4. fol.1-3.

Ces figures ont été aussi adoptées par Enler, a.1768, ot par d’autres.

4 €

Soit @ une Cls; xea signifie “ x est un a .

¢ est la lettre initiale du mot éozl,

Exemples : 9e N? 13 ¢ N?-4-N2 2—1 ¢ Np

Sur la possibilité de remplacer lo signe & par une autre convention voir
F1897 note & la P2.

P signific ** proposition . Ce signe m’est pas un symbole e logique,
car il ne s¢ trouve pas dans les formules ; il est une simple abréviation.

Les P catégoriques ne sont pas Pobjet du caleul logigque.

B 2

Soit » une P contenant une lettre x; la formule x3p repré-
sente ““la classe des « qui satisfont 4 la condition p .

On peut lire le signe 2 par le mot « qui ».

Exempla: 1 & xalor®—3xr-2 =0)
« Punit¢ est une racine de I'équation entre parenthéses ».
Autres ex. :
$quot P1:0 §Dvr P10 §mp P2:6 §3 P:0 §Med P10 §2P1-0 §q' P4-0...

Dans la formule xsp, la lettre o est apparente.

Les deux signes @e et @3 représentent des opérations inverses.

Si 'on éerit le signe we en avant d’une Cls on a une P contenant la
variable @ ; réeiproquement si 'on éerit le signe a3 en avant d'une P de
cette nature, on obtient une Cls.

Les Cls et les P conditionelles ne sont done que deux formes pour repré-
senter la méme idée. Nous préférons opérer sur les Cls. Une P condi-
tionnelle, contenant une variable x, sera considérée sous la forme aea, ol
a.est une Cls.

.6 ;
(;) ou (w,y) indique le couple, ou systéme des objets « et y.

Dans l1a notation (x,y), trés répandue en Analyse lorsqu'il s’agit de
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fonctions de plusieurs variables, les parenthéses sont néeessaires, pour ne
p:is produire des ambiguités avec la notation P2-0.

On peut les supprimer dans Ia notation r;y), ol les parenthéses ont la
valeur expliqucée parla P12,

wsysr indique le systéme des trois variables a, v, 2, qu'on peut considérer
comine le couple formé par (x;y) et z. Voir P71,

Soit p une P contenant deux variables @ et y3 (riysp représente la
classe des couples (riy’ gqui satisfont & la condition p.

Si a est une Cls de couples, (riy e« représente une relation entre les deux
objets a et y, et toute relation entre les deux variables sera iel ¢erite sous
la formne ‘a3y; & 4.

Ex:  2/5;35) & (oyp iyt =1)
signitiec « le couple 2[5 53[5 satistait A 'éguation -yt =1 .

7 D)
Soient ¢ ot b des Cls. ¢ )b signitic « tout @ est b ».
Soient p et ¢ des propositions contenant une variable @ ;
DDt
signific “ de p on déduit, quel que soit @, la ¢ 7, ¢est-a-dire:
“les 2 qui satisfont & la condition p satisteront aussi & la ¢ 7.
Si les propositions p et ¢ contiennent deux variables o, y,
Vi ‘D.r,y. q
signific : “ tout systéme &,y qui satisfait & la condition p est
aussi une solution de la condition ¢ 7.

Et ainsi de suite pour un plus grand nombre de variables.

On sous-entend les indices au signe ), lorsqu’il n’y a pas
d’ ambiguité & craindre.

La P aOb, qu'on peut aussi lire «la elasse « est contenue dans la b,
est dite «universelle atlirmative »,

Aristote a exprimé la relation b par une périphrase (Voir P2:4); leibniz
par «a est b, et par « 17 b. Segner a. 1740 et Lambert a. 1765 respecti-
vement par a<b et «>b; ear le signe D) correspond au signe < ou >, ou
micux 4 =< ou =, de 'Algébre, selon que dans la classe on considére le
nombre des individus qui la composent, ou le nombre des idées qui la

déterminent.

Le signe D), qu'on peut lire «est contenu », est we déformation de D,
lettre initiale renversée du mot « contient ».

11 a ¢t¢ introduit par Gergonne a.1816. Voir RAM t.6 p.183.

Les signes & et ) ont des propriétés différentes 5 la relation 2 est tran-
sitive, la & ne I'est pas (P2:4}3 la & est distributive par rapport & v, la 3
ne Pest pas (§v P40}; la & est commutable avee -, la D mne Pest pas
(§- P1-5). Une autre différence est donnée par §g P1-1. Les signes ¢ et D
sont liés par des relations, dont la plus importante est § P2,

e T
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Dans la formule p D q, p sappelle Hypothése, abrégé en Hyp ou Hp,
et ¢ la theése, abrégé en Ths,

On sous-entend les indices 4 ), lorsqu’il est le seul signe de déduction;
ou lorsqu’ il représente la déduction principale, qui porte le plus grand
nombre de points & ses ¢dtés; ow si le théoréme a la forme pDigD ).
Les indices sous-entendus sount toutes les variables réelles  contenues
dans 1'Hp.,

Les lettres qui, exprimées on sous-entendues, figurent comume indices au
signie ) sont apparentes daus la déduction.

Opérer par «g sur la P universelle « b
signitie la transtormer dans la déduaetion aea Dy . aeb

« de la condition ase¢ on déduit par rapport & a la axeb ».

Opérer par a3 sur la déduetion P q
signifie la transformer dans la P universelle (arzp) D x3q)
Ex. 6N D 2N « tout multiple de 6 est pair ».,

Opérons par a5 on a: ae 6N .. ae 2N,
ol 'indice a au signe 2 est sous-entendu. '

Fx. aeNp D). (wu—1'-1eNxa

Le signe 7) =e rencontre aussi entre P, sans porter des indices, P5-01.

Quelguetois, dans les démonstrations, le signe ) lie deux théorémes,
et ne porte pas d'indices. Il est alors une abréviation du ot «ou déduit».
Cette abréviation se reneontre sous la forme - dans Pell (v. RAM t.6 p.123),
et sous la forme 5 dans Abel 1l p.36. Dans ce cas on peut considérer
les signes des idées primitives comme indices & 2.

Dans le T, lorsqu’on rencontre Pexpression @ed, « est toujours une Cls.
Aunaloguement dans la formule ¢ b, si un membre est une Cls, autre
I'est aussi. On pourrait remplacer la P4 par « 2°¢ a signific a est une Cls,
ot & est un @ », c'est-i-dire ajouter la P:

axea ). we Cls

Voir Padoa RdM t.6 p.105.-

» F1889 P32 |

-8 "
La Cls commune aux Cls @ et b est indiquée par anb ou par ab.
L’affirmation simultanée des propositions p et ¢ est indiquée

par png, ou par .

Pour supprimer des parenthéses on convient que :

pq D signifie (pg) D) », et p ) i signifie p D) (¢7).

p. g et p ). q signifient p. ). q.

Le signe m, qu'on peut lire «ef», ¢t qu'on appelle signe de la multipli-

cation logique, st en général sous-entendu entre des P,

Ex. (2N)A3N) D 6N 6N D) (2N)A3N)
Nprn(dN+41) DD N-N? Girard a.1634 p.156:
« Tout nombre premier qui excede un nombre guaternaire de l'unité se
peut diviser en denx quarrez entiers. »

ek s e
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a@eN D). a(a+1) & 2N . alad-1)a--2) & 6N

aeN . @a?e N3 D). agN? aeN . L1171 .. a*—~a-+17 ¢ Np
Dans ces ex. l'indice a au signe ) est sous-entendu.

ag Np . be N+1 .. br-1—b e NXa ! Fermnat |

Iei le signe O) porte les indices sous-entendus a et d.
Ex. out D) a des indices explicites :

seCls . les:xes . Do . fles 1. NDs ( principe d’induction )
§+25 §n 12 220 §R1°2 3:0 §r2-1-2:5'6:9 §Num 11 &nlt 10 $mp 15 ...

] —

x==y signifie “x est égal d y .

Le signe d’égalité a la forme o ou oo, déformation de la lettre initiale
de equalis, de Viéte & Leibniz; la forme =, qu’on rencontre dans
Record a.1552, adoptée par Wallis ¢t Newton, est devenue cusuite
d’'usage universel.

La plus grande partie des propositions contennes dans le Formul. s’ex-
prime par les sculs signes de logique &, D), et n (sous-entendu), combindés
avee les signes algébriques.

Le symbole Cls nous est nécessaire dans les propositions de Logique ; le
signe 2 nous explique le double réle du signe D) entre classes et entre
propositions ; le svstéme de variables se rencontre comme indice au signe D).

Définitions

Df signifie « définition ».

Df? »  « définition possible ».

Supposons ordonnés les signes qui représentent les idées d'une science.
La définition symbolique d’un signe simple « a Ja forme

a = (expression composée par les signes précédents) Df
Ont cette forme les Df des individus @ 1,28 .., e Ciax

¢t des Cls : Ny n, R, r, info,Np, 4, Sgmn, Q, q, 4.

Si I'on difinit une expression eontenant des lettres variables, et s'il faut
d’abord limiter la signification des lettres, la Df a une Hp. ’

Ontune Hp les Df de 4+ — X [/ M > Num X I7 ! mod max quot rest
Dvr mit Cmb mp ¢ 1" Log E # Med 2 lim sin D / ...

Une Df considérée en elle méme, sans s’occuper de sa place dans une
théorie, est une égalité, dont le premier membre contient un signe qui
ne figure pas dans le second, ou qui y figure dans une position différente.

Dt? marque les égalités qui ont la forme que nous venons d’expliquer.
 Ex: §X, 5 §<1-02-03 §R 101 §r 259 § 1'1 §> 256 37601 ...

Le signe Df? exprime donc une propriété intrinséque d’une P; le signe
Df une propriété relative & sa place dans une théorie. ’

Supposons fixé un ordre aux idé¢es des sciences mathématignes. Une Df?
qui contient dans un membre une idée, ¢t dans 'autre des idées précé-

b by

bt t i

—_ 13 —

dentes, peut étre prise comine Df réelle de la premiére. S'il vy a plusieurs
DI? qui remplissent & cette condition, ou choisira la plus commode.

Les idées, dont Ja Df svnbolique fait défaut, s’appellent « idées primi-
tives » relativement & Pordre fixé. 11 Vv a nécessairement des idées primi-
tives, car on ne peut pas définir la premiére idée, ni le signe =, qui
figure dans toute ddéfinition.

Si 'on change I'ordre des idées d'une science, une P qui jouait le role
de Df peut se transformer en une DIf?; une idée, qui était primitive
relativement au premier ordre, peut étre définie, et réciprogquement.

Il convient de donner aux idées d’une seience un ordre tel que le nombre
des idées primitives =oit le plus petit possible.

Nous reucontrons trois idées primitives dans 1'Arithmétique (§-FP1: et
trois dans la Géométrie (§ vet P10, 2:0 ¢t 8:0..

Les idées primitives sont expliquées par le langage ordinaire, et sont dé-
termindées par des Pp P primitives. ; celles-¢i jouent te role de définitions
par rapport aux idées primitives, mais n’ont pas la forme.

On peut, si I'on veut, donner aux Pp la forme des définitions symholiques.
P. ex. au licu de prendre comme idées primitives dans I’Arithmétique les
idées représentées par les signes 0, N,, 4, et de les déterminer par 5 Pp
§ -+ 215, on peut définir le syxtéme {0, Ny, ) comme le systéme sa-
tistaixant & ces d Pp.

Parmi les principales formes de DE sviboligues qu'on rencontre dans le
F, nous mentionnerons les définitions « par abstraction », ol I'on définit
1'égalité de la méme fonetion de deux variables, sans définir cette fonction.
Ont cette forme les §Num -0, §I' 2:0 $vet T°3.

Ex. de Df « par induction »: §4 4-1-2, 6-1-2.

Ex. de Dt ot les deux membres sont connus: § — P24,

Les deux membres de P’égalité qui constitue une Df doivent contenir
les mémes variables réelles. P. ex. la § - D141 : asN .. a—a =0
n’est pas une Df? 5 elle le devient sous la forme :

0 = « valeur constante de ¢—a, olt «eN ».

Tout signe défini peut étre supprimé, en le remplagant par sa valeur

donnée par la Df.

Démonstrations,

Dm signitle « démonstration ». En geénéral les démonstrations sont ren-
fermées entre [ ].

Les démonstrations, dans les sciencex mathématiques, sont composées
d’une suite de propositions convenablement liées.:

Ces P ne différent des théorémes que par leur moindre immportance. Nous
pouvons done les exprimer complétement en symboles.

L liaison entre les P est indiquée dans le langage ordinaire par « on
déduit », que nous traduirons par D). Elle est une forme de raisonnement,

Les lois de logique, contenues dans la suite, ont été en géndéral trouvées
en ¢nongant, sous forme de régles, los déductions qu’on rencontre dans les
démonstrations mathématiques.

e — .
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Parmi les régles plus importantes il y a le syllogisme, composer. exporter,
importer, la substitution, et simplitier.

Soient p, q, r, 8 des propositions.

Syll, abréviation de Syllogisme, indique la forme

: pOq . qDr D pIr.

Si les propositions sont réduites & la forme ae¢, ot « est une Cls, e
svllogisme est exprimé par la P24 Muis nous appliquerons le Syl méme
lorsqu’il s’agit de P non encore réduites & la forme aea.

Cmap (composer) indique la forme

POq .pOr . pqr.
Voir P3-4. En combinant les raisonmements Cmp et Syll, on a la forme:
P3-61 pOq . pr.ogr s . ps.

Importer signifiec passer de la proposition p .90 & la pgDr.

En réunissant les hypothéses, on réunit aussi les indices au signe 2.

Exporter indique la transformation inverse. Voir P7-3.

Par ¢x. woit la P: asN . be N« .ce NXb D). ce NXu
ol le signe 7 porte les indices sous-entendus a,b,e.

Iixport . 7D): aeN . be Nxa i ce NXb . De . ce NXa
Optrons par cz3: asN . be N Xa .. Nxb DN Xa.

La substitution consiste a remplacer dans un théoréme a de la forme
Py, les lettres variables a,y,... par des expressions constantes ou
variables a,b...; on désigne par

W,b,...) @y Pa
la nouvelle P. Le signe | sera ¢tudi¢ dans son §.

Toute P doit étre ¢erite sous sa forme la plus simple. Si Ton effectue
une substitution dans une P, il peut arriver que la nouvelle P’ ne se pré-
sente pas sous la forme plus simple ¢ il faut la simplifier comme suit :

«) Si I'Hp ne contient plus de lettres variables, et si elle est vraie,
on la supprime, et 'on affirme la Ths.

P. ex. soit la P xe Np .. (w—1)!41 e XX (a"
a1 | aPa D2 11le Np .. 1041 e N X 11
Simplif .. 10!4-1 e N X 11.
b) Sidans 'Hpil y a comme facteur logique une P vraie, on la supprime.
Ex. De la P a,beN D). (a+b)? = a®-2ab+-b? (a)

a*+4-2u--1,

1| b)Pa . Simplit . asN D). (a--1)?
Si I'on exporte la P vraie, la régle ) est conséquence de la «).

¢) Réciproguement on peut unir a4 'Hp des P vraies.

Soit « un théoréme : ~ Hp.ea.D. Ths est done une forme abrégée de
a.D: Hp .. Ths.

d) Si dans I’'Hp il ¥ a comme facteur logique une I conséquence des
autres, on la supprime.

e) Si dans I'Hp il y a un facteur logique non nécessaire, on le supprime.
1) Réeiproquement on peut ajouter a I'Hp des facteurs non nécessaires ;
cela revient & dire que de Paffirmation simultandée de plusieurs propositions,
on peut déduire 1'affirmation de chaque proposition, Voir I’3-3.

T
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D’autres formes de raisonnement seront indigudes par un nom :

Distribrenm: Opern Commn Assoen Distriby ™) Distrily 3,/
Pa-1 3D 42 43 ] 6%
Distrib. e,v) Opure Commw Axsoew Dirtrib A} Distrib s,v;
§v 10 15 2:2 23 3 41

Transp Operyg Eliminer.
§-204742 12l 21

Les P de logique sont en géndéral évidentes. Les démonstrations n'ont
pas pour but de nous assurer de la vérité de ces P, mais seulemént de
réduire plusicurs de ces modes de raisonnement & d’aatres plas simples.

Dans le Formul. une démonstration est réduite & une suite de transfor-
mations, suivant des régles mentionndées, de I'Hp dans Ia Ths, Ces trans-
formations sont analogues aux regles algébriques pour résondre un systéme
d'équations.

En supposant ordonndées les P d’une seience, une D doit déduire une P
dex précédentes, Une P opeut avoir plusicurs démonstrations 5 il peut arriver
qu'il convienne déduire d'une P une autre précédente 5 on pourrait appeler
< démonstrations possibles » ces déductions: elles déviennent des démon-
strations si 'on change Pordre des o Kxor §v P26, $ 161

Les P odont la D manque, sappellent Pp o propositions  primitives’. Si
dans une =cience i1 v a des idées primitives, il ¥ aura anssi des Pp, qui
tixent la valeur des premicres.

Une P est primitive, si 'on ne 'a pas démontrée. Dans plusieurs cas
on prouve qu'un systéme de # Ppoest irrédactible © pour ¢e but on donne
aux idées primitives n interprétations diffcrentes de la réelle, et telles que
chacune satistasse a toutes des Pp. une a la fois exceptée. Voir -4 et §vet.

Dans quelque cas on prouve sculement que chaque Pp est indépendante
dex préeédentes ;5 on prouve indépendence ordonudée. Voir Pieri TorinoM

a.1893 .48 1.GO.

% 2. D e

0 ae Cls D) wyea .=. xen . yea Df

« Soit « une classe ; nous éerirons a,yeq, qu'on lira “x et y sont des a”’,
au licu de oea . yea ». '

La formule a,y,zeq signifie x.YEq . zed
“ow et y sont des o, z est un a ,,, qu'on lira ¢ x, y, z sont des @ 5 ct
ainsi de suite quel que soit le nombre des sujets.

Ex. 221, 221, 25%—1 & Np

a,beN D). ab=ba . @4+ =2ab

1 wbeCls Do b=t wea ), web Di?  |{ F1889 P50 |
} Oper xe | { Oper a3 |
Cette P relie les deux fonetions du signe ) entre Clx et entre P, et ox-
prime les régles « opérer par e, ou par r3 ». Voir PI'7.
Si 'on considére le signe 0 entre P comme une idée primitive, la P-1
définira le méme signe entre Cls,

|
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Réciproquement on pourrait essayer de prendre comme idée primitive
la valeur du signe 7) entre Cls, et d'en déduire la valeur entre les con-
ditions aea aeb par la méme P-1. Mais cette P contient déja le signe O
avec la signification « on déduit » entre I'Hp et la Ths.

2 aeCls.D). a)a { LEIBNIZ voir P33 }

3 a,beCls.a)b.xea D). xeb { F1889 P55
[ ' P1.D. a,beCls . @b D) wea Dz . xeb €
(1) . Import .D. P ]
Appelons p et ¢ les conditions wea aeb. Par la Df P-1, la P'3 devient :
POg.p D g «side p on déduit g, et la p est vraie, sera vraie la ¢ ».
Cette forme de raisonnement est une espéce de syiogisme.

4 abeeCls.a )b. b D). D). a)e { Syl
| ARISTOTELES, Analytica Priora, lib. 1, cap. IV:
«El 16 A xard aavtds 100 B, xal 1 B xard mavtde rov I,
dvdyxn 10 A xard zavtds 108 I' xarypyooriofac. » §
{ LEN1Z Mss. Philosophie viIB 4 fol.17:
« Nota I' aut vox est. el'd sivedTe. Si el'd et dla tunc el'a. » |
Cette P exprime le «syllogisme » abrégé en Syll.
Soit xay une relation entre les objets x et y. Elle est dite « trausitive »
si xay . yaz ). xez.
Le Syll dit que la relation T est tramsitive. La relation & ne V'est pas.
P. ex. de Te Np

et Np e (ensemble infini illimité dénombrable )
on ne peut pas tirer de conséquence. On dit que & a le sens composé (sen-

sus compositi), et D le sens divisé (sensus divisi;. xz« dit que a est une
propriété de o ; xDa dit que a est une propriété des individus de la classe «.
5 abedeCls.a )b . b )e.cDd D). ad
[ Hp.Syll .D. aDc.cDd.Syll .D. Ths ]

‘6 ab,ceCls . D) aD)bDe=.aDb.bDc Df

Cette abréviation se rencontre dans quelques démenstrations.

#* 3 on
‘0 abeCls . ab=ar
a,b,eceCls . abe = (abye :
ab=c¢.=.(aby=c¢ : a=bc.=. a=(bc) :
. abe.=.(abJc : aDbc.—=.a)bc) Df
Ces conventions ont pour but de sous-entendre le signe n et des parenthéses.
{ Distrib(e, n) |
{ 1889 P47 |

xeab —=. xe(ab)

1 abeCls .D): xearh .=.xea m xeh Df?

T
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Cette égalitd est une Dt? (définition possible), car le signe A figure dans
le premier membre entre Cls, ¢t dans le second entre P. Si l'on suppose
connue sa valeur entre P, on en déduira la valeur de la formule aeab
mais pour avoir dans le premier membre ab seul, il est encore nécessaire
la transformation indiquée par la P6-2.

Réciproquement si 'on considére comme une idée primitive le produit ab
de deux Cls, on déduira la valeur du produit logique entre les P xrea et web.
Mais I'Hp «,be Cls, par la P2:0 est déja le produit logique de deux P.

Soient zay et xpy deux tonctions de x,y. L'opération a est dite distribu-
tive par rapport & la g, si 'on a

xa ypz) = {(ray’f . rez) Distrib a8

Le sizne & droite indiyue Je théoréme qui exprime cette propricté.

. ex. Popération arithmétique X est distributive par rapport a .

L’opération &, dont l¢ résultat est une P, est done distributive par rap-
port & A,

Ex. De la P: NpntdN4-1) D NN
Opér sz . Distrib g, »* . D xe Np . xe AN-+1 .. e N24-N2,

2 abeCls .. abeCls { F1897 P22}

3 wbeCls D). abDa 31 HypP3 . D ab Db
} LEIBNIZ, Specimen caleuli universalis, PhIlS. t.7 p.218:
caest ar <ub est a» «ab est b.s!

4 abeeCls.a Db a e D). a)be y Cmp {

«Diversa praedicata in unum conjungi possunt, ut si constet « esse b,
itemque aliunde constet « esse e, poterit diei a esse be.» |
Elle exprime la forme de raisonnement dite « composer » (Cmp).

5 abeeCls . b ) DoabDae { Oper n |
{ LEmN1Z 1d. p.222:
«Si b est e, tune ab erit we. Quod ita demonstratur: ab est b, b est ¢,

“ergo ab est e, per regulam consequentiarnm primawm. ab est ¢, ab est a, ergo

ab est ac per demonstrata supra. »;

[ abceCls.bDe. P31 .. abDh . dDe . Syll D). abDe (1)

» » » P31 . DeabDa.abDe . Cmp D abDace |

Cette P, analogne a §> P4°1, s’appelle « opérer par A ».

La démonstration est la traduction exacte de celle donnée par Leibniz.
Nous voulons décomposer les différentes déduetions, qui sont complexes,
dans les formes simples. On verra par cet exemple comment cette décom-
position soit longue.

Ip signifie « hypothése du théortine »; dans notre cas: a,b,cz Cls. 0D,

Simplifier par la P3-3 signific répiter la premiére de deux aftirmations;
simplifier par la P33t signitiv répéter la deuxitme.

20. VII. 1900 RAM. &
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Nous commencgons 4 décomposer I’'Hp en aflirmations simples :

Simpl (P3:3) .D: Hp .D. a,b,ce Cls (o)
Simpl (P3-31) .D: Hp .D. D¢ ®)
Simpl (P3-3) .D: d,b,ce Cls .. a,be Cls (;r.‘:
(@) . (y) .Syl . Hp .D). ahe Cls X
Simpl (P3-31) .D: u,byee Cls D). e Cls i)
(@) . (). Syl D Hp .D. ceCls (s)
Simpl (P83} . a,be Cls .. ue Cls (&
(8) . (£y.8x1l .D: Hp .D. asCls (7
Simpl (P3:31) abe Cls .. beCls (0
(8).(0).Svll .0 Hp .. 0:Cls K
P32 .= a,be Cls D). abeCls
9). P3-21.8y11 .D: Hp .D. abeCls e
(ta) . (). Cmp . Hp .. abb e Cls aff
(). (s;.Cmp . Hp .. abb.c e Cls 7!
P3-31 .= ue Cls .. abDb
(). P3:31.8yll . Hp .D. abDb K
(). (¢8) . Cmp D¢ Hp D). ab,b,ee Cls . abDh (E)
(). (B). Cmp .0 Hp D). abb,ce Cls . abDlL . bDe g
(b b,0)(a,be)Syll D ubbyes Cls . ab Db . 6De 2. abDr %)
(). (¢2) .Syl . D Hp .. abDe Uy
P3:3 .= a,be Cls .. «bDar
©).P33.5y11 .D: Hp .. abDa (0
(ta) . {n) . Comp . D¢ Hp .D. ab,us Cls (%
(%) . (s) . Comp .0 Hp .. «b,a,ce Cls (#a
(xa) . (10) . Cmp . Ip .. ab,u,ce Cls . alDe wxf)
(#B) . («@) . Cmp D Hp .D » » LabDe ey

{ab,a,c)l(a,b,c,Cmp .D: ab,u,ce Cls . abDa . abDe D). b Due (x3)
(%) (28) .Syl D P
6 abedeCls.a)b.d e D). ad ) be
{ LEmN1z Id. p.223: :
«Si a est b, et d est ¢, tune ad erit be. Hoe est praeclarumn theorema, quod
demonstratur hoe modo:
a est b, ergo ad est bd per priora,
d est ¢, ergo bd est be rursus per priora,
ad est bd, et bd est be, ergo ad est be. Quod erat demonstranduan. »!

{ McCoLL a.1878 P9 {
[ Hp.DPd .. adDbd . bdDbe .. Ths ] )
61 abedeCls.a b . a ). be )1 a )l {F1897 P3|
[ Hp.Cmp .. aDbe .beDd . Syll .. Ths ]
62 ———.ab ec.acDd D). ab d
[ Hp .D. abDac.acDd .. Ths ]

%3 ————-= .a J)b.beDd D). ac Dd
[ Hp .D. acDbc.bcDd .D. Ths |

{F1897 P37

{F1895 P115|

s
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64 ———— ca ) bd .U e D). a)e {LeEmxiz Id. p.218 }
[ Hp.P3.D aDbd.vdDb.6De .. Ths ]

%4

0 abeCls D) a=b.=. aDb.l)a Df?

} LEIBN1Z PRIIS. t.7 p.225:
«Si a est b, et b est @, tunce a et b dicuntur esse idem .» }
§ McCoLL P7: (a=b>=a:b)b:a} |}

Cette P exprime 1'égalité de deux classes par le signe ). Le signe =
®¢ rencontre néeessairement dans toute définition, et ne peut pas Ctre défini.,
Si l'on veut considérer cette P comme une Df il faut regarder le deuxi¢me
signe = connne li¢ avec le signe Df. Leur ensemble signifie « est égal
par définition » ou « nousx posons ». Il n'est plus le méme signe qui figure
dans «=b.

Ex: (@N)~ (3N} = 6N
« les nombres multiples de 2 et multiples de 3 sont multiples de 6 ».

N ras@r—2 e 5N) = HN—1

« Les nombres o qui rendeut 32—2 multiple de 5 s’obtiennent de la for-

mule y—1, en y remplagant y par tous les N ».

1 aeCls .. a==aa | LEwN1Z Mss. VI P31 « A4 » !
[ wa,aifend,e’ P34 . Simpl . ae Cls .. aDaa )
(0} P33 . Simpl .t e Cls D). aaDu 2
(1. 2).Cup.P0. 2. P ]
2 abeCls D). ab=1ba
{ LEmN1z Mss. viiB2 p.3: «AB oo BA» |
Soit away une fouction de o ct y. L'opération a est dite commutative si

j Commn |

l'on a ray = yox } Comm a |
La P2 exprime la commutativité de I'opération .

[ Hp.P33.7331.D. abDb.abDa. Cmp D). abDbu (05
Hyp . (b,a)[(@,0) (1) D). baDab 2
1;.@).D. P ]

3 abeeCls . albe) = (abjc = abe j Assocn |
{ BOOLE a.18b4 p.29 |
On dit que I'opération a est associative, si
(Xay)az = xa(yaz) | Assoc a }
L’opération m est associative.
[ Hp.P33 .D. (abjeDab.ab>Da 2. (@b Da (1)
» » > . (lbDb . ((11))(‘3]) (2)
»  (abjeDe . (2) . Cmp D). (ab)eDbe (3)

(1) . @; . Cmp .2, (ab)eDa(be) ]

e

B AR
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Soient p, ¢,  des P contenant une variable, ou un systéme de
variables x.

0 p.=,q signitie D)@ G DD

01 Pp.)E gD signifie Py

w2 pL ) =7 signific P D e

Ces P s’énoncent symboliquement :
1 abeCls D). wea =, xeh :=. «=D Df
41 abeeCls D) aea ) aweh D xee = ab )¢ br
12 abeeCls D wen D), xeb .= wee o= ab . ac )y DI

Dans la formule p .=r .y, la lettre 2 est apparente. On sotis-cntend
Pindice au signe = lorsqu’il n'y a pas d’ambiguite & eraindre. Voir §1P3.

Ex, aeNp .=. ae N+1 . .a—1!1 41 e NXa

§— P1:3 §u P36 §/P13 §R PG PI4T §rP10 13,58 ..

Dans ces exemples U'indice au signe == est toujours sous-entendu.

Dans la formule p . D:t ¢ .. r, le premier D porte Uindice . gui pout
étre sous-entendu; le deuxidéme ne porte pas d'indice.

Des deux formes p.g0r et pyDr, 1a deuxitme est plus simple, lors u'il
s’agit d'une proposition seule; mais la premiére est plus commode lorsqu’on
a une longue suite de propositions qui ont ane Hp connnune: alors on
peut mettre en évidence cette Hp, et Iéerire une seule fois.

Ex.: §R P2:6-7 P11-2-+4.

La P-11 exprime, dans mwn cas particulier, Ja régle de I'exporter.

Ex. de la -02: a,byeeN D «=b .=, atc=b-c

a,beN D) a?+b? e 8N .=. ae 3N . be 3N

2 a,beCls D) a )b = a=ab Df?
{LEIBNIZ PLIIS. t.77 p.214: «Omue A ost B id est 45 x4,
Cette P transforme b en une égalité. Le signe D v figure aussi pour

pour séparer I'Hp de la Ths. Voir F1897 Po2 note.

[ abeCls.aDbh.P22 .. aDda.uDb. Cmp .. aDub 1
abeCls .ab . (1). P33 .. «Dab.albDua. P40 .. a=ub i2)
» » a=ab.P331 .. Db _ ©)

2.8 D.P ]

3 abeeCls D) @D be .= ab.ae | Distrib( D" |
Mc CoLL a.1878 P12: «(rx:A)@:B)(x:C)=(x: ABC).»}
a,b,ce Cls . aDbe . P3-3:31 .. Db .a e )

O.Cmp .D. P ]

‘4 abeeCls. ab e.ac b D). ab=uac
| Hp .D. abDac.acDab .. Ths ]

—

{F1897 Phdy
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Ex. Appelons a, b, ¢ les trois ¢quations
ay =m xy=n (x—y)? = nd—4n
Par des régles algébriques on a ahDe ach 5 on déduit 1'équivalence
des systémes «b et ac nais non de ab et be'.

1 uweCls ). r3wea) =a Df? {F1889 P58

Cette égalité a le caractére d'une Df?) car le signe 3 figure dans le
premier membre ¢t non dans le second. Mais, contrairement aux autres
Dt, le premier membre est plus compliqué que le second. Danx la pratique
on éerit le sigue we en avant d'une P oréductible, mais non réduite, a la
forme rea.

2 u,be Cls D). anh = a3(@ew ~ axeb) DE? | Distrib(z,n) |}

{F1839 P60}
[ P31.Operaz D P
Cette P dit que Popération s est distributive par rapport a a.

3 aeCls D). a==o3(veCls.a ) Du axer) (F1897 PGLL

[ P23.D a,ueCls . «Du . aea D). weu 1
1. Export .D) aeCls .27, wee Dt ueCls . aDu D . e (2}
(2:.Uperwos . asCls .. a2 xs’ » » ) \3")

‘ aeCls 1 we Cls . «Duw . Du . weu 2 ae Cls . aDa 2D wea (4)
i Export . Operaz . D) weCls . ws(ue Cls . aDu Du.xew) D a (5)
1.5 DD |
Ex, §21Dm . 26Dm . § 3:8Dm.

1 (s = [(z5y);5] Df {F1898 P70!

:-2 (e;) :({l;b) = X==a .y=b Df? {F1897 P71}

Sur cette P voir RAM t.6 p.65, p.119.

3 ab,eeCls D)

wed e (ry)eb Dy, (wy)ec »==: xea . (o;y)eb ey (3y)ec
{1894 §18 P2; 1897 P74}

Considérons une condition contenant une variable x, et deux conditions
contenant deux variables @ et y. Nous écrirons la premiére sous la forme
aew, olt « est une Clsj et les deux derniéres sous la forme {i;y)eb et (a5y)ec
ot b et ¢ sont des Cls de couples. Alors la déduction ' '

wed . (x3yeb ey (asy)ec
est identiyue 4 la
xea et (asyeh Dy . (e3ydec
La P3 est I'expression simbolique de régles « exporter » et « importer »
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dont nous avons parlé dans les « démonstrations ». Un cas particulier est
la P5.11.
Ex. dans les Dém. des §RP2:1 § P12 §Lm P11 1-4

4 ab,ceCls )

xea . Da yeb. y. (@y)ec .=". yeb . Dy: xeu D:r. (xy)ec
{ PEIRCE a.1880 p.24 : Ay ) =y i)

5 abedeCls D)
xea Dt yeb . () ec Dy. () ed =
yeb Dyt aea . (sy) ec e, () &d
[ Import.Export .. P ] '
D’autres identités ol figurent des relations entre plusieurs variables son
contenues dans §y P2.

% s
*1 xr=x
9 =y ). y=x
3 x=y.y=3z.). =3

Ces trois propriétés de !'égalité sont indépendentes. Voir §vet P2:1-2-3.

Si I'on suppose vérifides les '2:3, et que, étant donné un objet w, il en
existe un autre y tel que x—=y, P2 D y=x, P:3 D P1.

Voir Vailati RdM. t.1 p.127, t.2 p.161, et De Amicis RdM, t.2 p.113.

Il y a des relations, différentes de 1'égalité, et qui satisfont aux condi-
tions -1-2-3.

Sont telles les relations géométriques:

« la droite x est paralléle & la y »
« la figure x est superposable & la y »
« la figure x est semblable, ou projective, & la ¥ ».

Voir F18%4 §39.

Sil’équation fia,y) =0, ol le premier membre est une fonction algébrique
entiére des nombres a et y, exprime entre ces variables une relation ayant
les propriétés *1:2-3, elle est réductible & la forme Fax = Fy, ol F est une
fonction rationnelle. Voir IdM. 2.1900 p.37.

| Ex. §+ 31 ¢

b /=Y =—=5 = =Y Y=23 Df
exprime une abréviation trés connue.

8 aeCls.xea . y=x .D). yea

6 x=y .=: aeCls.wxea . ),.yea DIf? { F1897 P80 |

{ LEmxiz Id. p.219: «Eadem sunt quorwin unum in alterius
locun substitui potest, salva veritate. »}

L’égalité =y signific «toute classe qui contient @« contiendra aussi y»,

ou «toute propriété de x est une propriét¢ de y»; ou «la vérité de la pro-

position aea, qui contient x, n'est pas altérée si 1'on remplace « par y. »

{ F1895 84 P10 |
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Cette P est une Df?, car le second membre ne contient pas le signe =
gui figure dans le premier. La difticulté gqu'on rencontre a la considérer
comme une Dt réelle, que le signe = sert d¢ja dans la définition, peut
Ctre Geartée par la remarque & la P4-0,

L Pr6vne donne pas toute la signification de a=y, car on doit encore
détinir cette égalité pour les nombres négatifs, rationnels §n1-2 §R1-2, dans
lex Dt par abstraction : de P*1 on ne peut pas tirer la P4-0. V. F1897 p.39.

Dans les traités @’ Avithmétique on a les P

213 = 4/6 213 ext une fraction irréductible 4/6 ne I'est pas
ce gui parait en contradiction avec la P, Ici le signe 2[3 représente
d'abord un nombre rationnel, ensuite Pensemble des trois signes 2 [ 3.

61 DmP1 | «eCls.aee . Shmplit .. aga : 6 7. P

62 Dm P2 Pl .. xe zza=x; . 6 .D). ye ysiz=) .. P

63 D P3 Hp . «eCls .. P6 .. yea . P6 .. zea . Ths

64 Dm 5 P+6 . Import .7). P { F1897 Py0-84 ¢

§2 v

% L

0 abeCls D). ab=ua3(ceCls.a Dc.b)c.De.oec) Df
\F1897 P241]
avh, qu’on peut lire « « ou b » indique done la classe des ohjets qui
appartiennent & I'une, an moins, des classes a et b.

[opération indiquée par le signe v s’appelle « addition logique ».

Ex. §NpP2-1: Npn:34N) D (6N+1, v (6N—1)

§N 59 §Num 2,°31,-32:56 $max '3 §Dvr 1-33 §mlt 1-02:33 §q 437 §:1°3 41
§sin-1 P11, 2-1.

Leibniz a indiqué Popération v par le signe -, ou par le méme signe
dans un cercle. Nous ne pouvons pas représenter par un méme signe les
additions logique et arithmétique, sans produire des ambiguités. P, ex. :

Np 4+ Np = 2,N-+1), NpuNp = Np. '

Le signe 4 dans Boole a une signification un peu différente.

1 abeeCls )

b == (abyae 2 avbe = avlbe) : avliDe .=, (avh)De : aDbve .= a D) bwe) :
avhee = (adbe 1 xe avh .=. xeaub) Df

2 a,beCls . 7). abeCls

-3 » a )b . VD) ash

{ LEmN1z PLILS. t.7 p.240: « N estin 4 (5) N» |

[ §1P2:3 .7: a,b,ce Cls . aDe . Ve . wea D). axsc . [¢))]
(). Export . a,be Cls . wea . D:ce Cls . ac.bDe D . xee (2)
(). 0.0 » » L. xe avb 3)
(3) . Export .D: a,be Cls .\D: @xga . Dr . xeavd 4)

(4). Operas .. P ]

}
I}
i
s
.3
ot
Y




—od —

4 abeeCls.ade.b e D). awb e jLeBNZ Id. p.232:
«Si 4 est in C et B est in C etiam A-+B erit in C.» |
[ P-0.Oper xe .D: a,beCls . D.r. e ab .=: ceCls.aDe . b e . xee (1.
{1). Simpl .D.. a,beCls . xeand D ce Cls.aDe.bDe e . xec 2,
(2) . TImport .2: a,b,ee Cls . xe avh . aDc . Ve DD, xec 3.
(3) . Export .D.". a,b,ce Cls . aDe . Ve . D: xe avh Dr . xec cy
4; . Operxs .. P}

5 abeeCls.a )b .. awe D e § Operv |
{ LEmxiz Id. p.239{ } McCoiL a.1878 P10 |
6 ab,e,deCls. «Db.cDd D). ave D bl { LEISNIZ p.232:
«Si 4 est in M, ot B est in N, erit A+B in M4-N.»]
61 ) bue .0 Dd . cDd D). «d

{ DE MORGAN Formal logic a.1847 p.123 |

% 2. abeeCls D).
1 ava=a } LEiN1z Id. p.230:
«Si idem seeum ipso swnatur, nihil constituitur novum, seu A--d oo A}
[ Dfu.D. avu=uasceCls.uDe De. aec) . §1P6:3 .. P ]

2 ab=hu $ LEmNiz Id. p.237 4 { Commy |
| Dfu .D. avb = az{ce Cls . aDc . DD e - xec;
Commn.D). » » D aDe e >

Dfu .. » bt ]
3 aubuC == (b)) = (D) { Assocy |
§ SCHRODER al877 P3|
as[de Cls . avh Dd . ¢Dd .. aed]
a3{de Cls . aDd . bDd . ¢ Dd 3. xed]
a3|de Cls . «Dd . bue Dd D, aed]
a(bue) ]
% b D)a = ab=a } LEisNiz 1d. p.232:
«Si B est in 4, erit A+Bowd...Si A+Bow 4, tune B erit in 4. »|

3 a)c.be = ab_ e [ P1284 .D. 0]
{ McColl a.1878 p.11 |

[ (e

i

‘6 P3.0). P10
[ §1P63.D. awb = a3 ceCls . «vlb De e, xec)
rs5 .. » » »  Ld e b . » )

De la P10, considérée comme Df du signe v, nous avons tiré les I sue-
cessives. Réciproquement de la derniére 2:5 on peut déduire la 1-0; et puisque
la ‘5 est conséquence des P1-2:3'4, on aura une autre fagon de traiter cet
ensewnble de P, On peut introduire 'idée v comme primitive, en la déter-
minant par les P1:2:3-4, qui joueront le rdle de Pp (propositions primitives).

il
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Si V'on remplace « Db par b, et anb par avb dans les P
§2 PH2-3-4-5-6°61 6128 728
on trouve §3 PL2:8345:6-61 2:1-2:3 -4
La mfme substitution dans les démonstrations des premiéres P, permet
de tirer directement les dernieres des PP1'2:3-4.
Cette correspoudence, dite « loi de dualité », a été énoncdée par Peirce a.18G7.
Une troisi¢me théorie du signe v sera indiquée dans §= P3-1.

¥ 3. abedeCls D).
0 abuvac ) albue)

[ P1-3 .. DD . ¢Dwe . Oper A D). abDabue: . acDaiboe) . P14 P
W albve) D) wubeac Pp
Cette P n’est pas conxéquence des P précédentes. Pour reconnaitre son

indépendence, il suftit de donner aux signes Cls, A, v une interprétation

qui satisfasse aux P précédentes, mais non & cette-ci. Considérons des points;
par Cls indiquons les classes convexes de points, ¢'est-A-dire les « telles que

Medu=zu ; au signe m conservons sa valeur ; alors, par la DI1-0 | evb indique

« la plus petite classe convexe contenant « et & ». Il est ais¢ de voir que

subsistent les propositions précédentes du §v, et aussi les dualitiques, mais

non la nouvelle U1, II faut done, en suivant Pordre que nous avons ici
choisi, la considérer comme une « proposition primitive ». Voir §= P35,

1 albv)=abuac [=. P0.P01] ! Distrib(®v) |

$ LAMBERT a.1781 p.33:
« Will man aber setzen (n-n)d. so ist dieses = md-+nd. »;

1 (al)e = acvbe AComm v . Distrib v, v, .. P

12 (d)eud) = acvadwbe o bd b LAMBERT id. !

2 avab =a 21 a(wb) =a |} SCHRODER a.1877 P10°10" |

22 (fwr)(Inr) = abue [ Distrib(e,n) ] |} PEIRCE a.1867 p.250 |

23 (auh) b)) = ab v b v ca } SCHRODER a.1890 p.383 |

3 a=b .= abDub } SCHRODER a.1890 p.382 |

4oac Db a) e = ah { PEIRCE a.1880 p.34 {

41 de Dbe.ave DJlve =. ¢ )b | SCURODER a.1890 p.362 |

42 ac=1lc.awc =l .=. =D ! » a. 1877 p.a2d

43 a b . VD) = b Dlbe { Papoa F1897 {

5 a)be.ab Dd.ac Dl Da)d { PiERI F1897 !

% 4. adceCls D).
0 zea . xeb —=. xe b Df { Distrib(e) §
{ F1889 P48 |
Cette P exprime la somme logique de deux propositions xea et aed par
la P ae adh, ol ne figure que la somne de deux classes. Puisque toute P
est réductible & la forme ae «, on x est une variable, ou un systéme de
variables, on aura détini la somme de deux I’ quelconques.

L
3
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Ex. §Np P1-2: ag Np . byeeN . bXe e NXa D). be NXa v ce XX

Ex. §X 15 24 §M5-45 §>2:45 ...

La P0 dit que I'opération ¢ est distributive par rappors 4 v. L’opération D
ne 'est pas. En effet de (N+17° D 4NvdNF1), on ne peut pas tirer
(N1 D 4X, ou (N-F1* D 4N-+-1.

1 x3{ X w. 28D ) = aJb Dt? { Distrib(z w) |
: | F1889 D62 !

[ PO.Operws . D P ]
Cette P exprime la somme logiyue de deux classes par une somme de P,

2 ) w Ve D) ab e { McCoLL a.1878 P13 |
21 a )b a e D). a)e » » P14

§ A
% 10 A = a3(eeCls .D),. xea) . Df

A indique la classe nulle. Leibniz 1’a indiquée par N, initiale de Nihil;
Boole et ses continuateurs par 0. Ce signe ne se rencontre plus dans F1599
ol il est exprimé par les signes = et g. Nous le conservons ici, car il
permet de traiter simplement quelques théories logiques. Ex:

NIANIENH) =A  «iln’y a pas de cubes, sommes de deux cubes ».

1 A eCls | F1897 P436 |
‘2 agCls .. ADa | F1888 §2 P13 |
[ PO s we A DD ae Cls D . xea e
(M. Import ... axe A . ae Cls .. xea 2)

(2). Export ... e Cls .1D: e A Dz . xea (3)

(8).Operxe .. P ]

3 aeCls D). an\ = A
[ P2.§1P32.D. P ]
4 aeCls D) e\ = a=A\
[ P2.DO.P7 | A
5 aeCls . a=A\ .=:0eCls. n.a )b Df?
{ F1897 P300 |

{ BOOLE a.1854 p.48 |

{ F1889 P38 |

a,b,c,de Cls D).

6 a b=\ D) a=A\ [ P4.Syll.D.P ]

Ta )b be=A D). ac=\ { ARrisTOTELES id. id. !}
8 a ). d.cd=\ D). al=/A } DE MORGAN a.1847 p.123 {

v A % 2. ab,ecdeCls D)

1 av\ =a { BOOLE a.1854 p.47 |
[ Hp.P2.D. ADa.§ D24 .D. Ths ]

— 9 —
ﬂub:/\ =3 a=/\ =N

o

{ BOOLE a.18H4 |
{ F1888 §6 P9 |

[ PI'4 D avb=A .=. asb DA
$0 P25 .0 » .= aDA.LOA
P14 ) »=.a=A.b=A ]

3 a=A v b=\ D). ab=A\
b =aw . arb=\ .arc =\ D). b=c
B3oab=cd.u=c.ab=\ .cd=N\ D). b=d

YLEIBNIZ Id. p.234: «Si ALl C+D ot Ao C, erit Boo D, modo 4 et 3
itemque € et D sint incommunicantia. » |

6w Jod.cDn.d Db ab=N\ D). «De. V. cd=)\
§ HAUBER a.1829 §291 |

T oa )b ab=\ D). a )

Une remarque curieuse est la suivante. Remplagons :
axe Cls par e N
ab » ash, ou par « a est un diviseur de b »

{ F1895 §3 P11 |

{ DE MORGAN 2.1847 p.122 |

anb » « le plus petit des nombres a et b » ou par «le plus grand
commun diviseur entre @ ¢t & »
avh » «le plus grand des nombres @ et b .+ ou par « le plus petit
multiple commun entre « et b »
A 1
Subsisteront toutes les P précédentes gui ne contiennent que les signes

indigués, comme les §2 P3+4-5 Po-2--64 P6-0-3 PT2:34... P.ex la $A P27,
par la deuxiéme bubbl’ltutloll devient :

« Si le nombre « divise le¢ plus petit multiple commun entre b et ¢, et
s'il est premier avee b, alors il divise ¢ ».

§4 -
% 10 Soit @ une Cls; =¢ indique la Cls des “non a .
01 Soit p une proposition; =p désigne sa négation.

Ex. de la négation d'une Cls, §Np P10 :

Np = (N4D)=[(N+1)X(N-+1)] Df.

« Nombre premier signific nombre (supéricur A 1'unité), non décomposable
dans le produit de deux nombres ».

Dans ce cas, et dans §N, 57 §r 7 §N 35 §max 10 §Dvr 1-81 §Np 52 18023
§I" 467 §log 1'1-6'7 §qn 2°0 §Subst 3-05°4 §q' 53 §tng 65 §vet 8°8370°1-2-3-4
§D 3:2:37 45'3 on a toujours l'expression b-a ol la elassé a est contenuc
dans b.

Dans §34'0 §4n 21-0 la classe a n'est pas nécessairement contenue dans b.

Ex. de la négation d'une P;

§>>10-01 : abe N . ~(a=b) .2D. a®>}b*> 2ab .
Autres ex: §4-24 §N; 3 §r10:1-3:4 11 §N4-2:85-6-7 §= 2'6 §Num ‘01:03

I b e T Bt
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-05:3'8 §31-6 §max 12-2 §quot 27 §Dvr 1°9 §Xp 10-3 122 §Sgm 3 §lim 15-1
§q' 25 42 52 §74-2 Stang 6:0:4 §ver 60-35-37 61-3 §D 3-21 5-1-'3.

Nous avons cités presque toutes les I du F contenant le signe =, On voit
que leur nowmbre est trés petit.

Le signe de négation se rencontre sous la forme du signe — de P Arithmé-
tique, avec lequel il présente quelques analogies formelles, dans Leibniz,
Segner, Boole,..., avee la méme valeur, ou avee des valeurs semblables. Dans
quelques travaux il a la forme — .

Nous ne donnons pas ici une définition symbolique de Ia négation 5 nous
la considérons courme une idée priwitive, dont la valeur est déterminée par
les propositions primitives 2:1-2:3.

Les P38, $ 6 indiquent la possibilité d’autres théories, ol la négation
est détinie 5 dans F1897 P363 et 433 sont indiquées deux autres théoriess
mais eclles ne sont pas développées.

4 weCls D). =wea)= x&=u Dt

11 » =1 == w3 ={2'E) Dyt

Les P lient le double role ‘de la négation entre P et entre Cls; la .1
exprimne la uégation d'une P par la négation d'une classe s la 11 exprime
Ja négation d’une classe par la négation d’une P. 1 suftit done de consi-
dérer I'une des D001 comme exprimant une idée primitive, et prendre une
des P-1-11 comme Df.

Pour supprimer des parenthéses on fait les conventions suivantes:

2 re—y =, =(r=Y) Df
w,beCls ) 3 xeeq . =(xen) Df

Bl ar,ye=EQ == X=EU . Y=EQ ! Ex. §Np P6-2-+4 | Df

4 we-u = xe(~a) : a=b=ar=b ; =t Db.=. (~)Db : ~u=b.=.(~)=0 Df

B XEl =X =EQ [P1.P3.D.D7 } Comm(e,m=) |

On dit qu'unc opération a est commutable avee da g si afr=pgax, Cette P
dit que les opérations & ¢t = sont commutables. L7 operation D n'est pas
commnutable avee la ~. En effet de = Np D 2N-4-1} « non est vrai que tous
les nombres premiers soient impaires . car2e Np+, on ne déduit pas
Np D =2N-1), « tous les nombres premiers sont pairs ».

{ “1-5 F1889 P46, 61,.. |

% 2. abceCls D).
‘4 = eCls Pp
2 (=) =a {LEIBNIZ Mss. VB2 D.3: «Adccammmi» | P
"3 ab e D). u=c =D { Transposer | Pp

4 a b D= D=a »
g_LEIBl\'IZ Mss. Phil. viiB 2 fol.17: «dest B ergo noni? est nond » %
[Hp .D. (=b)aDa .aDb .D. (<by Db . T3 .. (=D)(=D)D=a . Simplif .. Ths ]
Nous appelons « transposer » I’application des P34, par 1'analogie qu’elles

AP

R R A )

N2
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présentent avee la transposition des termes dans une égalité ou indgalité
algébrique. La régle +3 est appelée quelquetols « la loi des inverses ~. Nous
appelons awssi « transposer » les régles P3-771, et 42,

La P4, conséquence des précédentes, remplace la p+3 daus les D des
P5510h2 31 ...

Boa )b = = D)= [ P4 ombymit (@ P4 D P ]
} F1883 P8
31 =l ==. mi{ === [ P5.D. P
82 a=l =. a )b .=n_)=l ¢ 1897 P118 ¢
33 a=tth) = u=h } FI89T PI17T |
B4 a )b = u=h Db ! Paboa F18YT Plz22

Y

38 tel) = let =, a=D v Vatnart RdAM a.1891 p.103

6 ab e = e )= ¢ PEIRCE 21880 p.35 |
[ P35, ==b b D3 .. P

61 «,beeCls . ab e aab e D a e

62 (dmh)e == (cteym(ln) ! BooLE a.18)4 p.34 ¢

W3l =c =. a=h==r } WHITEHEAD a.1898 p.40 !

v 3% B wbedaeCls
1 o) = - pely ] Df

I 82053 D «bDa . abDh . Transp . =a D =ub. . ~bD =aby 1,
)L { Pl D~ =b D - dlr 2
==ty 20 adh D [ = (D] o

v P13 D« DD - Transp . =~ avbi D =« . ={asy D =b .
Cmp D, = D= t=hy . Transp . = =)=} D avb 4)
34D P ]

2 () = (=) (=) [P1.D. P2
B anh = = (=rt)u(=0)}  Df? [ (=, =biiab; P2 D P |
4 om(Al) =1y =l [P3.D P

b 14 DE MoRGAN a.18DX P.20R | ISCHRODER 21877 p.18!
5 P211-2:3.P31 .. §« P3rot $ F1897 P215 |

L oabyes Cls .. alDub o aeDue . Transp . a= b)) =b . «=ac;D) =c .
Cmp . a~"ab'~(«c’ D ~b=c . Transp D.a=~b=-c} D -|-"ab)={ac}] . P-1.
D abwe) Dabwac ] )
La P1 exprime Popdration v par les A et =5 dans F1897 on 1'a prise comine
Df. La 5 dit que de la 1, et des propriétés de la négation on déduit la
§w P3-01, qui s¢ présenta ici comme Pp.

6 a=abya=b | LAMBERT a.1T81 p.d1: «a = x4 ajec» }

T oa=h e = a ) e ! PEIRCE a.1867 | { Transp }
[ Transp .Di'a=b e =, =b-¢ D-a .=. aD bwe |
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T ab ) cvd ==. a=c ) du=b 3__ Tra.nip }
{ PEIRCE a.1880 p.36: (axb—ot+d=(axXd e+ )}

‘8 a=b=a3(ceCls.a) buc.De.aec) Df? | F189T P257T |
[ §1P6:8 .. a=b=waslce Cls . a=b Dec . . xec)
P71 > » . a) buc » ]

La P7 contient dans un membre le signe - qui ne figure pas dans le
second 3 on peut la transformer dans la P8, qui est une définition possible
de l’expression a=b. o

Si I'on prend la 8 comme Dt il ne faut plus considérer le signe =, isolé,
qui effectivement ne se rencontre pas dans les applications. En (‘onséquvn("c
il faut moditier I'énonciation de quelques P précédentes. P. ex. la P2-4 doit
étre transformnée en da,byee Cls . a Db D). e=b D e-a.

Il y a I’avantage & prendre la '8 comme Df, qu'on supprime la négation
du nbmbre des idées primitives; wais de la -8 comme Df, et des P préce-
dentes ce § on ne sait pas déduire les P de ce §. Voir un essai dans F1897
P258-260.

‘9 (XY (D =) == =2 v bx { PEIRCE a.1880 p.36 }

91 {ax o D=2)(cx v d=x) = acx v bd=x } BOOLE a.1854 |

92 m(ax u bex) = (=) v (=D)(=x) { SCuURrODER a.1377 P.19 |

93 ab D axvb=x D) adb ! SCHRGDER a.1891 P.48 {
‘94 avb = an U(=) ! » a.1890 p.308 |
‘98 a==b=cveab D). I==c-ty a=c

| JEVONs Pure logic a.1864 p.61 |

Cet A. a indiqué la fonction a=bvb-a par a o bj le signe corres!)'m}d
au latin au#; le signe v & vel. Cette opération a des curicuses proplv'wtes,
développées dans F1895 §3 P24-30, dont la plus importante est la -05.

A= % 4 abeCls D) 1 a=a =\
{ Leipy1z PhilS. t.7 p.230: «sew A—A « N » |
[ P38 .D. a-a=wx3(ceCls . aD avc D . wec)
& 18 » =uoaeeCls De.axec) = A ]
2 a )b.=.a=b =N\ Df? | Transp |
{ LEIBNIZ id. p.212: Omne 4 est B, id est ... 4 non I3 est non Ens
| 1888 §6 P2 |
[ §A P21. 8 P37.§A P14 D
ab .=. aDA =. a=bDA .=. a-b=A]
3 a=A\ .=.a)=a Df?

‘4 a )= .
[ H? §/-\P2'1 2. =aeCls . §A P12 . D. AD-a. Transp Pan N |

B a-/\ =a [ P4,§1P52 D P

i wb 415 %  me +

& it

T wan

R R N A

Ty

v A= % 5 abcxeCls . D):

1 oa=b = a=bolbea =/

2 a=buw.lbe=A\ .0). l=u=c

Boare bex =\ =. 0D D=
} BOOLE p.101; SCHRODER a.1891 P49 |

boarvber=\ D). ab=A\ { BooLE a.18b4 p.101 |

La classe =A a &té indiguée par Peirce, AJ. a.1857 et dans F IX8Y ot
suivants, par le signe V, qu'on lit « tout » ou « vrai ». Toute expression
obtenue en combinant une classe & avee des classes donndées par les signes
Au= est réductible 3 la forme arvb=, ot ¢ ot & sout des classes détermi-
nées. Lin effet une classe constante
la variable = \Vav A-x;
la somme de deux expressions avant cette forme a évidemnnent la méme
forme s et les P3-91--92 réduisent A cette forme le produit et la né¢ygation
d'une expression semblable. '

Si Ton pose fa= arvlb=r, on déduit fV =aq, et fA =bj; et on ale dé-
veloppement de toute fonction logigue

fo = (F\ e (A =2
du 4 Boole, et qui présente quelques analogies avee la formule de Taylor,

Seit fir,y) une fonction logiyue des deux classes a+ ot y. Développons
par rapport & @, ¢t ensuite les coeficients par rapport & 75 ou aura*

roy. = 1V\Viay v fAN) =y v NG 2my) v FAN =)

En géndral, une fonction logique a 9m= n termes, chacun desquels con-
tient un coeflicient multiplié par le produit de Patinmation ou de la ne-
gation de chacune des lettres.

Si la fonction ne contient que los m letires, les coeflicients auront néces-
sairement la valeur \/ ou Ia A. On obtient aussi 2» expressions différentes
avee m lettres; parmi elles il v a les classes constantes N et V.

Toute déduction, et toute ¢galité entre deux expressions de la forme dite
est réductible & une égalité dont le second membre est N, par P4:2 51 ; le
systéme simultané de plusicurs équations est réducetible 4 une équation
seale, par §v P22, Bu conséquence tout systéme de déductions on d'¢galités
logiques est réductible & I forme 3, qui permet de Ia ré<oudre par rapport
4 la classe inconnue a.

{ SCHRGDER a.1877 P17) |
{ BOOLE a.1804 p.35

——

U= X =00

Soient données n propositions conditionnellex, indépendentes entre elless
c'est-a-dire telles qu’une queleouque ne puisse ¢tre déduite des autres en
les combinant par les signes nu=; cela arrive si elles sont indiquées par n
lettres variables. Par la relation qui passe entre les Cls, et les I’ eondition-
nelles, qui ne sont que deux formes d’une méme idée, on déduit qu’en les
combinant par les signes Au=, on peut eomposer 22n propositionsdifférentes.
Les signes Vet A, lorsqu'il s’agit de P, signifient « vrai » et « faux ».

Considérons encore e classes indépendentes, Fn égalant toutes les fone-
tious de ces classes & A, on a un ensemble de P; mais elles ne sont pas
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indépendentes; car, par la §v P2:2, si le premier membre est une somme,
on peut décomposer cette P dans Paftirmation de plusieurs autres.

Leos P indépendentes s’obtiennent en égalant & A les produits des aftir-
mnations ou des négations des m Cls; ellex sont en nombre de 2m = n. Les
produits des affirmations ou des négations de ces n équations sont en nombre
d: 27 = p; parmi eux il y a le produit de toutes ces 7 P, qui est rédue-
tible & \/=A, proposition fausse, qui ne contient plus de variables, et que
nous supprimons. On a encore p—1 produits coutenant effectivement de
variables.

En afiirmant la somme logique d'un nombre gquelconque de ces P, on a
2p-1=q propositions. L'affirmation de toutes, on d’aucune P ne contien-
nent plus de variables. On a en tout g—2 = 2N 2[M in —1)]—2 propositions,
quon peut énoncer avece m Cls, en les combinaut par les signes A, v, =, 50it
entre Cls, soit entre les P résultantes, et qui contiennent effectiveinent les
variables. II forment un systéme complet: en les combinant par addition,
multiplication, et négation, on a toujours des P du méme systéme.

Si m=1, avec une Cls « on peut énoncer les 6 P:

a=A\ - = a-=/\ -a=-=A
a~-=A\ .-0-=A\ a=A . =a=A\

Sur deux classes (m=2}, on peut énoncer 32766 relations.

Nous avons indiqué par des signes simples des deux relations Db et
a=b; quelgues A. ont introduit des signes nouveaux pour indiquer d’autres
relations moins importantes.

Nous avons fait ce caleul dans F18%% p.X. V. aussi Schréder a.1891 p.161.

Ces théories ne sont que partiellement réduites en symnboles, et n’ont pas
re¢u d’application dans les sciences mathématiques.

§ 4

A=a 3% 1 abeCls.D): 0 3a .= a ==\ Df
‘M gab =. 7(ab) ’ Df
Soit @ une Cls; ma signifie «il ¥ a des a,les @ existent». Nous exprimons
cette idée au moven des précédentes par la P0. Ex:
N N+EN?)  « 1y a des nombres carrés, sommes de deux carrés ».
8+ 252 §R4-8 §N4-2-8. La P particuliére « quelque @ est b » s’exprime.
sans conventions nouvelles, par y ab.

1 xea ) 90 { F1889 Po3 | 1Ex. : §Dvr P13
[ Syl .D: ’ asCls . a=/ . wea .. TeN\ )
1).§21.DIA D¢ » » XE ~a )
(2. Transp . Dfg .D. P |
De #Da on ne déduit pas ja, si I'on n’est pas assuré que g (P1-2).
2 a)b.aa.D). @b [ §A 15 . Transport .. P ]
21 ¢ )b D e ). @b { Oper 7 | { F1895 P116 |
« Opérer par § » signifie éerire le signe g en avant des deux membres
d’une déduction. On obtient une déduction de méme xens,

e
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3 @anh ). d@a.ab [P2DP]

{ F1895 §3 P12
4 a_)b.=. uClsncala=Dc) ; |

Df? | F1897 P411 |

% 2. abeeCls D

1 (y)ew Dxy. yeb = axz (@yea] Dy. yeb
{ P4 ==Elim 2 = (¢liminer la variable o)}

Y Supposons que dans une déduction : Hp .D. Ths (1)
I'Hp contienne une variable «, ou un systéme de variables, qui ne \ﬁgure
pas dans la Ths; le signe O porte comme indices x ot d’:;utrcs variables
Alors la P (1; est réduetible & la tforme: ‘ B
) (Sl y a des o vérifiant 1'Hp ) .. Ths (2)
ol le signe D ne porte plus comme indice 2. La transformation de 1)
en (2 s'appelle «élimination de » . Dans la nouvelle Hp la lettre x est
apparente. Dans plusicurs cas on peut la faire disparaitre.

Ex. dans les Dém. de §>1-1-2 §Dvr 13 §9-83 §1-2 §vet 3°11.

2 AXI y3l(ayy)eal .=. ayzu r3rupea] = au

Soit une relation on condition entre les variables @, 3, que nous représen-
t.ous par (oiyiea. Alors dans la P il v a des & tels qu'il ¥ a der y qui véri-
fient la condition donnée * on peut permuter les deux v:{riablus. On peut la
transtoriner aussi en > il y a des couples (awy) qui satisfont 4 la condition .

3 ayslren. (rwy)eb) =x. xea . aysliriy)el]
3o il . Dot o

La I’ il ¥ a des y qui vérifient le produit logiyue d'une condition en
x et d m~1c en -(.r, y) " signifie ¢+ la condition en a est vérifice, et il y a
des ¥ aqu vérifient Ja condition en y 7. Autrement dit, on peut permuter
le signe quz avee rea.

. § e 3
4 Tarx3iabryz (riy)ec | = a b yala anesl(ryy)ec])
5oa(ryy)3(rea. yeb) = dqu«.ab

- .‘ Il v a des couples (o, ) qui véritient le produit logique d’une con-
dition en @ par une condition en y ' signific ** il y a des @ qui satistont
4 la premiére condition, et des y qui satistont & la deuxiéme .
6w ysleea ), (el] D) aew D). 3 ye((asy)eb)

} 16 F1889 P66, F1894 §18 ... | :

Ces P expriment les prineipales identités qu'on rencontre entre les systemes
de \:nl'mblos. Remarquons que Ia -6 west pas invertible. {Elle a {été in-
vertie par les analystes qui ont confoudu la convergence d'une série avee
sa convergence unitorme, la P §eont 101 avee la P1°1, et daus d’autres cas)

ved 3% 3. abeCls . 1 a(ad) =. Fa .. 3D

. { F1895 §3 P10} | Distrib(a,v) }
2 a )b .=. 3 Clsnez(ave =b) Df? { F1897 P412 |
3 HQ = =g e=quwa  Df? { PapoA F1899 |}

20. VIL. 1900 RdM. t.7 3
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Df

0w =y3(y=2x) |=(égala )} B o

01 ye = yeux) : a ) = a_ () a=1x =. a==(tx)

Dans quelques cas il est utile do déecomposer le signe = (es(:, égal 11).,
dans le signe & (est), et dans un nouveau signe ¢ (égal a). Ce signe l}("ht
Vinitiale d:,l ot Jooc. En conséquence wx désigne la classe formée par I'objet
x, et wcwity la classe composée des objets x et y.

~z signitie « différent de a».

Ex. Np =2 D 2N+1 ) ' ] _ .

« tout nombre premier différent de 2 est impair ». ()pero.ns par xe (§12°1),

par Distrible,n; (§1 3-1), et Comun(e,~) (§-1':')z. Elle devient:

xe Np . e==2 D). xe 2N--1
N =2 .v. e 2N4-1.

Transposons & xeNp .. @ v - e
E‘c.f)gi\'i 45 §r1-1-2 7 11 §N 35 §Np 431 132 ng‘Ol"4’3 2 ‘2‘. 01 33-2.
L;as idées @ et wr sont évidemment différentes; car si I'on optre par ye,

on obtient les propositions différentes yex, et y=x.

— P01
M ye e = y= [ = 11)01‘-3
2 qeCls . )t xea = @ Da D ;
[ §1 P85 .00: ae Cls . wea . yex . yea (2))
1) . Export.2D.". ae Cls . wea . D: ysix Dy . yea )
(2).Operys.D: as Cls . zea .. tr Da ((4\
. xE )
?i)Pgl = ~aeCls.x Da D). reix . wa D). xea b

3B DP ] _ v .
La< ])PSQ) erprime la P singuliére wea sous Ja forme d'une P universelle.

contenant le signe :.
3 =ty =. =Y [ =ty .= x Dy . iy De .= x&ty |
i aeCls D). a=w == xea:yea Dy =%
vi 5 aeCls D) @yea = (&wty
A=t 6 aeCls D). =~a=x3(x " =A)

{ -a:xa(ms-a):xs’_:xD—a)—_:q'a(:a'n/f =A) 1} ‘ s
Cette P exprime la négation au moyen des idées A et ¢, définies par les
seules idées des §§ 1 et 2. Nous pouvons déduire une des P fondamentales

Df?
Df?

du signe =:
‘61 P66 ) §= P24
[ abeCls.ab D amijmm‘
briw=A) D, @nx=A)
xs{ » )Dwxe( » ) D =bD=a ]
a¢ 7 aeCls.)). wea .= wwra  Df? [P-GD_P]
‘8 @ix [ wex.§gl'l D P ] § 0'1'2'7 F1895 p.116.
36 F1897 P423, 425. *3-4'8 PApoaA RdAM t.6 p.117 }

» > »

» » »

P B e

g9
0 aeCls . da: @,ye. Juy. =y :): s5=10.=. a=1z Df
01 » ryea Dy.a=ty ) » » Df?
02 » " ya=1y) e » » Df?
03 HpPo . s=1 .=. zea Df?
04 » W beCls el = a=1x.D),. 2 Df?
03 » » » > gas(a=ta . xch) Df?
‘06 » » » »  qanh Df?
‘07 » » » » (lD’)
1 » . e [ @®P0+DP ] Ex: §—1-1 §1' 111
11 » » (1) =a ,
2 () =wx Df?
¥ aells . a=uwr ). =10
N7 4 A=1Clsna3lueCls .D),. v Da] Df?
A=1 3 A=103[aeCls D), t=a=ux] , Df?
{"01°2:4°3 F1897 P430-D. *03'11'3 Papoa RdM t.6 p.118 F1899 {

Soit « une classe qui contient un seul individu =, Cela arrive lorsqu’il v a
des o, et si deux individus de la elasse @ sont nécessairement égaux. Dans
ce eas ¢ (ou ¢ des travaux préeédents ), gw'on peat lire *tle « 7, indique

- Pindividu @ qui forme la classe a.

Ex. §-10: @,beN L h>a D). b—a = 1 Nawslatx =b)

« Soient a et b des nombres, et soit a>b. Par b—a on indique /e nombre
qu’il faut ajouter & « pour avoir b ». .

Nows savons de 1" Arithmdétigne que, dans les hypothéses énoncées, la classe
N nagia—x==b) existe, et qu'ells contient un seul individu. On conclut, par
la P'1 b—aeN a4 h—ay=.

Si, selon M. Padoa RAM t.6 p.117, oun indique par « qe Elm » (a0 est un
¢lément}, 'Hp de la 0, quelques P se présenteront sous une forme plus
simple.

Les P01--08 sont des transformations de la méme définition. Nous ne
sommes pas réussi & donner une Df du signe isolé 2z, mais sculement de
Iégalité s=1a. Les P'01--06 expriment la P 1¢ &b sous une autre forme, ol
ne figure plus Je signe 15 puisque toute P contenant le signe sa est réduc-
tible & la forme saeb, olt b est una Cls, on pourra ¢liminer le signe 7 dans
toute P,

La P2 dit que 7 représente Popération inverse de ¢ Elle a ie caractére
d'une Dt?, car le signe ;5 figure dans le premicr mewmbre, et non dans le
second. Mais le premier membre est plus compliqué que le second; on
derit le signe 7 en avant d'nue expression réductible, mais non réduite a
la forme .’
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Voir d’autres remarques dans F1897 p.50.
Ex. §/ 10 §R 380 50 12:0 99-0 25:0 §r2:2:3:6:7°9 $mod 1-1 §max 1-0
§1'1:0 §Log 1 §E1-1 §lim 10 §sin—11-0 yvet 3:1-2:3 §8 10

88 ¢

0 wureCls D). (uér) = (a;y)3(ren . yer) Df ,
01 > )i () & (wir) =, xEe . yEr Df ?
02 u,pweCls ). (wieaw) = [(2eir)iew] Df
‘03 » » (ubriw) ==(a;y;3)3ren . Yer . SEW)

(utv) désigne Vensemble des couples formeés par un objet (l'u la classe « avec
un objet de la classe v il faut distinguer ce nouveau sigue, de (uie) qui
désigne le couple dont les deux éléments sont los classes w et .

Ex.: §Num 7 . .

Num N = Num(N:N} « le nombre des nombres naturels est un infini de
la mdme puissance que le nombre des couples des nombres naturels .

§lim 19-1-2 §Dtrm §/11°1.

L1 ¢t (i) = xy) 2wy =t )
3wty =135t = oy =3t
@ 4 abedeCls.ae.ab. ab=0cd D awh=cd
{+0+03 F1899 §8. 1-4 Papoa RAM t.6 p.120}

§9 £
% L a,b,reCls D).
0 weaph .= wea.),. xTUED Df
01 ue bfa .=: xea.), . Ux €D Df

Note sur les fonctions.

On peut prononcer « fonetion » le signe t et «ef » 1cr s'i«;nc ¥ . e

Ces signes permnettent de représenter par les svmboles idéographiques les
idees de « fonetion, correspondance, opération » ete.

P-0 ¢ Soient @ et b des classes. Nous dirons que % est un ab, .]01‘squ(":
le signe u écrit aprés un individu quelconq_u(\ de l:\’ cl'assv a prc.)dlutdl’m b
(P-01) “ et que w est un bla, lorsque lo signe w éerit en avant d'un «

T iRl
prgd;nl: ;::sl fraités d’Analyse on dit que « est la classe des val(-urs dg.: la
« variable indépendente », et la classe b contient des valeurs (luvln'iom-txon.

P. ex. soit ¢ un Nj a! (factorielle de x; est un N;done !e NJN. Ilest le
seul exemple de fonetion y répanda en Allal):sF. ) ) . .

Les expressions --a, —a, [a, ont les sigmnca'tmus. « ag)ou-tur .a », '«_um..m:
cher a », «diviser par a», et 'on a les I"§ Pa‘)"4, §— P15, s/ 1 o 'Amsx
se présentent naturellement les nombres 11(‘gat.ll.s‘ et lcs. frﬂ(:tlolln'{l',lf c;

Dans l'usage commun et dans le Form., le signe de fonction précede, en
général, la variable.
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Ex: mod sgn ¢ nt dt E g Chf log sin cos B.

Iei les valears de la variable et do la fonction sont des nombres de diffé-
rentes espéees: Nyn, R, Q, 4,4

Les signes de fonetion Nwin, max, min, Dvr, mlt, I, 1, précédent des
classes de nombres 3 Ia valeur de la fonction est un nombre.

Lus signes Med 1 6 font correspondre des classes de nombres & d'autres
classes,

Une fouction de deax variables est quelquefois représentée par un signe
¢erit devant le couple des variables. Ex. quot, rest, Cmb, mp.

Dans d’autres cas on place le signe de fonction entre les deux variables;
ex. o b, a—b, «w<b, ajb, @My ici «, b, et la valeur de la fonction sont
des nowmbres. Dans «b, « b, anh, avb, la valeur de la fonction est une
Cls. Out la méme forme les « relations » a=b, a Db, aeb, a<lb; lessignes
de relation sont des signes de fouction, dout la valeur est une proposition.

Quelyuefois on éerit la variable comme indice & la fonction; nous
conviendrons que w; w, ... ne difttrent, que par la forme, de ul 2 ...

Plusieurs A. ont aujourd-lui 1" habitude d’entermer la variable entre ()
wais dans la formule waj les ”* n'ont pas la valewr expliquée par §1 P1-2,
car une lettre seube ne doit pas étre enfermée. Elles ne sont pas nécessaires,
puisq’on éerit logx et non logx), flr—A) et non £ &=k ;5 elles ne se
trouvent pas dans Lagrange, Abel, ... Dans le langage ordinaire la va-
riable est mixe an génitifs ¢’est cela ga’on vews indiquer par les (i3 Le-
gendre a. VI p.13) ferit f15, ol Jes (&) correspondent & « de ». Nous sup-
posons le mot « de » incorporé dans le signe de fonction ; ainsi « log »,
signifie « le Jogarithme de ».

Les signes et 3 se présentent nécessairement lorsqu’on indique par une
lettre un signe de fonction ; ¢’est-a-dire lorsqu’on considére une expression
dont la valeur dépend de lanature d’une fonction, comme 3 I7 lim Dirm D S.

P.ex: Xfju), ot we Cls, et feqfu, ¢’est-d-dire f est une fonction numné-
rique détinjv dans la classe u, indique la somme des valeurs de £, lorsque
la variable varie dans la classe w.

Pour quelques formes de la classe « la fonction / dans I'usage commun
a des noms particuliers :

neN . qfln = (succession de n quantités)

qftl o $ 1 = (fonetion numérique de deux variables qui prennent
les valeurs de 1 & ») = {lettre qui, muuie de deux indices variables
de 1 4 » représente une quantité) =z (matrice d'un déterminant
d’ordre n.

qfN = !série, ou suite, de quantités ) §Lin §lim.

g NN = (série double) §lim P10.

qf @b = ( fonction réelle définie dans Uintervalle de a 2 b ) §eont P2,

On pourrait convenir d'¢erire toujours le signe de fonetion en avant de
la variable (), ou toujours aprés (33 nous ¢éerirons les P sous une seule
des deux formes ; mais nous conservons tous deux les signes f et j.

1 wue aq.xyea . a=y D). xu=yu
[ §1 PG1.7DD. ae s3(su == ace) . Hp .. ye #3(zu = xr) 7. Ths ]
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2 wusgb.c)a. ). uecih [ Hp.ose D xza D.axueh:D.P )
3 wueaph.b)c. D). ugajc [ Hp.D:iwea D wush.D. axuec:D. Ths ]

W% 2. abedeCls D

0 wueapb.vebc. wea ). aur) = (xujv == LU Df

‘01 uebfa . vecth . xea ). (vu)r = v(ux) = rux Df
‘1 wueagh.vebie.D). uv eajc
ue agh . ve bye . we cyd . e ). (pu)(rw) = (@uv)w

L’opération vw, définie par la P-01 est dite « le produit des opérations u
et ¢ ». Dans le calcul diffécrentiel on I'appelle « fonetion de fonetion ». Si
% ot v sont des mouvements, et en général des putfpnt, vu est dit le
mouvement compos¢. L’expression vux est associative.

{ 1:0~-3, 2:0-2 F1895 p.b |

§10 |
1 abeCls . uegbfa D). (ux)x=u Df
2 ————ue b D). (JX)Nxu) = u — } F1898 |

Le signe | est le signe d’inversion.

Soit « un signe de fonction 5 wx est unc expression contenant x. Réci-
proquement soit A une expression contenant la lettre variable «; par 4z,
quon peut lire « I’expression A considérée comme fouetion de o », nous
indiquons le signe de fonction « qui, écrit en avant de «, produit la tormule
donnée 4.

Si I'expression 4 a la forme uxz, on déduit la Pr1. Mais on éerit le signe
|z aprés une expression, dans le but de la réduire a la forme wz.

Ex: an [ n! |n représente le signe de fonction qui pour la valeur 2 de la
variable a la valeur «# [n!. Done San [n!|n, Ng)'= [somme de la série
qu'on obtient de an [n! en donnant & n les valeurs 0,1,2... (§e 6).

Le signe | désigne la variable dans les opérations X, JT, lim, D, S.

P-2. « Soit 4 uné formule contenant la lettre variable z; (‘o)4 désigne le
signe de fonction qui écrit aprds x produit Pexpression donnée 4 ».

Par le signe | on peut indiquer la substitution; car si 4 est une formule
contenant la lettre variable z, y'x4 indique « la valeur que prend la fonction
lzd, pour la valeur y de la variable », ou « e¢ que devient la formule 4,
lorsque I’on remplace x par y ». On peut remplacer un couple, un terne, ...
par un autre couple ou terne. Ex.: §-P4-1-5 Dm, §X P141Dm ...

Dans les formules wx'e |x{axu) (yle)rw), la lettre x est apparente.

§11 ¢
aff % 1. abedeCls. ue bfa.D).
0 wa=y3[Tarx3(ur=y)]| Df

ST
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01 ye u'e =. ° X3(@EQ . UX ==Y) [ =P-0]
02 aga . y=—ux ._). yE u'a

On peut lire la formule ‘e par «u des a» ou «u de quelque a»; on
doit la considérer comme décomposée en (u)a. La P02 dit que la relation
ye wa résulte de I'élimination de « danus le systéme ea . ux =y.

Ex: §Med 3 §Lan §lim 15 Seont 1:2 §D 45 §S3°1 ...

Dans plusieurs cas le signe ¢ est sous-entendu par des conventions
exprimées dans la saite: §+ 8-1-8, §—2°1, §X 2:0, §/2-1...

(1 ne peut pas le sous-entendre dans tous les cas.

P. ex. Num * Cls signitie « les valeurs de 1'expression Numu, ou u est
wie classe yueleonque »; il représente 'enseinble du nombre 0, des nom-
bres tinis, et des différents nowmbres infinis. Nuwm Cls signitie « le nombre
des classes », qui est I'infini le plus grand.

1 zea ). ux gula 11 va DU

cDa D). weJu'a

[ Hp .D. ecnasua=y) D anxs uxr=y). Oper g . Operyz .. P ]
21 ¢Da.dDa D). wend) Jutenu'd [P-2DP]
"Ex. §Lm P1'1 Dm

I

3 g (tayne = T anx3(ux £c)

[ Dt¢ . D qane .=, g enys[ qanxs(ux=y)
§d4 24 . » o an 23] of en y3(y=uax)]
Dte D » » (d eniux)

§ 7 D » » (ux ec) ]

31 wa e = x€a. ), UL EC
4 recfd D). v(v'a)=(u)a

v, 3 c¢Da.dDa D). wled)=u‘cvu'd

[(cc]P3 D P]

[ D .D. wiowd) = yz Flleud) m o3 ur=y))
Distrib{an) .D. » y2 qle xs(uar=y) v d xs{ux=y)]
Dissribg e - » y3[ [1 c xs{uae=y} v [ d xa(ux=y] ]
Distrib{z,v) .D. » ys[ g ¢ x3(ur=y) ] v y3] g daa(uar=y)]
Dr+ .. » ucvutd ]

6 xea ). W=t uUx
§ -0-221'3 F1889 p.XV; *1'11°6 PApos F1899 }

% 2
0 abeCls.ueah D). a'u=y3d arx3(xu=Y) Df
‘1 ke Cls.D). Cls'k = y2 a Cls Arg(ak =y) = Clsn y3(y k) Df?
On peut lire, a’u par «des a le u».
En conséquence Cls'k signific «1'ensemble des valeurs de 'expression «k,
oil @ est une classc» c’est-d-dire, par la §g P14, «Classe de k».
Ainsi Cls'N signific « classe de nombres ». Ex. §max §Dvr §' ...
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8§12 f sim rcp idem

a,b,ce Cls . D).

0 ue (Ufa)sim = uebfa T ayea . ur =uy . Jay. £=Y Df
‘1 ue (blu)sim . ¢ Da 7). ue (bc)sim

2 » b D)e.D). ue (cfa)sim

"3 » . LYER ) o=y = U =Y

4 » . ve (cfb)sim D). vu € (cfa)sim

Le signe simn ou Sim signitie « correspondance semblable (similis) ».
Ex.: §+ P52-5, §Q P33-0, §lim P10-4.

5 ue (Wfuw)rep =. ue (Ua)sim . D) u'a Df

6 ue(bfa)rep . ve (cfbjrep .. vue € (cfa)rep

7 ue (bfa)sim D). we (w'a fayrep

{ -0-7 F1895 p.116, F1897 PH21 |
Le signe « rep » signifie « correspondance réeciproque ».
Ex. §Num P-0: a,be Cls .7): Nuwina = Numb .=. 7f (btu)rep
§3 P1-2:57, §ITP1-2, §lim P18-2'3 ...
On suppose écrites les formules correspondantes pour le signe j.

'8 idema = Df {F1899}
idem g afa . idem & (afa)sim . idem g («fc)rep . idem‘a =«
«idem » représente l’'identité; telles sont les opdrations Aritlunétiques

+0, —0, X1, /1, M, %, ... Dans la théorie des Substitutions ’identité est

indiquée simplement par 1. Seul ex. §3 PI-71.

§13 Variab F Funct

‘4 upeCls. fevfu.xeu ). (Hiu)e=[fr . Df
? e ——= 7). Variab(fju) = u Df
3 ——— ). tFu=gala ofunf3lg = (fi)]{ Df
4 Funect = g3 @ (u;¢)3[u,re Cls. ge vFu] Df

‘8 f,ge Funet .
=g == Variabf== Variabg : xe Variabf . Dwe.fx =gx Df

6 u,veCls .. ¢FuD)ofu [ P1.§fP1:01.D.P ]
7 ueCls.xen ). [W(aFu)a =a { "1-7 F1899 |

Soient u# et v des Cls; et feefu. Si 'on donne l'opération f, la classe
dans laquelle opération est définie n’est pas déterminée; ear si Popération
ost définie dans la classe u, elle est aussi définie dans toute classe contenue
dans u, par la §f P-2, etil y a toujours la possibilité de la définir dans toute
classe différente. P. ex. 1’ opération «mod» dans §mnod P-0 est définie sur
jes nombres relatifs ; en conséquence elle est définie sur les nombres po-
sitifs, et dans ce cas coincide avec l'identité ; ensuite la méme opération

Lo o S e e <
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est définie sur les les nombres complexes d’ordre quelconque, sur les sub-
stitutions, sur les vecteurs, et on est toujours en droit de l’employer dans
des nouveaux cas, présentant quelque analogie, et jamais de contradiction,
avec les anciens.

Dans quelques cas il faut considérer en méme temps uune opération f et
une classe » dans laquelle cette opération est définie; c’est & dire le couple
(f5u). On rencontre ce couple dans les tormules X(f,u), II(f,u), qui repré-
sentent la somme, ou le produit des valeurs de la fonetion [, lorsque la
variable prend toutes les valeurs dans la classe u, et dans Sif,u), qui re-
présente 'intégrale de £, ¢tendue au domaine v de variabilité.

P-1. A I'expression (f,u)x, ol % est une classe, f une opération sur les
u, et ® un %, nous donnons la signitication fx.

P-2. Par variabilit¢ de (f,u) nous entendons la elasse u.

P-3. vFu (v fonction définie des ) indique les couples formés d'une
vfu et de la classe 2.

P+4. «Funct» indique toutes les expressions de la forme ¢Fu, ol w et v
sont des classes. .

P:5. Deux Fonctions définies sont égales, lorsqu’elles ont la méme varia-
bilit¢, et dans cette variabilité produisent des résultats ¢gaux.

P+6. Toute F est f. Nous parlerons done des Fonctions sim. rep, ete.

Ex: (mod, Q; = (idem, Q»

« J.es fonetions mod et idem, daus la classe Q, coincident ».

Voir une autre facon de considérer 'égalité des fonctions dans Burali,
RdM t.6 p.141.

m,neN D) Num (1w F o1 = mn
Num (1 F Ireagsim = f{m—0-(n—17]
Num (10 F lraprep = n!

I'mF 1l n = arrangements avece répétition # & n des nombres 1-m.
@ mF1en)sim » » simples »

(1*n F 1rep = permutations des nowmbres 1+,

Ex., §320 §/710 11, §'2 §qa 10 gperm 0 §Dtrin §Subst §D1-2.

§14 7 (inversion)
a,be Cls . wg(dFajrep D).
0wt = 7 [(Variab «)F (¢ Variab )] » v3(e1 = (idem, Variab u)

Df

01wt =1 (aFD) A 3]ru = (idem, a))
1 wTte=(idem,a) 2 xew.) wtur=x 3 (W')'=u
‘4 abeeCls. ve(DFayrep . re (cFhyrep .. (vw) ' = u ™ o™
agCls. wee (@Fayxep . ur=ru ). v v=mnvu"
Tt = T gy

£

B

1

[=e

» » » » U

11 faut considérer I’exposant —1 comme un signe simple pour indiquer
I'inversion. Voir F1897 p.61.
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ALCUNI TEOREMI DI ARITMETICA.

Fra le proposizioni che a mio parere potrebbero convenicn-
temente trovar posto nel Formulaire de mathématigues, pub-
blicato dalla Rezwe de mathémaligues, credo siano da annove-
rarsi le seguenti. o

La maggior parte di esse si riferisce a questionisulla dl.\'lSIblllt{’lz
sul massimo comun divisore dei mumeri interi, ¢ sul numeri
primi. T paragrafi in cui sono divise, ed i numeri d’ordfne che
le classificano indicano il posto c¢he devono occupare i unha
nuova edizione del Forwmadaire de malliématiques. Altre propo-
sizioni formano il § 68 Nprf. ' . -

Varie proposizioni sono anche trascritte in lmguagglo' ordi-
nario; in queste trascrizioni adopero spesso, per 'I)I'C\'It:\l, ]fl
parola « nusitero » invece di « srtinero inlero pu,t'zl'u'o > P(tru,
come si scorge facilmente confrontando la trascrizione mysnn-
boli di logica e la traserizione in linguaggio ordnmrlo' d’ una
medesima proposizione, quest’ ultima é sempre D]Cl'lO rigorosa
della prima; e quest’ inconveuniente n.on si puod e\'ltzu:e' se‘nza
complicarc considerevolmente Penunciato delle proposizionl.

§ 25. X

33 oN41 = 4N+1 v 4N -1
§ 29.
17 agX, .. 10N+ D 10N4-a B
412 neXN, .. (NZANHNY)™ D Nu’-{iho 4N,
60 agN, .. a(a+ a2 4341 e N} .’ .
601 aeN, .. ala+1)=¢ N7 alada+2)=e N2
ala+1)=e N} . ala1)u+2) =€ N? {cont. §11 P1-92{
602 abce2NAH1 .. abtactbe=¢ N} .
61 10N+2 u 108,43 v 10X+7 « 10N+8 T =N,
62 aeN, .. (10a4hH)* = «(a41)X1004-25

g3 abeeN,. =0+ D bedN,ucedN, . hedN,vecedY,.
fAdr i

a £5N,vb DN, we DN, . abe € 60N,
64 aeX,.ne2N, .D. (100a+24)" £ 100N,+76
641 aeN, . ne2X,+1 .. (100a+24)" £ 100N, +24
642 aek,.neN, . (100a+176)" & 100N ,+76
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643 agN,.neN4+1 .D). (100a4-26)" € 100N,4-76
118 4N, D) No—N;
1184 #neN 41 D). N D N—N;?
1182 N2 D) TN, v (N, +1)v (N,—1)
1183 N D) 9N, v (9N, +1) v (ON,—1)
1184 ag @NA41)=ON,) . D). a*—1 & 80X,
1183 neN, .D).
QRS Tg TN, L 2VULRBY I 1IN, L 2R3 g 17N, .
2L B L g 17N, 27 2 T M g 28N L 112 2% £ DTN, .
QIR Y Tt e 6N, L 3"E] £ TBON, . 2¥—3n—1g 9N, .
29—l £ 49N, . 3¥—8u—1 64N, . 2 —15m—1 220N, .
T 148y —T & 288X, ,
1186 neX, D). 34T X2" e 29X, . 2" X 3" —4" X5 £992X,
159 aben.meN, D) a"=U"enxX(a—b).a*"—b" e nx(a4b) .
A" D e n X (a4-b)
1891 a en.neN@=3N, .D). a®+a"+1 e N, X (@*+a+1)
1592 a,ben D). ablu4b)a—D) e tn
agn ..
16:0 a(@®—1)ebn 161 a{c®—1)@*—4) € 120n
162 a(a—1)&2730n
agz2nt1 )
163  a(a*—1) & 240n
164 d(a*—1)(«*—1) € 57601
163 a¥a®—1)a*—1) £ 4032n
166 a¥at—1)(*—1) £ 115200n

Note.

Cont §! P2

1'7. La quinta potenza di un numero (N,) & terminata colla wmedesima
citra di questo numero. Ne segue che se si serivono per ordine le sucees-
sive potenze intere positive di un numero intero (N), 'ultima cifra d’'una
di esse, siritrova periodicamente come ultima citra di ogni quarto nuinero
suecessivo. Es. per le potenze di 2 si ha : 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,
1024, 2043, 4096, 8192,.....

6:0. Se si aumenta di un'unitd il prodotto di guattro nwmeri interi con-
secutivi (N,), si ottiene per sommma un quadrato (N,?).

6-1. Un numero intero (N,) che termini per 2, o per 3, o per 7 o per 8,
non puo essere un quadrato. )

6-2. Per fare il quadrato di un numero intero (N,), che termini per B,
basta moltiplicare il numero delle decine pel numero successivo, e serivere
25 alla destra del prodotto. .

6:'4—41. Se un numero intero (N;) termina per 24, la sua potenza enne-
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sima (neN,) termina per 76 o per 24 secondoch¢ 7 & un numero pari od un

numero dispari.
6-42. Se un numero intero (N,) termina per 76, la sua potenza ennesima

(neXN,) termina per 76.
6-43. Se un numero intero (N;) termina per 26, la sua potenza cunesima

(neX;-+1) termina per 76.

. $80. = >
76 agR=l D). at/a>2
La somma di due numeri reciproci interi o frazionarii (R: diversi dal-
I'unita & maggiore di 2.
$31, -~

20 abe0~9.aSh D). (10atb)—(10b+u)=9u—D)
21 abee09.a=c D).

(100a4-10b4¢)—(100c+1004-a) = 99 a—r)
29 ab.eymnp €09, a=c. {(100¢t4-1004-¢)—(10004-10b4-a)=

1004-1004p D). n=r+p =9

Note.
9-0 La differenza fra un numero (N;) di due citre, ed il medesimo numero
rovesciato & eguale a 9 volte la differenza delle due citre del numero dato.
2:1—2 La differenza fra un numero (N} di tre citre, ed il medesimo nu-
mero rovesciatn, ¢ eguale a 99 volte la differenza delle due cifre estreme
del numero dato; ed ha 9 per citra delle decine, ¢ 9 per sonma delle sue
due cifre estreme.

N

§32. Num infn
9 aeN;?.=. NumNpn(/N) e2N+1

33, X )
114 neN, . D). 3 (110" = AX10"—1X10"4+HX 10"~
11'3 neXN, .. ¥(1-+10%)2 = $[3. 10|70 (n—1)] X 10" 4-8X 10™*~"
, F3[3X107],0(7—2)) X 10" +5X 10"~
116 a g @NA41)=ON,) D). alr,m)30:,me X, . ax = 3(107|,0"11)]
117 aeN,.D). a(i,nx) 3{neXN, . &;me N, .
ax = [3(9x10"r,0m)]X10"}
118 §x[9X1071r,0 (n—1)] {X}[TX107|7, 0 (n—1)]§ =
3:[7x10’|¢,0---(n—2)];x10’"+’+Gx10“+§:[2x10’!r,0'-~(n—‘2)]g
X10+4-3 {IBN ALBANNA{
1149 §3[9X107|», 0 (n—1)]§ = §3[9X107j7,0(n—2)} 1 x10"+!
+48x10"41 {IBN ALBANNA{
1191 a = S[AX107|r,0@n~1)] . b = S[4X10"|r,0(n—1)] .-
a+4b+1eN?

BT b roh . SRS LB 3
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1192 a = x[10"]»,0@2n~—1)] . b = X[4X10"
a4-b41eNj?
1193 agN,.n 4N, .. 3[(e+x)"[x,09] £ 10N, 43
1194 a,n eN,.u=g 4N, D). S[(a+2)"|a,09] & 10N, 45
1195 a,n eN 41 . @ Npwa[a™ = X 2(42)4-1 a1«
1106 ey €N, 0 €010 =1)|F(1i) . 10"—~1 e N X .
= N . X109, O*in) . e eN;Xa D). b e N, Xa
At E. GELIN. — Traité d’Arithmétique Elimentaire —
Muy a.1897 p.99 |
1197 ap €Ny oo = p1.a €0 (10" —1)|F(1n) .
y £ [0 (10" =1 F(1=p) . 10"+1 e N, X . b == S{r X107
7, 0 )X (y, X107Vl e Q) L Se—Ny e Ny Xa ).
beNXa y GeLiy. 1. ¢. P100 ¢

r0n—=1) ..

Note.

11:4 Per avere la somma dei nuweri interi da 1 a 107 (e}, basta seri-
vere D, poi n—1 zeri, poi D, poi n—1 zeris Es. la sowwa dei numeri inter
da 1 a 10° ¢ 500500,

11°H. Per avere la somma dei quadrati dei primi 107 numeri interi (2&N’,
basta scrivere 2 volte il 3, poi 8, poi »w—1 volte il 8, poi d, poi n—1 zeri.
Es. la somma dei quadrati dei primi mille numeri interi (1000 =10, &
333 833 H00.

11:6. Ogni numero dispari 2Ng41) che non termnini per d ha un multiplo
formato con »ole cifre 1.

11-7. Ogni numero intero {N) ha un multiplo tormato cou sole cifre 9,
seguite o non da zeri.

11-8, 1l prodotto di un nwmnero intero N;) formato da n cifre 9 (neXN
per un numero intero (N formato da e citfre 7, si ottiene serivendo n—1
¢itre 7, poi 6, poi n—1 eifre 2, poi 3. Es. 0990 XTTT7 = 77762223,

11+9. Per avere il quadrato di un numero intero (N3 formato da 2 cifre
0 (reXNy:, basta serivere n—1 cifre 9, poi 8, poi n—1 zeri, poi 1. Esempio
9999% = Y99%0001.

11-91. La somma di un nwmero intero (Ny) formato da 2 citre 4 (meN
e di un numero intero (N;) formato da m citre 4, aumentata di 1, ¢ un
quadrato. Ex. 4314-442-1 = 489 = 677,

11-92. La somma di un numero iutero /N;' formato da 2m citre 1 (27eN,)
e di un nwmnero intero formato da m cifre 4, awmentata di 1, & un qua-
drato. Es, 111111444441 = 1115566 = 334>,

11-93 —4. La somma delle potenze simili di dieci numeri interi censecu-
tivi (N,) termina per 3 o per 5 secondoché I'esponente della potenza & divi-
sibile o non & divisibile per 4.

11-95. Qualsiasi potenza ad esponente intero, positivo, maggiore dell'u-
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nit3, di un numero intero @ (aeXN;), ¢ la somma di @ numeri dispari con-
secutivi.

11-96. Un numero intero (N,) & divisibile pel numero intero a (aeXN;) se
a divide 107 —1 (neN,), e se a divide anche la somma dei gruppidi  cifre in
cui si pud scomporre il numero dato, partendo da destra. (L'ultimo gruppo
a sinistra pud anche avere meno di n cifre).

Sia p. e. =1, sard 10# —1 =9==3%; ed avremo: Un numero é divisi-
Lile per 3 o per 9 se & divisibile per 3 o per 9 lu somma delle cifre del
nwmero dato.

Sia p.e. n=2, sard 107 —1==99 =3°X11; ed avremo : Un numero & divi-
sibile per 11 o per 83 o per 99 se & divisibile per 11, per 83 o per 99 la
somma dei gruppi di due cifre tn cui si pud scomporre il numero dato,
partendo da destra. E cost di seguito.

11-97. Un numero intero (N;) & divisibile pel numero intero a {(«eNy:, se
a divide 10m--1 (meXN;}, e se scomponendo il munero dato in gruppi di 1
citfre, a partire da destra, la differenza ira la somma dei gruppi di posto
dispari, e la somma dei gruppi di posto pari, & divisibile per ¢, {L'ultimo
gruppo a sinistra pud aver meno di me citre.

Sia p. e. m=1, sard 10241=113 ed avremo: n numero ¢ divisilile
per 11 se, scomponendo il numero in gruppi di duc cifre a partive du
destra, la differenza fra la somma dei grappi di posto dispari, e la symmua
dei gruppi di posto pari & dicisibile per 11.

Sia p. e. m=3, sara 10m4-1=1001. I divisori di 1001 sono 7, 11, 13, 7%,
91, 143, 1001 ; e quindi avremo: Un numers & dicisibile per 7 11, 13, 71,
91, 143, 1001, se, scomponendo il numero in yruppi di tre cifre « partive
da destra, la differenza fra lu somma dei gruppl di posto dispart, e la somma
dei gruppi di posto pari, & dicisibile per 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001. E
cosi di seguito.

§34 II
19 neN+1 .. H{2+4x)a, 0 (n—1)] = I[(n41) = 2]
191 neN41 D Hin+41)2n] = HI[jRx—1)2,1n]{x2"
{ Klugel 2.1803 t.1 p.313 !
1092 meN,.neN41 .. I [im+(1+1)] =& N, NN, +1)

Note.

1+9. 1l prodotto dei primi n termini (neN,) della progressione aritmetica
-292,6.10. 14.... & eguale al prodotto dei primi # numeri interi consecutivi
che seguono n. Es. 2X6X10X14X18 = 6XTXEXIX10.

1-91, 11 prodotto dei primi » numeri interi consecutivi che seguono n
(neXN,) & eguale a 2» moltiplicato pel prodotto dei primi n numeri dispari.
Es. 6XTX8X9X10=2X1X3XHXTX9.

1-92. 11 prodotto di quanti si voglia numeri interi consecutivi non pud
mai essere eguale ad una potenza ad esponente intero, positivo, maggiore
di 1,

C i
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§42. max min

153 aeN,.meN+1 . Num Nra/N)=m.rel m ..
min (N, N)Xmin _ (Nra, N)=a
Nota.
15'3 Se si dispongono per ordine di grandezza tutti i divixori di un nu-
mero (N;}, il prodotto di due divisori equidistanti dagli estremi ¢ eguale a
nuniero dato.

§$43 quot rest
30 abeeN, D). resta+d, c)==rest[rest(u,r) 4 rest(b,e), ]
31 aeXNmeXN41l.2eNFli D). rest(Sou) =
rest] X(restlanal, @]
32 abeeN, D). restab, c)=restfrest{a,c)Xrest(h,e), ¢’
321 aeN.meNH1.xeNFlvin D). rest(le,a)=
rest' Ji(restia,al, )]
33 abedeXN, . rest(a,c)=rest(h, ¢).). rest(a4d, c)y=rest(h4d, ¢)
34 » » » »  restad, o) =rest(ld, )
33 abe,d eN, . a>d . E>d . rest(a,c) =rest(h,e) D).
rest(it—d, ¢) = rest(h—d, ¢)
36 a,beeN, .. resia, bey =resta,b)4restfquot(«,b), c]XD
37 abe,deN, D). rest(u, bed) =resti,b)4restjquot(a,b),c] X0+
restjquotiquot(a,b), ¢}, d{Xbe
38 abeN,.a>b D). restia, a—b) =rest(h, a—1D)
381 ahen eXN, L)t rest(a,c) = rest(h,c) .= rest(a4in, ¢) =
rest(b4ie, ¢)
3.82 » » »
rest(hin, ¢)

.. rest{am, ) =

383 abymeN,.a>h D). rest(a™, a—) =rest(l™, a—b)

384 «weXN, D). rest(e,6) =rest(«®,6) . rest(«’4)= 10\.51

383 a,b,m &N, .D: quot(n,h) = quot(e, b4-m) .=. rest(a,hj=
[quot(a,h)]Xm

3:86  abne N,.l>in ) quot(a,h) = quot(a, h—in) .=
h—rest(a,b)>[quot{a,h)+1] Xin

387 a,bymeN, D) quot(a,h) = quot(atim, b4in) =
quot(a I))-—-l]Xul

390 abeN, .. max Nyx3iquot(a+-z,D) b = quot(a,h)! =
b—rest(a,b)—1

391 abeN,.a>b .0). quot(a, a—b)—quot(, a—b) =1

.rest(a,b)=
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392 abceN,.a>b.rest(a,c) =rest(d,c) .. a—beN,Xe

393  a,b,ceXN,.rest(a,c)tresth,c) eN,xXe .. at+beN,Xe

394 aeN,.neN+1.ug NFln ) See NXa.=.
3 rest(u,a) € N, Xa

393 a,b;eN, . 2el0(10"—1)} . 10" N, Xb D). rest(z,h) =
rest(ax10"+x, )

396 ammeN,.ae [07(10"—1)|F(1+i). 10"—1 €N, Xa D!
rest(¥a,a) = rest[X(x,X10"" |+, 0-nt), ]

397 amnpeN,.n=pt1.xel0(10"=1)}F(n).
yel0(10™—1)1F(1p) . 10"+ 1 & N, X« . ). rest(Sor—Xy, ) =
rest[X(e, X 10m27 2,0 )4 X (17, X 10"+ U0 00 p) , 1]

Note.

3-1. Il resto che si ottiene dividendo una somma di pitt numeri ‘N3 per
un pumero « (agX;) & il medesimo che si ottiene quando si divide per «
la somina dei resti ottenuti dividendo ciascun nmwmero dato per «.

3-21. 1l resto che si ottiene dividendo un prodotto di pilt numeri (N;* per
un numero « (aeN,) & il medesimo che si otticue gquando si divide per « il
prodotto dei resti ottenuti dividendo ciascun numero dato per «.

3:85. Affinché il quoto di due numeri (N} non cambi quando =i aumenta
il divisore di m unitd (meN;} & neeessario o suftficiente che il resto della
divisione dei due numeri dati sia wmaggiore od uguale ad m volte il loro
quoto.

3.86. Affinche il quoto di due numeri (N;) nou cambi togliendo m uniti
{meN,) al divisore, & necessario e sufficiente che la differenza fra il divi-
sore ed il resto sia maggiore di m volie il quoto aumentato di 1.

3-87. Affinché il quoto di due numeri (N;} non cambi aggiungendo m
unita (meN,) al dividendo ed al divisore, & necessario ¢ sufficiente che il
resto sia minore od eguale ad m volte il quoto diminuito di 1.

3-90. I1 pitt grande numero (X,) che si pud aggiungere al dividendo senza
altorare il quoto & eguale al divisore meno il resto, meno 1.

3-94. Affinché la somma di pitt numeri (N;) sia divisibile pel numero «
{aeN)), & necessario e suftiviente che sia divisibile per « la somma dei resti
che si ottengono dividendo per a ciascuno dei numeri dati.

3:95. Se il numero b (beN) divide 107 (1eN,), il resto che si ottiene divi-
dendo un numero (N,) per b & il medeshno che si ottiene dividendo per b
il numero formato dalle ultime n cifre a destra del numero dato.

Es. se n==1, i divisori di 107 sono 2, 5, 10, e si ha: Il resto che si ot-
tiene dividendo un numero per 2 0 per 5 o per 10 & il medesimo che si ot~
tiene dividendo per 2 o per 5 o per 10 Vultima cifra a destra del nwnero
dato.

3-96. Se il numero a (aeN;) divide 107 —1, (neX,} il resto che si otticne
dividendo un numero (N,) per a & il medesimo che si ottiene dividendo

PP e T TR ST RN

B33 neNHL.veNFl“n.aeNXu.rsel n. re=s. )

— 49

per a la somma dei gruppi di » cifre in cui si pud scomporre il numero
dato, partendo da destra. (L’uliimo gruppo a sinistra pud avere meno di »
cifre).

Es. se n=1, 100 —1=9, e si ha: 1l resto che si ottiene dividendo un nu-
mero per 3 0 per 9 & il medesimao che si ottiene dividendo per 3 o per 9la
somma delle cifre del numero dato.

3:97. Se il numero « (@eN: divide 102 -1, (neXN)) il resto che si ottienc
dividendo wn nwnero (Np° per « & il medesimo clhe si ottiene scomponendo
il numero in gruppi di n citre a partire da destra, e dividendo per «a la
differenza fra la sommma dei gruppi di posto dispari, e la soinma dei gruppi
di posto pari. (L'ultimo gruppo a sinistra puo avere meno di n cifre;.

Ex. se n=1, 107 4-1==11, ¢ =i ha: II restv che si otticne dividendo un
numero per 11 ¢ i medesimo che si oftiene dividendo per 11 la differenza
fra la somma delle cifre di posto dispari, e la somma delle cifre di posto
pari del numero dato,

§44 Dvr
Ny, X Dvr

abin,n eNy):
I'4s Dia,h) =1.D@,n) =1.D(a,n) =1 .D). D{ab, ain4bn) =1
143 D(u,h) =1 .D). D40, ab) =1
146 «>h. Dy =1 D). Dia—Db, ab)=1
147  Diah) = D(a+biw, a+bin4-b)
1448  D(a,b) = D(«+-bin, tt4-bin—0)
191 D (a,b) =D b, b—rest{a,l)]
1792 «>D.D(a,10) =D{1,10) =1 .D). @®+1* €10N, .. a®—1* € 10N,
1193 D(a,b) =1.D(a4D, 3) =1 .D). D{u+b, *—ab+1*) =1
194 «>0. D(a,h)y=1 .D). Da+b, a—b) =11 w2
30 Dla/D,b) , b/Di,b) ] =1

Se due numeri {N;: si dividono pel loro massimo comun divisore, i quoti
sono primi fra loro.

31 abce & 2N,+1 D). Di,b,e)=D[(a+D)/2, (a¢)/2, (b+¢)/2]
32 ab e N, .. Da,h)=Num N ~xz[rel=b. axr eN,Xl]

Il massimo comun divisore di due numeri «,b (@,beN;} ¢ eguale al numero
dei multipli di & contenuti nella serie a, 2a, 3a, ... bu.
rls

D(i,1n)=1 :7). aeN,xIIu

Se un numero (N;) ¢ divisibile per pit altri primi fra loro a due a due,

¢ divisibile pel loro prodotto.

. §45 mlt
31 neN41 D). m(12n)=m[ (n4-1)2n]

20, VIL. 1900 RBAM. £.7 ¢
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§50 Np

581 meN, .D). 4" '+1=-eNp
582 neN,+1 .. n'+4=eNp
583 aeNp.a>3 D). a’€ 24N 41
584 aeNp.a>3 .. @€ 18N, 41y 18N,—~1
585 peNp=2.qe 1™(p—1) .0 Sl 1= e N X
, {MaTROT, Revue semestrielle 2.1900, t.8, p.40!
586 meN,.neN,.peNp=2.qe1(p—1) D}
- st m(p—1)+g]r, 1(p—1){ € N,Xp
{PapPIT, Revue semestrielle a.1900, .8, p.40;

592 aeNp.D). H[1(a—1)] =& N,Xa
593 ag(N,44) =Np .D). []1(a—2)] e N, Xa
594 aeNp.be2N,.a>b D). Mi(a—by{(a—=1)} bl & N, Xrt+1
5941 agNp . be2N+1 . a>b .. Hja—by-(a—1)] 0! & N Xu—1
593 aeNp.be2N,.a>b ). H[(a—=by(a—2)] (b—1)' & N, X~
5951 aeNp.be2N+1.a>b .

i(a—Db)(a—2)]/(b—1)! e N Xa+D
596 neN+1l.aeXNp.xeNFlwn. llreNXa D

a1 nnr3@, & N,Xa)

Se un numero primo divide un prodotto, esso dividera uno almeno dei
fattori.

597 neN+1.aeNp.xeNpFln . IlreN Xa DN
a 1 nnr3(x, =a)

Se un nwnero primo divide un prodotto di numeri primi, esso ¢ eguale
ad uno di essi.

106 peXNp.aeN, =(N,Xp) . rsel(p—1).r==s D3
rest(ra,p)===rest(su,p) :
Se un numero a (aeN,;) non & divisibile pel numero primo p, i multipli

successivi di @, fino a quello ottenuto col moltiplicatore p—1, divisi per p,
danno resti disuguali.

107 abeN,.a+beNp D). D(abh=1

1071 ab &N, .a>b.a—beNp .. D) =1~ abeN,X(a—b,
1072 a,b eNp . m,n N, D). Dia"+b",a) =D(a"+b") =1
1073 a,b eNp.m,n eN,a">b" D). D@"—0" @) =D(a" =b",l) =1

et PRT Y. SIS L
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§ 67. B
abmmeN, .
30 X X'BX"a e NXb.D). ag N,xb
31 X X'—1, EX " a+(X"BX " a)Xim £ NyXb . D). ag Nxb
32 mxX"41, EX™a— » » » » ,D, > »

30 Un nwnuero intero (N;' & divisibile pel numero intero d (be N,) se b
divide 10n (ne X)) ¢ divide anche il numero formato dalle ultime 7 cifre a
destra del numero dato. Sia n = 1; i divisori di 10 sono 2, 5, 10, ¢ si ha
il noto carattere di divisibilitd per 2, 5, 10, ciod: Un numero ¢ dicisibile
per 2, 5, 10, se la cifra delle unita ¢ divisibile per 2, 5, 10. Se la citra
delle unitd ¢ zero, il numero & divisibile per 2, 5, 10, perché ne Ny ..
Oc NoXXaeh.

Sia n =23 i divisori di 100 sono 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100; ¢ si ha:
Un numero ¢ divisibile per 2, 4, 5, 10, 20, 245, 50, 100 se il numerv for-
mato dalle wltime due cifre « destra ¢ divishile per 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50,
100. -Se le ultime due cifre a destra sono due zeri, il numero ¢ divisibile
per ciascuno dei numeri sopra comsiderati). E cosi di seguito.

Questa proposizione si sarebbe anche potuta scrivere assai semplice-
mente cosie

a,byn e N, 10" rest (1,10") e N XD D). ag N XU

31 Un numero intero (N)) ¢ divisibile pel nmunero intero U (be Ny), se b
divide m 107 — 1 (n,ne Niby e se separando 2 citre alla destra del numnero
dato, la somma del numero di sinistra ¢ di m volte il naumero di destra &
divisibile per 0.

Sia p. ¢. m=Y, n=2, sard m X107 —1=899=29X31; ¢ quindi avremo
le due proposizioni:

aeXN,. e (0799) . a+90 & 29N, 7). 100a+Db & 29N,
» » .a+90 e 31N, .. 100a+b € 31N,

Ossia: Un numero (Ny) ¢ divisibile per 29 o per 31 se lu somma del nu-
mero delle centinuia, & di nove volte il numero formato dalle sue due ultime
cifre « destra & divisibile per 29 o per 31.

Sia p. e. m=4, n=3, sard m X107 — 1==3999z=3 X 31 X43 ; e quindi avremo
le due proposizioni :

ag N,.be (0+999) . a+4b £ 31N, .0). 1000a+-b € 31N,
> . a+4D £ 43N, .D). 1000a+D & 43N,

Ossia: Un numero (N,) ¢ divisibile per 31 o per 43 se la somma del nu-
mero delle migliaia e di quatiro volte il numero formato dalle sue tre ultime
cifre a destra ¢ divisibile per 31 o per 43. E cosi di seguito,

Questa proposizione si potrebbe anche scrivere assai semplicemente cosi:

a,b,mne N, . mx10"—1, quot(a,10")+[rest(a,10")] Xm & N, Xb.
). aegN,Xb
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32 Un numero intero (N;) & divisibile pel numero intero b (he Ny se b
divide mX10% 41 (m,n,e X)), e se separando z cifre alla destra del }1un1(-1‘0
dato, la differenza fra il numero di sinistra, ed m volte il numero di destra
¢ divisibile per b. '

Sia p. e. m=9, n=2, sara mX10n 41=901=17X5H3 ; e quindi avremo le
due proposizioni : )

aeX, . be (099) . a—9b £ 11N, . D). 100u+b & 17X,
» » .a—9b £ 53N, . D). 100a+4D & H3N,

Ossia: Un numero (N} & divisibile per 17 o per 53 se lua differensa fra
il numero delle centinaia e noce volte il numero formato dalle sue ultime
due cifre u destra é divisibile per 17 0 per 53. o

Sia p. e. m=2, n=3, sard mx10* + 1=2001=3X23X29 ; ¢ quindi avremo
le due proposizioni : ]

aeX, . be (0999) . a—2b & 23N, D). 1000a+b & 23X,
s s .a—2bg29X, .D). 1000a+4b £ 29N,

Ossia : Un numero (N;) ¢ dicisibile per 23 o per 29 se la differenza fra
il numero delle migliaia ed il doppio del nitmero formalo dalle sue ultone
tre cifre a destra & dicisibile per 23 o per 29. E cost di sogflito. .

Questa proposizione si potrebbe anche serivere assai sc-mplﬁu-mm-ntur cosl:

abmme N, . mx10"+1. quot(a,10™)—[rest(,10"):Xnt €N, XD .
. ae N xb

§68 Nprf

NN, + — X /N> X min Xp Nprf
Nprf = N,rxgir=x N,~[x/(N,+1)]{ =Numero perfetto Df
Min Nprf==6
meN, D). =a Np”™ n Nprf )
meN,+1.2"—1eXp .. 2" 2" —1) e Nprf

§ WucLpes IX, P36 |
b ome2uiBudulivil3uilTuildu3lubl .
9" (2" —1) & Nprf

5 aeNprfa2N, .D. aN,~msle =2"" @"—1)] ! ECLER |
51 Nprfn2X, .7). 10N,+6 v 100X,+28
52 Nprfn2N, =6 .. 9N +1
53 Nprfa2N, =28 .. (N4 (iN~—1)
-84 Nprfna(10N,46) .0). 40N, +1
55 Nprfa(10N,+8) .. 30N,—2
36 ae Nprfa (10N, +8) .. EX*a ¢ 9N,
87 Nprfn(496+2N,) .D). (100N,+16) v (100N,4-28)
' (LOON 4-36) v (100N, +-56) v (100N ,+-76)
6 aeNprf .D). 3/IN,~(a/N)] =2

.
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Note.

‘0 Questa proposizione da la definizione di numero perfetto; cioé « dicesi
perfetto (Téieog) un numero quando equaylia la somma det suoi divisort,
Uunia compresa, ed esso ecceftuato »,

2 Un numero perfetio non ¢ mai eguale ad una potenza d’un numero
primo.

3 Tutti i numeri contenuti nella formola 2m-1(2w—1), in cui m ¢ un
numero intero maggiore dell’unitd, ¢ 2n—1 ¢ un numero primo, sono nu-
meri perfetti.

4 Tutti i numeri perfetti che si conoscono sono contenuti nella formola
2=l 2n -1 ¢ corrispondono ai valori 2, 3, b, 7, 13, 17, 19, 31, 61 di m.
Issi sono: 6, 28, 496, 8123, 33000336, 85HEIEEY 006, 137438691 328,
2305 843 008 139 952 128, 2 655400 991 H6Y 831 744 634 692 615 Y53 842176.

I sigg. 1. Fitz Patrik ¢ G. Chevrel nei loro Exercices ' Arithmétique
— Parix, Hermann 1893, pag. 363 — dicono che & perfetto anche il nu-
mero 14 115 187 807 420 416, il quale corrisponde al valore 27=29, ¢ ¢i0
contrariamente a quanto atferma Dupuis nelle sue tavole logaritiniche.

Per trovare altri numeri perfetti contenuti in questa formnola, basta cer-
care altri valori di m pei quali 2#—1 sia un numero primo. Cuesta ricerca
viene grandemente sempliticata dalla prop. mee Ny, 2n—1e Np .. me Np

che ¢ la P57 del § 50Np di FyN3 ¢ basta infatti limitarsi a dare ad m i~

valori dei numeri primi. Sono gid stati sperimentati i valori dei numeri
primni non superiori a 61. Ma, anche cosi semplificata, questa ricerea ¢
straordinariamente laboriosa.

Mersenne nell’opera Cogitala physico-mathemuatica asserisce che sono
perfetti i nwneri corrispondenti ai valori 67, 127, 257 di m ; ¢id perd non
¢ ben certo.

La forwola che dA i numeri perfetti che conosciamo, si suole anche seri-
vers cosi: 2n(2241—1). Noi preferiamo ’altra, perché piu facile a ritenersi
a memoria. Evidentemente si passa da una all’altra ponendo n=—=m—1. I
numeri perfetti dati da quoesta formola sono tutti pari; e la P dice che
i nwmneri perfesti pari sono tutti contenuti in questa formola.

Non si conosce alcun numero perfetto dispari.

51 Ogni numero perfetto pari termina per 6 o per 28.

52 Ogmi numero perfetto pari, tranne il 6, & un multiplo di 9 piu 1.

53 Ogni numero perfetto pari, tranne il 28, ¢ un multiplo di 7 piu o
meno 1. )

B4 Ogni numero perfetto, maggiore di 6, che termini per 6, & un mul-
tiplo di 46 piu 1.

55 Ogni numero perfetto, maggiore dl 8, che termini per 8, é un mul-
tiplo di 30 meno 2.

56 Se un numero perfetto termina per 8, il nwnero delle sue centinaia
¢ divisibile per 9.

57 Ogni numero perfetto pari, maggiore di 496. termina per 16, o per 28,
o per 36, o per 56, o per T6. .

‘6 La somma degli inversi dei divisori d’un numero perfetto, & eguale 2,
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32 Un numero intero (N;) & divisibile pel numero intero b (he Ny se b
divide mX10% 41 (m,n,e X)), e se separando z cifre alla destra del }1un1(-1‘0
dato, la differenza fra il numero di sinistra, ed m volte il numero di destra
¢ divisibile per b. '

Sia p. e. m=9, n=2, sara mX10n 41=901=17X5H3 ; e quindi avremo le
due proposizioni : )

aeX, . be (099) . a—9b £ 11N, . D). 100u+b & 17X,
» » .a—9b £ 53N, . D). 100a+4D & H3N,

Ossia: Un numero (N} & divisibile per 17 o per 53 se lua differensa fra
il numero delle centinaia e noce volte il numero formato dalle sue ultime
due cifre u destra é divisibile per 17 0 per 53. o

Sia p. e. m=2, n=3, sard mx10* + 1=2001=3X23X29 ; ¢ quindi avremo
le due proposizioni : ]

aeX, . be (0999) . a—2b & 23N, D). 1000a+b & 23X,
s s .a—2bg29X, .D). 1000a+4b £ 29N,

Ossia : Un numero (N;) ¢ dicisibile per 23 o per 29 se la differenza fra
il numero delle migliaia ed il doppio del nitmero formalo dalle sue ultone
tre cifre a destra & dicisibile per 23 o per 29. E cost di sogflito. .

Questa proposizione si potrebbe anche serivere assai sc-mplﬁu-mm-ntur cosl:

abmme N, . mx10"+1. quot(a,10™)—[rest(,10"):Xnt €N, XD .
. ae N xb

§68 Nprf

NN, + — X /N> X min Xp Nprf
Nprf = N,rxgir=x N,~[x/(N,+1)]{ =Numero perfetto Df
Min Nprf==6
meN, D). =a Np”™ n Nprf )
meN,+1.2"—1eXp .. 2" 2" —1) e Nprf

§ WucLpes IX, P36 |
b ome2uiBudulivil3uilTuildu3lubl .
9" (2" —1) & Nprf

5 aeNprfa2N, .D. aN,~msle =2"" @"—1)] ! ECLER |
51 Nprfn2X, .7). 10N,+6 v 100X,+28
52 Nprfn2N, =6 .. 9N +1
53 Nprfa2N, =28 .. (N4 (iN~—1)
-84 Nprfna(10N,46) .0). 40N, +1
55 Nprfa(10N,+8) .. 30N,—2
36 ae Nprfa (10N, +8) .. EX*a ¢ 9N,
87 Nprfn(496+2N,) .D). (100N,+16) v (100N,4-28)
' (LOON 4-36) v (100N, +-56) v (100N ,+-76)
6 aeNprf .D). 3/IN,~(a/N)] =2

.
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Note.

‘0 Questa proposizione da la definizione di numero perfetto; cioé « dicesi
perfetto (Téieog) un numero quando equaylia la somma det suoi divisort,
Uunia compresa, ed esso ecceftuato »,

2 Un numero perfetio non ¢ mai eguale ad una potenza d’un numero
primo.

3 Tutti i numeri contenuti nella formola 2m-1(2w—1), in cui m ¢ un
numero intero maggiore dell’unitd, ¢ 2n—1 ¢ un numero primo, sono nu-
meri perfetti.

4 Tutti i numeri perfetti che si conoscono sono contenuti nella formola
2=l 2n -1 ¢ corrispondono ai valori 2, 3, b, 7, 13, 17, 19, 31, 61 di m.
Issi sono: 6, 28, 496, 8123, 33000336, 85HEIEEY 006, 137438691 328,
2305 843 008 139 952 128, 2 655400 991 H6Y 831 744 634 692 615 Y53 842176.

I sigg. 1. Fitz Patrik ¢ G. Chevrel nei loro Exercices ' Arithmétique
— Parix, Hermann 1893, pag. 363 — dicono che & perfetto anche il nu-
mero 14 115 187 807 420 416, il quale corrisponde al valore 27=29, ¢ ¢i0
contrariamente a quanto atferma Dupuis nelle sue tavole logaritiniche.

Per trovare altri numeri perfetti contenuti in questa formnola, basta cer-
care altri valori di m pei quali 2#—1 sia un numero primo. Cuesta ricerca
viene grandemente sempliticata dalla prop. mee Ny, 2n—1e Np .. me Np

che ¢ la P57 del § 50Np di FyN3 ¢ basta infatti limitarsi a dare ad m i~

valori dei numeri primi. Sono gid stati sperimentati i valori dei numeri
primni non superiori a 61. Ma, anche cosi semplificata, questa ricerea ¢
straordinariamente laboriosa.

Mersenne nell’opera Cogitala physico-mathemuatica asserisce che sono
perfetti i nwneri corrispondenti ai valori 67, 127, 257 di m ; ¢id perd non
¢ ben certo.

La forwola che dA i numeri perfetti che conosciamo, si suole anche seri-
vers cosi: 2n(2241—1). Noi preferiamo ’altra, perché piu facile a ritenersi
a memoria. Evidentemente si passa da una all’altra ponendo n=—=m—1. I
numeri perfetti dati da quoesta formola sono tutti pari; e la P dice che
i nwmneri perfesti pari sono tutti contenuti in questa formola.

Non si conosce alcun numero perfetto dispari.

51 Ogni numero perfetto pari termina per 6 o per 28.

52 Ogmi numero perfetto pari, tranne il 6, & un multiplo di 9 piu 1.

53 Ogni numero perfetto pari, tranne il 28, ¢ un multiplo di 7 piu o
meno 1. )

B4 Ogni numero perfetto, maggiore di 6, che termini per 6, & un mul-
tiplo di 46 piu 1.

55 Ogni numero perfetto, maggiore dl 8, che termini per 8, é un mul-
tiplo di 30 meno 2.

56 Se un numero perfetto termina per 8, il nwnero delle sue centinaia
¢ divisibile per 9.

57 Ogni numero perfetto pari, maggiore di 496. termina per 16, o per 28,
o per 36, o per 56, o per T6. .

‘6 La somma degli inversi dei divisori d’un numero perfetto, & eguale 2,
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ALCUNE FORMULE DI LOGICA

abedefeCls D).

1 ade.D): a)b.= acb
"o > a Db = acbe
3 » . a)b.=.a)bc

i a b .. ade
8 ab Def. D). abeDf 8’
9 evfDavb. D fDade 9

10 a Db = acb.a ) e 4V

10" a==b .=: ac = ¢ . avc = bc
1t ab=ab .=. a=D
13 a=(ah)(aw=D) )
13 aub=abva=bub=a
16 a D bc.=abec:): ab=a=c.

5 ¢ e )b e .=.b) aw
6 » Ve = e
7 » bDa =. bue D

ab Def. Ve D). b aef
esf D adh.a b .. avesf Db
a b .=: ac Jbc.awcD)lc

12 a ) bwd
14 (@a)(=aw=l) == a=b v l=u

ac == d=l

17 ab=a=c . b :): a_) buc .=abc

18 a ) buc . =a ab=c :=:a_)C

19 ab De.a=b e =1a)c

20 a D)buc . ~H abmc . =gac=h === a_Jc.a_Jb

21 > (2 v » )=

» v »

22 avb D ovd . a=c .=aab :_). b_)

22" » == » . » .

)

29" » o Lmged ). d b
23 avb D eud .a=c.=qa=d :). b_)d
24 a==bucud . =abc . =abd :_): a=b == cud . a=(cvd) =D

24 » . > . >

ceged i)

amh == cud . am¢ = bud . t=d = DnC . amb=c =d .
mCald =D . a=b=d ==¢
28 @=="0c . =A(=D)(=C) :): au(=b) ==¢ . ttuf{=c) ==
28" a==bcd . =F=bmc . =F=bud :_): aneb == cd . an=(cd) =D

"
23 » . » »

< =AmCmdl i)

awb=cd . auwec="d . au=d == bC . aumbu=¢ =d
 Gumtumd =D . Quebmd ==

T LT R
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Note.

P 1 La 2): comprende la F,l—32¢
la sua inversa la quale ha solamente
luogo quando il futtore che si vuol
togliere dalla Hp contiene il futtore
che rimane nella stessa.

» 2 La D: comprende la Iyl—33 ¢
la sua inversa la quale ha solamente
luogo quando il futfore comune che
si vuol togliere dalla Ifp e dalla Thy
contiene il fattoreche rimane nella zip.

» 8 Non ¢ altro che applicazione
del prineipio export alla Fl—53 5 cost
si puo introdurre un futfore nella
Ths solo quando questo fuitore che
si vuol introdurre confenga la Hp.

P 5 La D): comprende la p4 ela
sua inversa la quale ha solamente
luogo quando I'addendo che si vuol
togliere dalla Ths & contenuto nel
addendo che rimane nella stessa.

» 6 La D comprende la Fl—208
e la sua inversa la yuale ha sola-
mente luwogo quando l'addendo co-
mune che si vuol togliere dalla Ths
¢ dalla Ip ¢ contenuto nel addendo
che rimane nella Ths.

» T Non ¢ altro che Papplicazione
del principio export alla Fol—213,
cosi si pud introdurre un addendo
nella Hp sola quando guesto adldendo
che =i vuol introdwrre ¢ contenuto
nella Ths.

P 4 In linguaggio ordinario come la Fgl—32 si legge «ad una Hp si pud
sempre unire un fuffore qualnngue » cosi la pd si legge « ad una Ths si
pud sempre unire un addendn qualungue.

» 8381 Un fultore si pud sempre
trasportare dalla Ths alla Hp (+'in-
tende mantenendo il segno e il nome
di futtore) ma inverso si fa sola-
mente quando il futfore che si tra-
sporta nella Ths contenga la Hp ri-
maneute.

2 9391 Un addendo si pud sempre
trasportare dalla Zlp alla Ths {s’in-
tende mantencudo il 5(9;;110 ¢ il nome
di «ddendoy ma Vinverso si fa sola-
mente yuando addendo che si tra-
sporta nella Iy sin contenuto nella
Ths rimanente.

NB. — La regola determinata dalla coppia {P3;P8!) serve per la forma-
zione di teoremi inversi nel senso indicato in « El di Geometria Sannia
o D'Ovidio pag. 27 4a edizione n. 21 ».

La regola determinata dalla coppia (P9;P9!) si potrebbe chiamare duale
della precedente.

P 10 Comprende le FI—32, pd, FyI—230

» 10t » » FI—33, Fgl—208, I,1—223

» 10¢ » » Fgl—b0; I l—210, F,I—224 .

» 11 Differisce dalla Fol—223 per la scambio di D) in =; comprende
tutta la Fol—225 di pilt contieno le due forme « abDaDavb, e Syll. ».

» 18 Si puo intendere come un caso pitt generale della Fyl—344 5 da que-
st’ultima si passa alla p. 18 sostituendo alla condizione « -jgab » la con-
dizione « —pjab=c » la quale & sempre vera tutte le volte cho & vera la
precedente, ma non inversamente. Per questo fatto si ha lo scambio fra i
segni J). 3 .=

» 19 Comprende in sé la F,I-120 ossia la FIII §4 P2-4. Osservando poi
le equivalonze indicate dalle I,I~413 e F,[-254 si vede che la p19 non &
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altro che la p18 nella quale alle forme della 1a parte si sona sostituite
forme equivalenti.

» 20321 Sono conseguenze dirette della p18. Si potrebhe a questeo dare
le forme della p19.

» 22'322" Derivano dalla p22. La loro coesistenza genera la FI-345 ossia
F,1IT 85 P55,

2 24;21" Sono gencralizzazioni della F I-352.

» 257325 Sono generalizzazioni della p25.

NB. — Le Fyl-38523524; 24 ¢ le 25525 ;25" costituiscono la regola per
trasportare una classe da un mombm nll altro di una eguaglianza, nei
casi possibili.

Varallo, Dicembre 1899.
PIETRO BUFFA.

ALCUNE IDENTITA

1l prof. Ferrari Francesco pubblica nel supplemento al Periodico
di Matematica, anno III, fase. I, interessanti identitd fra tre nwneri o, b, e.
Alcune di queste formule, cio¢ le 1, 25, 34, 39 del Ferrari =i trovano
nel Formulario. Delle altre mi parrebbe conveniente di introdurre nel For-
mulario le seguenti, analoghe ad altre in exso giit contenute.

g P14
(a4 2b)(0gc—a)+(H+20)(a—b4-0)F(c4-2a)a4-b—c) = (a-b+c)?
(@D PONe-Fala—DHe Q=0 =
(@a—b)(b—c)e—u)

(@a—=b)(a+b—2¢)+(b—c)f(b+c—2a)He—afc+a—20) =

3(a—b)(b—c)ec—a)

(a—b)bte—a\a—bAe)+ B—c)a—bt-c)adh—e)+c—afatb—c)

(b+c—a) = Ha—l)(b—c)c—a)
a(b+-c)(b+-c—a)+b(r+-a)c+a—b)+cla+-b)a+b—c) = 6abe
ab—c)(b+c—a)+bie—a)c+a—b)+-cla—b)u4-b—c) =

2(a—b)b—c)lc—a)

(@D a—B)H-bF-FO—c)H-(c4-a)(e—a) = —(a—L)b—c)e—n)

(a+b)(a—b)'+b+c)o—c)+eta)je—a) =

2(a+b+c)a—b)b—c)(c—a)
ab(@®—)+-be(V*—cA)+-ca(*—a?) = —{a+b4-c)a—D)(b—c)(c—a)

ab(a+U’+be+-cf+caleta)f = (a+b+)[(@+D)(b+c)e+a)—4abe]
a(b—c)(b+4c—ay+blc—a)c+a—by<4cla—b)a+b—c)* =0

@—=b+—cf+e—a) =

5(a—b)b—c)c—a)lla—b)+(b—c)'+(c—a)]

F. CASTELLANO

—H9 —

Additions au Formulaire
par G. VACCA

§c Pil°0 | C.H. PRIOR a.1878; Cfr. Mm. a.1881 .10 p.33 |
{ cont. §11 P81 |

§h ‘
61 2N2M)+1 & N, x[2'2*+1)+1] {EULER PetrC. 2.1732 t.6 p.104{ |
oMM +1 & X x[)ﬂ(z*°+>5+z‘ —1)41] { LANDRY }
9MZM2) 41 & N, X[2%2°—1)+1] | PERVOUCHINE PetrB. alScS}
IN23) +1 & XX ] | » >
2MN2N36) +1 & N, X[2%(2+1)4-1] | SEELHOFF Zin. a.1886 £.31 p. 1731
1413 { GERGONNE Ann. de Math, a.1816-17 t.7 p.163 |

P15,
91 ne 6N,—1.a,beN, . D).
(a4D)" —a"—b" € nabla+b)@*+ab4-U") XN,
92 ng 6N, +1.a,beN, D).
(a+b)' —a"—b" & naba+b)a*4ab+V XN,
§ Cavcny a.1839, Gluvress.1td p.b0l; Lo a.1841 t.2 p.137 |

§> P13 'y PappUs vin P38 p.691 |
§ W 2 .

4 «eN, .. aN, rasle+ 0 a D N=NNI+XN)]
§Num

‘9 Num(Cly'N,) = Num(N,FN,)
91 Num[(N,F 0n)|n ‘N ] = Num X,

gy P173 SA=0
¥ 144 neN, D). >/, a1y 2n] = X[(=1)"» |r, 1+-2n]
{ CATALAN JAM. a.1875 s.3 t.1 p.240 {

811 1173 IDA=1
P6.
2 neNA41.ae ((FLn)Sim . b=={[a,—a, (1" n)=r] |1, 1n}. )
se 0 (n—2) ), Xa'/b=0:Xa""' /b =1
{ EULER 2.1762 CorrM. t.1 p.6d9 ; PetrNC. a. 1775 t.20 p.78 |

‘21 Hp P2.D). sa*b=xa.xa/b=(=1)"/Ha .
sa7%b = (—1)"3(/a)/11a { Gauss t.3 p.266 |
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¥ 81 ne 34N, .ae F17)Sim : re 1" (n—2) .D),. 3a’=0:D).
=170, /T, —a) [(3), 10 £ L 93(r, et . #<Z9)] r, 1)

XZH=1)"(a ) XTI] » » » » ] » {=n
! Mac Mamnox Mm. a.1884 t.13 p.144 |

- §PL

‘5 neN,.D). Tinlaln, 1 nl = (n+1)!—1

6 —— ). Xin/(n41)! n, I nf = /(n+1)!
§!31n

| GERGONNE Ann. de Math. a.1816-17 t.7 p.165 |

§Dvr P2 .
e ClsR . gu . ar . agR . neN,. ). 2 =P1'34 3 (Du)"=D(«")
‘4 D[NO-n)]=[DL,@)]" | Barrieu NAnn. a.1895 .14 p.214 |

§mlt P2
u,re Cl¥R . Numwu, Nume €N, . agR . neXN, ..
'82-84 = (m|D) §Dvr P2-2-4 | BARRIEU NAnn. a.1895 t.14 p.214 |

sCmb P3.  maeN,.D.
21 XCon )X (A a) |, O} = 22 (@411
[ » » I — "; [ vy |, 00m] ly, el =
-‘3¢-'\1+Z/)"" fy, 1w = X {20 e+1)j ]

22 (m4-1) (1 .oc)”‘ =
(1) H—=1—={C(m-+1,/ X X(Lx)" |, O (n—1)}
[ (m4-1) [m P-21 .DD.

S0m--1,r X S 1) 00 (mA-1 = 31 (a1 1] —1 D,

3o » 0my = (xA-1m+l—1.73.

Y » <o L0 (me— 1) = (14 l—1— 1)1 o yml D). P)
§ -21-22 PascAL a.1655 1.3 p.301 |

"8Cmb P3 au licu de la P'3 lisez:
‘5 neN,. ). \;(——1) C@n, n)f |r, 0 2n) = (— H*Br) /()
= (—1)"C(3i1,n) XC(2n, n)
2 Dixox London Mm. a.1890 t.20 p.79 |
31 a,ne N,. D). S{[Cln,)J#, 0 nf & (n41)XN,
" { VIVANTI .Zm. a.1888 t.33 p.358 |

6 (Idxtay)” _;22(3,“‘ 42" X X[C(m, 742s) XC(r4-2s, 5) |s,
0] |r, Im{ 4 ™ X21C(n, 25) XC(Zs s) |s, O m/
{ ECLER a1748 PetrNA. a.1794 .12 p.47 |

Tom o S T

ppuTTRy

ey

.
o~

o

2 Num Npr(4N,43) ¢infn
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§Cmb P4.
neN, .. n! = X)(—1)"Clry) u—r)" v, 01}
} EULER Opwa pos{uma a. 1862 t.1 p.32 |
neN, D). /(1) = S[(=1)HCE,n)/r |r, 1n]
{ TdM. a.1900 p.121 §

§\p P13 2(N+1) D Np+Xp
{ GoLpBACH a.1742 Coi M. t.2 p.13D; Dem? |

&§Np P4

6 neN, . ) 2N'141 eXp

} GERGONNE a.1828 Ann. de Math. t.19 p.256; Dem? |
TX2%4+1 & Np § SEELHOFF Zni. a.1886 .31 p580 {

§N\p P9.

Num Npr(4N,+1) g infn } cont 104 |
Num { Npa[2MN2MN)+1]1 € infn
{ BISENSTEIN a.1843 JfM t.27 p.87; Dem? !

§mp
1l connent de généraliser la Df 1'0 en substituant a I'Hp de la P1:

a,b £ Ny-+1, la suivante:
¥ 1 ael\'i.bs N41.D.
On a alors:

‘14 mp(b,1) =0

On peut aussi donner des Df qui ne contiennent pas le symbole «max » :

12 mp(b,a) = 1N, na3[ae (H"XN)=(0""'XN)] Df?
13 [0 = N, ~ y3(ag U'XN))] Df?

On peut aussi ajouter:

‘41 ae Np . b,ceN, .D). mp(a, be) = mp(e,b)+mp(a,c)

28 § WaLLIS a.1658 t.2 p.814:

« Si duorum plurinmve numerorum primorum potestates quaclibet invicem
ducantur, factus partibus suis aliquotis auctus, aequatur facto ex compo-
nentibus partium suarumn aliquotarum additione auctis ». {

gnt  PO. ’
94 aeR D). nta = /Dvr(l,/a) . dta = /Dvr(1,0) Df?
92— == / mit(l, O} ——— =/ mlt(l,/a) Df?

S A
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% 6.

4 aeR.be N\+1.7). mp(b,n) = mpd, nte)—mp(b, dta) Df
C'esi-a-dire : mpd,a) est la plus grande puissance de b qui divise le
numérateur réduit de a, ou la plus grande puissance, changée de signe.
qui en divise le dénominateur réduit. Un de ces deux nombres est towjours
nul car on a (§nt P0:11} : Dvr(nta, dte) = 1. Cette Df comprend celle donnée
pour le cas oi @eN;. Alors on a dt« =1, il s’ensuit que mpd,dta}=
en tenant compte de la modification introduite au §mp.
2 agN,+1.beR.D). §mpPls
‘3 meN, ... agR™ .= xeNp.D),. mp(r,a) € nXin
‘43 aeN,+1.beR D). §mp P1-8"9 6 = §mp2+1
~7 wgCl'R. aw .. Ths §mp P23
‘8 .Numu eN,. ). —————— "4

{ *6°7'8 BARRIEU NAnn. a. 1895 t.14:
‘6 Tout nombre fractionnaire est un produit de facteurs premiers affectés
d’exposants entiers, positifs, ou négatits. (p. 96;.
7 Pour former le plus grand commun divisecur de » nowmbres, entiers ou
-ractionnaires, on fait le produit de tous les facteurs premiers qui entrent
dans ees nombres, en affectant chacun de ces facteurs de son plus faible
exposant. (p. 97).

J8 Il y a une loi de formation analogue pour former le plus petit commun
multiple. (id.). {

Note, — Il convient de poser le §nt entre les §wmlt, et §Cmb. Alors la P6
qu'on a ajoutée ici irait prendre sa place dans le §mp.

M 7. peXNp .p>3.nel(p—3)2.7eN, D). '
‘4 nts/l(p—1)] & p*XN, | OSBORN a. 1892 ‘\1m .22 p.o1 |
2 nty/{1(p—D)* & N,Xp
3 nty/[I(p—1Dt & N Xp*
*31 » > I e NXp
4 nty/[1(p=DINr(p—1)42n—1] & N, xp?
41 » » » + 2n ] & NXp
42 L + p—2] & N, Xp' —(r+2)p/2
43 » » » ] &£ Nxp—1
§ *2-43 GLAISHER a.1900 QJ. t.31 p.337 |

§Q P34.
‘31 agN, .D. ZaM—(N,)) Q=R

’

‘91 ag (N,fN)cres .. Xi[/Ma, 1)} |n,N,} £ Q=R

T D /e + /) + flaaa)t ... € Q-R
{ STERN a.1848 JfM. p.95 |

§+31'91 LiouviLLE Jd)M. a.1851 t.16 p.141}
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8q 3 44. 1 q
U feqfq i y.seq . Dy W) =1y + 15 abeq. alb.
Ifa~beq ). fo= ()X } DARBOUX MA. a.1880 t.17 p.bd |

§E P3
‘8 aeN, .. = INTI[INp ~ OE='X ) js, Nji [, Ny
¢ TCHEBYCHEF a.1850, JdM. .17 p.i34l

§2
% O Int
w,re Cls'q ). 0 Inte = Lu = q=/(q=r) Dt

Note. Avee le symbole 4 on peut exprimer simplement plusicurs autres
classes introduites dans F1889, et ensuite par plusicurs A,
Notanmment :
Inte ou Iu = points intérieurs du domaine u
Eu = q=4iun = » extéricurs »
Lu = ig=wnle = » fronti¢re »
1 IuDu 2 1lu=1u 3 Junry=Inunle
w_ .. I//Dh 32 10ar) DI Ie 33 Il =Tlw1r

[g/ PLT83 03 183
4 lzt_q-l((l-/() Df?
{ Cfr.§p P32 |
8lim Po
31 agd D). lim(@N'1 [n & Q
32 =1 Qra3u’=0x)

§ BisensTEIN JEML 2.1844 .28 p.A9 |
1321 ne gf N, . L X(er, 000) [n Dy« ag (QfNdeer . lima =0 . 7).
(i, Ny &q { ABEL t.1 p.222
‘4 ag QN, deer, . 3(,N)) =% . neXN, . ke 0 (n—1) ..
(@, nXN+h) ==
184 } MANSION a.1887 Rés. du covrs d Analyse inf., Paris p.281 }
186 wve qFN deer . lime =0 . Xmodu =% . Su &q ._).
lim[3(sgnee, 00)n) [0 =0 | CEsArO Anal. Alg. pl64 |

§e
‘8 } ECLER Misc. Berol. a.1743 t.7 p.177:
«er = (1+ —2—>" existenie 7 numero intinito. »|

93 neN,.xerflon .. e"x@.e" |y, 1 n) «=0
§ HER\HTE a.1873 ParisCR. t,77; cfr. GORDAN a.1893 MA. t.43 |
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§log PI. ,
31 mmyneN, . m<ln ). lim X/(mpnp) |p = log(m/n)
} Joh. BErNoULLI IT 2.17107 1790, a.1729 CorrdL t.2 p.300:
« Sil'on coupe la progression harmonique 1/x ... en deux parties ... soit la

raison du nombre des termes dans la premiére et seconde partie comme i & 2,
la somme de tous les termes de cette seconde partie sera = log{(m-+n)[n’. »;

8 ag (eP—/e) 1.0
lim(@M"1 |n = x{(n+1)"""(loga)" /n! In, N,!
{ EULER PetrA. a.1777 t.1 |
{ MURPHY A freatise on Alg. Fquations, London a.1838 p.81 !
{ EISENSTEIN JfM. a1844 t.27 p.bl:

ninf.

a = 1+10ca+3(10 8" | gallo UOD‘”

+-ete.

und dieses Resultat gilt

1 . .
von a=5]5=0’6922"' (excl.) bis a=1 (incl) .}

§r Pl.
‘81 e (140) +J9—36) —0X™ { MASCHERONI a.1798 p.248 ¢
82 m & 9D 4 3\p —6X—*
83 me 40,3 —23) +70X™* |
{ Kociiaxskl, Acta eruditorum a.1685 p.398 |
‘84 me (13J146)/50 40X § SPECHT JfM. a.1828 t.3 p.83 |
‘83 = & (5014-8010)/240 —OX™7
{ GERGONNE Ann. de Math. a1817 t.8 p.252 ¢

Notg. — Les -83 -84 donnent des constructions géomdtriques assez st mple
pour x en observant que:

N40;3 —28) = J[44-(3—N3,2] 5 (18J146./50 = (13/10)[1-(11/5)7] .

9 neN,werflen ). a"3a""|r, 1 n) ==0
! LI‘\DEMA\‘\ a1882 MA. t.20 p.213;

cfr. GORDAXN a.1893 MA. t.43 p.222 |

% 5. neN, .o, =3®mN).D.

1 lim{(o, 4034, 40,) 0’} |n = a?/12

lim{(o,/140,24...40, /0)/n} |n = n/*6

limf(o,/l+02/4+...+on/n*)/logn§ ln = 2%/6

lm{(P+ Pyt + D, )/r*| |n =3/n*
m{(P,/14+D,24+..4 D, /n)/n} |n = 6,n*
Lm{(@/14-Dy/4+...4 D, /n')/logn} |n = 2*/6

{ "1-6 CESARO a.1893 Napolid. s.2 t.6 N°11 p.1b |

PR~
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“&sin
23 { ECLER PetrNC. a.1760 t.D p.204 |
43 ag (QfN,decr . lima =0 . xe q=2nx ._). 3[(a,cosrx)|r, N,] £q
6 .xeq ). [Xa,sinrx)|x, NJ eq

{ BJORLING {
56 e (—al2)~(«[2) D). log(cosx 4 isinx) =
§ CoTes 2.1714 London PhilTrans. t.29 p.32:

«...si quadrantis eirculi quilibet arcus [x], radio CE [1] descriptus sinun
habeat CX [sinx], sinumque complementi ad quadrantemn XE [cosx]: su-
mendo radio CE pro Modulo, arcus erit rationis inter EX--XC\—1 et CE
[cosx ~- i sinoe] mensura ducta in —1.» |

§sin™* Pln
Euler, Misc. Berol. a1743 t.7 p.167 a adopté les notations: sinAwx,
Asinx, au lieu de: sinx, sin-lz; ou A est ' initiale de Arc.

§sin™' D3,
B4t (me)3[mmen oyeN, . e<ly . ntng T fatng Ty = /4]
=(1,1,2,3) v (2, —1,2,%) v 1(2,1,3,7) v t(4,—1,5,239)

{ STORMER BsF. a.1899 .27 p.1%0 |
57 &= sjtng™,(@2n})in, N |

8vet Pa4i { LAGNY Paris M. a.1706 p.319:
Dans tout parallelogramme la somme des quarrez des deux diagonales est
égale 4 la somme des quarrez des quatre cotez. |

352n { REGIOMONTANUS a.1533 p.95:
In omni triangulo ... sinus laterum ad sinus angulorum eis oppositorum
eandem habent proportionem.

§103 p
% 1. ke Cls'pnt . Bk . pek . uve afk D).
0 plkp)=
7 vetmegilimi[[(uq—ip) — (g—p) X 2]/ mod(¢—p)] |g, k, p} =0} Df
Hamilton a introduit cet operateur p dans ses Lectures on Quaternions,
Dublin a.1853, p.610.

Lamd (JAM. a.1840 t.5 p.316) avait déja étudié le modp u,k,p) en Il'ap-
pellant « paxalm tre différenticl de premier ordre de la fonction u ».

1 plude, by p) = plkp) + pe,kp)
¥ 2. wuevet.apepnt.me 2+N0.:).
‘1 pluX(p—«) ip, pnt,pl=u -2 pl(p—a)’|p, pnt, p] = 2(p—a)
'3 plmod(p—a) | p, pnt=ta, p] = U(p—a)

4 pilmod(p—a)]™ | p, pnt, p{ = m[mod(p—a)]*'U(p—a)

20. VIL 1900 RAM. t.75
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% 3
1 HpPl.wup=masul. plk,p) € ver ). plkp) =0
9 HpPl. le(Intk)FO. 1O . DI, ploe,k,lt) € ver L.
D(ul, ©,t) = p(,k, 1) X DIl
3 HpP2.ull=maxul‘O .. p(u,k, 1) X DI =0

Additions aw Foriudaire par M. CHINL

Bic
neN, . xeQ D). E(\) = IN, n z3[e=r<(5+1)"]
» E("Jr) = E"{Ex)
Svet

10001 w,rpeevet. oeq . (¢Xr)rw) = @uXre
1,1y E Vet e (uXr)f = vt = veqr

(uXv)w = (uXw)e = 1€ q

§D vet U D

56. ue (vet=0)Fq. D g vetFq .. Dmods = UuXDr

D Uw = {temp | v)Dur]/modt

§102 rectaTang Norm curvatura

% 4. pepntFq.feq . Dprevet=0. Dt e vetmgDpl D).

Norm(p,l) == recta[pl, (emp_ DphDpl)] Df
Norm(p,f) == recta|pf, D(UDpl)]
curvatura(p,l) = modD(UDpf)/modDpt’ Df

Additions au Formulaire par G. EXESTROM.

§— note. Ajoutez:

On rencontre les signes 4 et —, employés régulicrement avee
la signification actuelle, chez Grammateus a.lbzl. (Voir
M. Cantor, t.2 (¢d.2) p.39.)

§z P15, Au licu de P. Metius mettez A. Anthonisz.
(Voir BM a.1888 p.36; 1839 p.84)
&z P23 Remplacez la citation par:
{ EULER: a.1735(?) ; CPetrop. t.7 a.1740. (Voir BM a.1890 p.24.) |
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Additions aw Formuwlaire par G. PEANO.

§x Pl
.8 N, . neg Nf(lm 1) .D).
Sx[erys)ta, Tl |s, 1oy == S)S[uirs)ls, 1] |r, 1 m
¥y P10
neN, . ag (0 Yf0n) . meN, ..

4 N, N |, 0n) € 2N, =« €2X,

‘2 » € 3N, .=. X, 0"n) & 3N,

"3 » £ 4N, .= +2u, 4N,

4 » £ DN, .=. 1, €DN,

3 » £ 9N, =. N, 0n) g 9N,

{0 » £ 2™N, =. dFu X+, X+ 4a, X" e 2"N,
7 » £H™N, =. » > > » £ d™N,

SNp 432 Npm2n (4N 41) D NN/
Np A 18N A1) o BN A3 D N42N 2
Np n I(SNH"U v (8N1_1)I D N12_2N12 "
Continuation : LEGENDRE a.vl tables 3 et 4.
723 aeN.2u+1eNp.be n=n2e41) D).
(=by'—1 & n2u+1) =. be n® + (2a+1)n
[ LEGENDRE a.vi N.134 ]
Les nowbres ni=—un sappellent « résidus quadratiques de a ».
24 weN.ae NF1=n.aeXNp D). (3a)"—X(»") € XXa
31—, 21, 2°—1, 2'—1 e Np i ErcLIDES I1X P36 scolia |
2 201, 271, 2%—1 &Np
3y 241, 201, 201, 2841 2841 & Np
1234 aeg (N 44=-Np .D). (@—1) e N Xa
smp 27 neN.ze NFlwn.aeXp ..
mplet, Ile) = X mpla, 2,)jr, 11 ]
§Q
256 reQaN? D). Jr— [r—(EdVIRE +1) & 0/[42EJx +1)]
DARBOUX, Nur leatraction de la racine carrée, BD. a.1887 p.176{
§ydd1 wyre Olyq . Lmode = 1mode == 0 .7D). lmod(u4v) =0

§14
P21 Dem
§ P83 . ag Au-tiv .= 1 bye)s(hedu . cedv.. bt-c =a)

DL » = » [lmu—b=0.1mr—e=0. b+4-c=a]
§q 441 D » D, » [Lmod{utr—b—c=0. b4c=d]
. Imodte—a)=0 . Df 2 .D. as )

»
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241 wreCls’q.aeq ). Aatu)=oativ 31 Mav)=alu
412 Vmodw,I'modveQ D). Autv)=2lutiv
§3. M. Vivanti a continué la bibliographic de ces sujets dans:
Lista bibliografica della teoria degli aggregati 1893-1899, BM. a.1900 p.160
441 wue Cls'q . Numuy € infn . I'modu £Q .D).
I'gre 3 {Num[unie+Q)] € infn} = max du .

1 » » — > = min du

§Lm 1. xeqfXN, '.D:

01 Lmx D) A@‘N) 02 neN, .. Lmx ) 4 x(m+N,)
291 Lm (—1)"n =l vy—1)
% 3 :
‘1 meX, .. Lmg(n/m)jn = [0 (n—1)] 'm
2 @eR .D). Lm glan)|n = [0(dta —1))/dta
3 agQ=R .D). Lmplan)n =6 31 Lmg|=0
‘4 Lm [n—EWR)?n =Njv(x 41 Lm [n—E)P /A |n =206
§lim P6:31 aeQ D). lim™ajn =1

w1 ,
1 aeQ.neX,.D). Im{["J(a+x) |z} O}}r = 1Qra2(x" —2—0) =0

}{ Jos. BErNOULLI t.4 p.13:
« universaliter ”\l(a+"\](a+”\|(a+”\](a &¢.))) pro acquatione
habebitur " —px—a =10 » }
941 wueqfXN,.limueq D). im[3(x, 1n)/n]|n = limu
11'8  wre QfN,: neN,. D), 1, <z, _\;(7:,1\",).8Q ). S(,N,) €Q
6 ue QINGN) D). xis[u(nm)|n, N J|m, N} =
Sis[u(m,n)|m, N, [n, Nyl
154 wure QIN, : reNy. D). v, /u, < t,,,/0, : 3(u,N)eQ D).
2(u7N0)8Q

§limP17
2 xgh D). d[a"/(1—x") [n, N,] = 2{Num,~ n/N)Xx" |n, N,{
{  LAMBERT Architechionik a.1771 t.2 p.bOT |
‘3 xef D). S[na”/(1—x™)|n,N,] = 3{Num [N n/(N,41)] 2" [n,N,}
| EULER PetrNC. t.5 a.1760 p.70 |

163 ng QfN, . heQ . co =g Lm nl+run |n D). 3(u,N,) eQ

196 ue q f(N;N) . 3[(I' mod u(m,n)|m X)) |n, N,] £Q :
neN, . Dn. lim u(mm)|m eq :2). lim X[u(m,n)in, Nj |m
= 3[[|lim w(m,n)im]|n,N] [ Comm(z, lim) ]
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224 ag 14Q D). fla—1) = x{nY/I[(a47)}r, 1"=n]|n, N,

} STIRLING a.1730 p. 11 |
232 wxer D). lim [B(nlx)4p(—niz)]l|n = lim (sgn g nlx)|n =0
21 XE (q=r D » > > » » =1
31'0  lim [Num(Npn1+n)/n]jn =0 [ LEGENDRE a.vI p.464 ]
§e 81 lim"™J[(2n)!/ (n!n)] [n = 4/e

Slog 132 log2 = 24/2X2%)4/(3X2)+... [P3.a=—[2.D.P]
41 log2 = 2[/3 4 /BX3%) 4 /(TX3) +... [P4.x=1.7:P]
42 logl(a+1).2 = (log a + log )2+ X[(a—b)/(a+)1"/n |2, N,}

22 ngN, .D). :

lim{[Num Npn L] ‘w—3[r!/(loga)™** {»,0:n]}(logxw)"** | = (n4-1)!

{ TeneBYCHEFYF JAL t.17 p.384 |

§ Subst P
6 neN,.ueqF(l"nt 1w . Dtrmwu ==0.yeq, . )"
xeq, . Shuyr =y .=. x==(Sbu)™y

§sin 24 Lm(sin, q, oc) = (—1)"1
Lm( asinz lor, q, o¢) = q v to v i(—x)
§vet P9
‘5 a,bee pnt . mod(a—U) = mod(a—¢) =mod(h—r) =1 .D).
mod{(a+-b)/2—c] = 3 /2
mod[(a+4b4-0)/3—’ = /3 } ECCLIDEs x1n P12:
« *Lar els nhxiov volywrov iosadevyor &pyougl, 1 tov TowdSvon
mlevon dvvdpet rundacior Eoti Tijs & 18 #évios 18 wvnis. » |
6 a,bede put . mod(a—Db) = mod(e—c) = mod(u—d) = mod(b—
¢) == mod(b—d) = mod(c—d) =1 .D).
mod (a+b)/2—(c+d)/2] = |(/2)
mod (a4-b4-c)/3—d| = |2/3)
mod[(a4-b+c+d)/4—a] = {6 /4 | EvcLipes xin P13:
« 1) Tijs ogalous Siduergos dvrduet futodiu Eoti Tijs mlevods Tijs
vgauidos. » |
§ vet P13 S
2 ab,cepnt.myneq D).
() a—(nb+ne)} = in(n4n)a—bP+n(m+n)a—c)—mnb—c)
STEWART Matthew, a. 17177 1785.

— Proposiliones geonwh*i’cae more velerum demonstratae,
Edinburgh a.1763. § vet P13-2
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3 abcdepnt . m,n,peq ).
[(m+n—{—p)a—(:nb-{—nc-{—pd}]’ = (n+-np)[mia—bl+ia—c)’
Jpla—dy] — (b= p—mpo—dy—nplc—a)
§vet P23
2 ure vet 14 D). Dirmin X (), Trd s 1++4] =0
gvet 34.
‘3 a,b,ce pnt . mod(a—b) = mod(a—¢) = mod(b—¢) =1 Dt
cos(b—a, c—a) = sinla—"0, u—(bF0)/21 = /2
sin > = €08 » » =W /2
‘4 a,be,de put . mod(n—0) = mod(@a—c) = mod(«—d) = mod(b—
¢) = mod(b—d) == mod(c—d) =1 DR
cos|(a4D)/2 —, (u+b)/2—d ) = /3
sin » » » » =22/3
cos[(4b) /2 —c, [a+b)/2 — (c+d)/2) =

sin » » » » >

J2/3)
/3

Additions «an Fornwlaire par T. BoGGlo.

gsin DUl mEn.Eq .-
sin|(dr4-1) 7, 242] = 4 cosy sin[dnt42) 7 24x] = — sinxw

» - =+ » _ =44
sin[(tn3yz 24l = — » sin[(4m44) 7 24x] =4 »

12 cosf(Lm+1)a 2401 = — sin 005[(4,,:_—}-2) 224 = — cosx
> ] —_— + » » ' — _ - 2
COS[(41N+3) a 2+X] = + » . COS[(\-1'/11+4-) ’l_)+’7’] = + »
» — = — 2 » — — + »

21 sin 2o == 2 sing: cosw
cos 20 = (cosw)’—(sine)? = 1—2(sing)? = 2(cos.r)’—1
ae dna4-26a . sin o 2=+ {[(1—cos) 2]
ae (dn42) 7420 » — »
aeq .. siny2= [(—1)PEye 22 [(1—cosw) 2]
22 acg 2na46Oa ). sine = H+[1—(cosxy]
xXE (211-{—1)71-—{—@:1 » —_ »
oreq ._). sinr = [(=DIE (/2NN —(cosx)?)
ag (dn—1)7, 240 .. cosx = 4J[1— (sina)?]
ae (4n41)m/246x » — »
2EQ .. COST = [(—I)I‘E(x/:r-{-,‘?)]\[[1-—-(sina-)*]

39 [eos(r4)]® 4 [cos(x—y)J = 14 cos 2x cos 2y

— 71 —
23 ae (Bu—1)7,24-07 .. 2sin 2 = 4 J(14+=inr)—{(1—siny)
» Qeos a2 =4 » + »
28 @ntD)a240x ). 2sin a2 =+ > + »
» 2e08r2 =4 > — »
7€ (@n43)a 240 . Zxinr2=— > + »
» 20082 =— » — »
ae (8n+)7 2407 . 2sine2 =~ > — »
200802 =— » + »

req . ).
28in o, 2 =

[(—INEr (22)4 NI 4sing)—[(—1)NE@ (27) 4+ 3 DI —sing)
2cosa 2= » + -

xyeq ..

32 2 sinac cosy = singr4y)d-sin(r—y)

2 sine sing == cos(r'—y)—cos(r+)

2 Coxp’ o8y = Cos(s+1y)Fcos(a—y)

33 sine 4 sty == 2 sin () 2 cos (r—y) 2
Cos 4 cosy =2 ¢os (+y) 2 cos (r—y) 2
Cosp' — cosy = 2 sin (4 2 sin (—s+4y) 2

34 ayaeeq ).

sinra-ny) =2 cosy sin o4 —1)y] — sinfr4-(i—2)y]
Cos{rmy) == 2 cosy cosyu (i —1)y] — cos[ar4(n—2)y]

33 ey . Y 20T MEN, ).

Sisingr4-2sy) .I',O"'u?i = sin{srFry) sin (ae+1)y / siny
Sleos(r42ry) #,0 ne | == cos(u4my) sin (med-1)y / siny

36 &N, . g ge=nT L),
N Tel b2 e T a— H
2x[Sin P L] = — cos (e 1) v sin e / sing
I\ vy gy 2 e e — H
231(cos ro e = ut—14~ ¢os e sin (we1)a / singe

TG ).

37 [sin(r4y)P4[sin(r—y))? = 1—cos 22 cos 2y

» —_— » =sin 2r sin 2y
38 (sinorP4-(siny)*—{sin@4y)]* = — 2 sina siny cos(@4-y)
» » - + » —_—

» — » = — sin 2z sin 2y



40

Y

43

‘50

cos(a--y+3) = cosx cosy coss — sina siny coss +

— 7

sin(a+y45) = sina cosy coss 4 cos siny coss +
cosx cosy sins — sina siny sing

singx cosy sing — cosx: siny sinz
sinx4-siny-+sins =
sin(x+4y4-2) + 4 sin (x4y)/2 sin (x4-3/2 sin(y+2),2
sina-+siny—sing = |
—sin(e4y+3) + 4sin (@+y)/2 cos (x+4:3)/2 cosy+2)/2
Cosx4-cosy-4-Coss =

—cos(a4y+3) + 4 cos (x4y)/2 cos (r+3)/2 cos (y+35/2

COSL-4-COSY—C08s =
cos(@—4y—+3) + 4 cos (oed1) /2 sin (x42)/2 sin (y+-3)/2
sin(x—y)+sin(@—s)+sin(y—z) =
4 cos (r—y)/2 sin (x—3)/2 cos(y—3)/2
[sin(e—y)*4[sin(e—s) 4 [siny—2)’) =
2[1—cos(@—y)cos(r—scos(y—s)]
sin (c4-3)/2 cos (x—3z)/2]+ sin(y—s)/2 cos (y+3)/2] =
(sine4-siny) /2
cos(@—y)+cos(x—3)F-cos(y—s) =
—1 + 4 cos (x—y)/2 cos(y—3)/2 cos(x—3)
cos(e—y)*4-cos(@—z)4-cos(y—s)* =
1 4 2 cos(xr—y) cos(r—3) cos(y—3)
sin(e+y—z)+sin(r—y—+s)+sin(—x4y+2)—sin@+y+s }) =
4sinasinysing
COS(w+y—z)+GOS(w——y+s)+c03(—w+y+s)+c05(a'+y+~) =
4cosxrcosycoss
1+cosx+cosy+cos:+cosmcosg/+cosycos:+cos:cosx+
cosxcosycoss == 8[cos(r/2)cos(yy/2)cos(z/2))
1—cosa?—cosy —cossl4-2cosrcosycoss = 4 sin (r4y+3)/2

sin (y45—x)/2 sin (s4x—y)/2 sin (w4+y—2)/2

1—08AP—COSY —C08 3 —C0SLCosycoss == — 4 cos (x+y-+3)/2
cos (y+3—ax)/2 cos (3+x—1y)/2 cos (x4y—7)/2
etyts=a .

smx+smy+s1nz ==4 cos x/2 cos yy/2 cosz/2
sinx4-siny—sinz = 4sinx/2siny/2cosz/2
cosx+cosy+cosz =1 + 4sin /2 sin y/2 sin z/2
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NUMERI INTERI RELATIVI

per A. Papoa a Roma.

Presento ai lettori della RAM. la trascrizione ideografica di
un mio saggio d’una teoria dei nwmeri interi relativi (positivi
o negativi), in cui non & presupposta alcuna conoscenza dei
numeri interi assolili (positivi) ().

Le 97 proposizioni sono cnunciate ¢ (tranne le proposizioni
primitive e le definizioni) dimostrate mediante 9 sinmdboli logici
(,&€ Cls D=uanrnz1) e 9 simboli algebrici (n suc sym
prec 0 1 4+ X —)(); di questi ultimi, i primi 3 sono assunti
quali primitiei (vedi P 1-7), gli altri 6 sono definili (vedi P 15,
26, 30, 37-39, 58-60, 1) ().

I simboli « 0 » ed « 1 » conservano qui il loro significato
ordinario. .

11 simbolo « n » rappresenta qui, come nel Formuluire, la
classe dei numeri interi relativi; poiché in questo seritto non
si considerano altre classi di numeri, pud esser letto breve-
mente « qanero » ().

Nellalgebra ordinaria il segno « —» ha due significati di-
versi, secondoché precede wn nuinero ovvero sta fra die nu-

meri. Per eliminare tale ambiguita, al segno « — » ho sosti-
tuito nel primo caso il simbolo « sym » (che si pud leggere
« il simmelrico di »), facendo uso del segno « — » soltanto

nel secondo caso (). 11 diverso significato dei simboli « sym »

(") Essai d'une théorie alyébrique des nombres entiers, précédé d’une in-
troduction logique & une théorie déductive quelconque. Congresso interna-
zionale di Filosofia, Parigi, 3 agosto 1900.

(2) Oltre alle lettere, all’interpunzione logica ed alle consucte abbrevia-
zioni (P Pp Hp Ts Df). Ho trascritto i simboli logici ed algebrici nell’ordine
in cui ne ho fatto uso.

{3 Conservo la numerazione delle P, per facilitare un eventuale raffronto
con l'originale. (Vedi Bibl. du Conyg Jré.s iné. de phil., t. I1I, p.309-3G5,
Armand Colin, Paris).

(*) Nell’originale questa idea & invece rappresentata dal simbolo «ent »
(entier).

(¥ Mentre ho assunto vantaggiosamente quale primitivo il simbolo «sym»,
non sarebbe stato certo opportuno assumere quale primitivo 'ordinario « —»j
cid dimostra 'utilitd espositiva della distinzione enunciata. N

15, VIL 1901 .RdM. t.7 6
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e «—>» & chiarito dalle P85 ¢ 75, e quali mostrano che tali
simboli equivalgono rispettivamente alle scritture « 0 —» e
<« - sym ».

Nell’algebra ordinaria anche il segno « 4 » ha due signifi-
cati diversi, analoghi a quelli ora commentati dell’ordinario
segno « — ». Qui & fatto uso del segno « 4 » soltanto nel
secondo caso (V). ‘

In attesa d’aver definiti i simboli « 4 » e « — », ho fatto
uso dei simboli «suc» e «prec» (che si possono leggere « il
swccessivo di » ed « ¥l precedente di»), attribuendo loro tale
significato per cui « egn.).suca=a + 1. preca=a—1»
(Vedi P41 ed 86).

Tl simbolo « X » conserva qui il significato ordinario; ¢sso

perd non ¢ mai sottinteso ().
. *$*

E chiaro anzitutto che Vinlerprefazione enunciata del sisfema
di idee primitive (n suc sym) veritica i1 seguente sistema di
proposizioni primilive.

a,b,e,den . ue Cls . D)o ()

1. sucaen Pp
2. symaegn Pp
3. sym(syma) =a Pp
4. symisuc[sym(suca)]! =a : Pp
H.  gnn x3(symr =) Pp
6. syma =—a .symb=0."). a=b ) Pp
7. annu 1 € DAY . ic. SUCK €1 1 YEN . SUCY &1 .y . YEU:

D.nDu Pp
*
* ¥
1l sistema di proposizioni primitive ¢ irriducibile; in altri

- termini, le enunciate Pp sono assolutamente indipendenti; il

) Cbnseguentemenbé, qui non avrebbe senso la P «aen D). a=+a», di
cui & fatto uso esplicito o tacito nei comuni trattati.

(*) La convenzione comunemente espressa dalla P «a, ben .D). ab=aXb»,
non mi sembra logicamente accettabile, perehé in disaccordo con la con-
venzione relativa alla rappresentazione dei numeri con cifre; invero, ad
esempio, poiché « 2, 3en », dovrebh’ essere «23=2 X 3».

Nell'originale invece del simbolo « X » ho usato il simbolo «.», che qui

" abbandono per poter adoperarc senza ambiguitd 'interpunzione logica.

(®) Questa Hp si riferisce a tutte le P enunciate in questo scritto.

che significa: non & possibile dedurne alcuna dalle altre (pre-
cedenti o seguenti).

I noto che per dimostrare Iirriducibilita di un sistema di
proposizioni primitive & necessario e sufficiente trovare, per
ciascuna Pp, una interpretazione del sistema di idee primitive
la quale verifichi tutte le Pp tranne quella considerata ().

Ciascuna delle seguenti interpretazioni verifica tutte le Pp,
tranne quella il cul namero d’ordine & eguale a quello del-
Linterpretazione stessa ().

be =it . cem(tawih) . de=(tauthutc) . ee=(tavtbuicy ) .0

1) n=ta

suca =b . such =«
syma =¢ . symb =b
2) n = « namero intero assoluto, 0 incluso »
aen D), sucx = x+1
symy — —&
3) n=tavtbutcvid
suca =Db . such =c.suce =d . sucd =a
syma =a . symb =d . syme =0 .symd =
4) n=tavtbuvteviduie
suca =D .such =c¢ .suce =d .sucd =¢.suce =a
syma =¢q . symb =d . sym¢ =¢ . symd =b . syme =¢
5 n=tavth
suca =b.such =«
syma =b . symb =«
) n=tavtb
suca =b .such =a
syma =« . symb =b
) n=tavibutc
suca =a .such =c¢.succ =0
syma =a . symb =¢ . symc =0
*
*

1l sisteina di idee primilive ¢ irriducibile, rispetio al sistema

di proposizioni primitive; il che significa: non & possibile de-

. () Vedi nelloriginale il § 17.

( Vedi nell’originale il § 58.

() Ciod: « sea,b, ¢, d,e sono oggetti qualunque, purché a due a due
distinti (non eguali, logicamente) ». .
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durre dalle Pp alcuna P che definisca nominalmente una delie
idee primitive mediante le altre,

Per dimostrare lirriducibilitd di un sistema di idee primi-
tive, rispetto ad un sistema di Pp, € nccessario e sufficiente
trovare, per ciascuna idea primitiva, una interpretazione del
sistema di idee primitive la quale verifichi tutte le Pp, e con-
tinui a verificarle tutte, cambiando opportunamente il signiti-
cato della sola idea primitiva considerata (}.

L’interpretazione

be =t . ce =(ta v th) . cg =d . fe =d v te) D).

n=tavithvic

suca =b.such =c . succ =a . sucd =¢ . suce ={ . sucf =

SYma =a.symb=c. syme ==h. symd =d . syme =f. symf=¢
verifica tutte le Pp e continua a verificarle tutte se, invece,

n=1td vtevif
cd anche se, invece,

suca =¢ . such =a . succ =0
cd anche se, invece,

syma =b . symb =a . syme =¢ (%).

***
Dalle Pp 1-7 si deduce
8. syma =symb.D). a=l
[ Hp .. sym{syma) = sym syvmbd) . 3.0, Ts ]
9. syma =x.D). a=symr
[ Hp .D. sym(syma: = symx . P3.D). Tx ] \
10. suc[sym(suca)] == syma :
[ P1.2.D. suc[sym{suca)] en .P4.9 .. P ]
11, sucisym[suc(syma)]} = a
[ P2. (syma)P10.P3 .. P )
12, suca == such .D). a=D
[ Hp .D. sym;suc[sym(sucw)]! = symjsuc[symsuch)}! . P4 .. Ts ]
13. @n r 23(sucr=aqa)
[ 2= sym[sue(syma)] .2: (1)-(3)

P1.2.D. aen [¢D)

sucx = suc!sym[suc(syma): (2;

(2). P11.2D. suce =« 3
1.3 .D.P]

14. such =2z. succ =a .0). b=r
[ Hp .D. sueh = suce . P12.2. Ts ]

() Vedi nell’originale il § 16.
(*) Vedi nell’originale il § 57.
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& %
ia i ok i ed un solo
Poicheé, qualunque sia il numecro 4, 031ste. u;lov g :
numero il cui successivo & eguale ad « (vedi P13 e 14), si '1)110
NY a speciale

convenire di rappresentarc questo numero con ul,n bp‘(i(l-l
- C . e

notazione, ad es. « preca »; in altri termini, le P13 ¢ 14 giu

?

stificano la Df

15, precd =1 [n ~ wa(sucx =aq) | Dt
Da quanto precede si deduce: . )
16, preca en [P P |
17, a==preca ._). SUCL=0 [ , |
18. sucb=a .D). l=preca | »

19. suc(preca) =a
20. prec(suca) =a
21. preca=prech ._). a=b
[ Hp .D. sue(preca) = suc-’\precb)). r1y.DO. 7P|
22 ‘m(sucy) == prec(syma
“'[‘x:s3;3111(5 y-—_z syml()suca() . P1.2.10 .D. a,yen . sucy =x . P13.3.
y=prece .. P ]
23. syniprecg) = suc(syma)
[ P16 . (precaia; P10. P19.D. P 1
24. sym[suc(syma)] = preca X
| 2= sym{sue(symq,] . PL2.11 .7, aen . sucx =d . P15 ..
= preca .. P |,
25, sym[prec(syma)] = suca
[ P2. (symdla; P23.P3.D. 7 ] .
% ¥ . .
Poiché esiste uno ed un solo numero eguale al proprio sim-

metrico (vedi P5 e 6), si pud convenire di mppt:esenta.rv que'st.o
aumero con un simbolo speciale, ad es. «0»; in altri termini,
le P5 e 6 giustificano la Df

26. 0=1 [n " x3(syma=ur)]
dalla quale si deduce:

l
[ (preca|x)P17T.2D. P ]
[ PL. suca,q; | b)) P18 2. P

Dt

27. Oen [ P26.D. P}
28, sym0=0 [ » |
29. syma =a ._). a=0 [ »

Definito cosi il simbolo « 0 »,si pud definire il simbolo « le»:
30. 1= sucO ) . Df -
ed analogamente si potrebbero definire successiy amente i sim

boli 2, 3, ... ) N
Da quanto precede si deduce:
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31. 1len .

32, syml=prec0
[P30.D. syml = sym(suc0) . P27.22 .

33. syml en

[P27.1.D. suclen . P30 .. rj

- syml=prec/sym0) . P25 .70). P]
[ P31.2.D.P ]

* ¥
. Da quanto precede si deducono le P34, 35, 36, e quali espri-
mono tre forme della legge di induzione
nuameri inleri relativi.
34 Ogu : we nvu Dz, suca,preca eu ).nu
[ 1Ip. P27.D). Oenres .. o A

» eslesa al campo ded

)
Hp .D:wen mu D, . sucaren 2
‘yen. sucyen . P1. D)y . sucyennu . Hp .Dy . prec(sucy)su . P20 Dy . yeu (3)

Hp. 1).(2).3). PT.D. Ts 1
35, Ogu:aennu Dy, suca,symaen D). n
[ wenma.P2. Hp.D,. symxeunw. P1.Hp . Dy, sue/syma)en mu . Hp . De..
symfsuc(symax)leu . P24 .0, precareu (1)
Hp.(1).P3¢.D.Ts |
86.  Osu : e nhu . preca,symreu ). nDu
[wenmwu . P2.Hp .0, symeen Az . P1.6Hp .,
prec(symz) snnw . Hp .20, sym[pree(symx)jsu . P25 . D). sucasu (1
- [ Hp.(1) . P34 .. Ts ]
*
% %
Ed ora, mediante le P
37. a4-0=qa
38, a+ such = suc(a+l)
39. a+4-prech = prec(u+d)
si puo definire la notazione «a 4 »,dove anche  é un «n»

qualunque ; e precisamente: con la P37, nel caso in cui
x=0; con la P38, in virta della P37, nel caso in cui >0; _
con la P39, in virtu della P37, nel caso in cui xr < 0.

Da quanto precede si deduce :

40. (a+D) en :
[ @{ata)en. P1.16 or . &, sucia-a), preciata) en . P34.39. o,

Df

. (a-sucx), (a+prece)en (1)
u=a3[(a fx en] .o: (2)~(4)

P37 5. Ocu o (2)
Xennwu. (1) .9z, sucx, preec x su : (3)
(). (3). P34 .5. nou 4)

Hp 0. ben . (4) 0. P] .

41. a+1=suca

[ P30 0. a1 = a+ sucd . P27.38 . a+1=sue(e40) . P37.5. P]
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42, a+ syml = preca

p svinl = pree(a-90). P37.0.1 |
[ P32.0. atsyml =a+ prec0.P27.39 2. a4-sym )t

43. atc="Ub+tc.D. a=b

[ aen . P40 .0z, (a4x), (b—{-s;):;;na
axen . - suex = b—4- suex . re .‘ﬁ, L

sue(a—4-x) = suc(h+-x) . (1). P12 . Dr.atx = bt

xen . a--prece = b4 preca . P39 :’Dr, b
prec(a-px) = prec(b+) . 1) . P21 Dy . «tx =01
w= wa(at+x = b+x D a=b) .k $)-(6)
P37 .0. Ocu
e 1 . (2) . (3) WD, sUCX, precx eu
) . (» . P3.D. nDu
Hp D.cen. (6).D. P 1

44, c=d.atc=U+d D} a==b

[ Hp .D. d=c .0 a+d = atc. Hp .D. atd = b4d . P43.D. Ts

45. (a+b)4c = a++0)
[ P40 . P37.DD. (@440 = at+b
P37.D. b--0=b .DD. a--(b+0) = a+4-b
xen . P88 . 39 .40 . Dx. (3)-6) |
1.3} L suex = sue [(a+b)+x -
(\{im [()1—{—(1;{—.1')] = a-4-suce (b+x) :i a4-(b-+suex)
» e = pree [ (a+b)+-x .
::';I;I)[)TJ}):;—{—J:)] = aL-pree (a4 = a+ (bprecx)
u=wr3 [(a-+b)Tx = a-+o-+a)] D (1)-(10)
(1) . (2) .- Oene
xe nAu . (3) . (4) Dr. suCxEU
we A . (D) . (B) . D, preex o
(M) . @& .®. P3O n_u
Hp .D. een . (10) .- |

46. 14-a=suca
[ w= xs(l4-x = suer) D ()-(D
P31 . 87 .. 1440 =1.P30.D. Oeu

)

@
®)
[}

]

)
2)

3)
“4)
9)
6
(1)
®)
9)
10)

oy

. . ) S == —_ S ) 2
31 3 ¢ uexe Sll('( ) SU C( utl-l':) . SUCY ( )
ae nn 1 ] . 1 LI 1+x L v suex gu

nAe . P31 89 D, 14-prece = prec(l4-oc) =pree(sucr) .
xe . .

1-l-precy == sue(precr) Dr. precx gu

1.2 .3 . P34 Do nDu
Hp .D. aen . (4) .0 ]
47. (suca)+b = suc(a+b)
[ P41.P31.40. 46 .38 .D.

(suea)+db = (a-+1)+b = a+ (14-by=a+sucb = suc(a+-d) |

. reca)+4b == prec(a+b) '
[48P16(.p(prcca |a) P47 . P19.D. a-+b = suc l(preca)+b]
x = a+b .y = (preca)+b . P40 .16 . (1) '_‘) .
- ac,ysn.. suey = @ . P18.D. y = precx .

P20 . 19 .D-.

3)
CY)

@
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49. O04a=qa

[ P27.31.30.18.2.0=prect D). 0+a= (preel)4-a . P31 . 48 ..
) 0+a = pree’l4a) . P46 .. 04a = prec(suea) . P20 .. P ]
50. a+b=Ul+a

[ v=uws(atx = x+ta) :)
P37 .49 .D. Ocu

1
e DA% e sue(a-tx) = suce(@--a) . P38. 47 .. *
a4-sucx = (sucx)-a ... sucw sx 2)
' e nAu Dz, prec(a--x) = prec(x4-a) . 39 . 48 .
i . a--prece = (prece) -a . ;. preca u :
) (. @ . (3. P3t.D. nDu M
i Hp .D. bsn . (4) .D. P]
= bl.  a+symd = sym [(syma)+b]
[ P28.37.D.a+sym0 = a0 =a 1)
i',"' P2.37.D. syma = (syma)+0 . P9 D a= sym [(syma)--0} )
] u=xre letsymx = sym [(sima)4-x]; .
1) . @) .D. Osue (3)
xennu e prec(a-f-symx) = pree }sym/(sy ma)t-x]i . P2. 39 ..
a--pree (symx) = . . . P2.40. 22 .

a+b\ m (sucx) = sym }suc [(s\mu)—]—x] P2. 38 .,
= sym | (syme«}-~(sucx)| . Dz suc a en 4)
xe nAu . [(prece sue, P38 23 59)(~1uc, prec, P39. ‘)9.38 recd D
B 6 Pa ec 3 @) . De. prees su Ez)
Hp .D. den. (6) .D. P ] :
52. syma + symb = sym(a+-b)
[ P2.(symala) P51.P3.D. P |
53. a4 syma =0
[ x=atsyma.P2.40.D. zen. P51 0. o= sy [(syma) +-a ]. P2. 50
" (syma) 4 =0 D ax=symr. P29 .. 2 =0:D. P ]
[ P2.40.53.D.P]
5. a4b=0.D). b=syma
[ P30.D.0ta=0.P5¢.0. bta=(syma)4a.P2. 43 T
[OGP (D)4 = (a+c)+b =
45 . 50 .. (a4-b)4-c = a+ O4-¢) = a+ (¢+b) = (a
= - +-¢)-+-b
51, (a+b)+c4d) = (ate)+O4d) ]
[ P40.45.56.D. ( (a+-D)+(e+d) = [(a+-b)+-e]+d =
[(e+e) U = (ate) ()]

* %

Ora mediante le P
58. ax0=0
59. aXsuch = axb4a

60. aXprech=axb+syma Df
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si pud definire la notazione «aXa », dove anche x e un «<no>
qualungue; e precisamente: con la P8, nel caso in cui a==0;
con la P59, in virth della P58, nel caso in cui a>0; ¢ con la
P60, in virtu della P58, nel caso in cui a<0.

Da quanto precede si deduce :

61. (axb) en

[ w%=az[(axxen] .D:(L)~(4)

P27. 58 .. Osue ¢))
xe nAne . P40 ., taxXeda) en L PHY e, sued s 2)
. . P2, 40 . D, (axXxdsyma) en . P60 D, preca en 3)
(.. 3). P34.D. nDw 4)

Hp .D. ben . (H.D. P ]
62.  (a4b)Xr=aXc+ bXc

[ P40.58.D. (ath) X0 =0 ' , (1)
Pos . 27.87 .. ax0+bX0=040=0 @
XEn . 1’40 .59 . De. (@b X suex = (a +-b)Xx + («+D) (3)
xen . P6L. 957 .59 . De. (axXae +UXax)+ (a4-b) =

C{a Xy + (X4 = axXsuer - bhXsuex 4)
axen . P10 . 6O . 52 ... (a+b)X pres = (a40) X x-fsym (u--b) =

(a+0) X x-syma + symb) )
xen . P61 . 2. B7.60 D (axXe -+ bxa) 4+ (syma 4 symb) =
(axx 4 sy ma) 4+ (O X -+ svmh) = aXpreex 4- b><pwc.2c )
u=xe [(a+b)Xx = aXx + bXr 1.0 (7)-10
1. 2.0 Osue (D
3) . (4) .D. sucx cu ®
®) . (6) .. preex eu @
(M. @) .9.P34.D nDu (10)
Hp .D. cen . (10) .D. P}
63. OXe=0
[ aen.P27.62.49 .0 OXataxrXa = (0+x) Xa=xXa (6))]
ren . PoL . 49 .. 04axXa =xXa @
xen . (1) . (2) D OXa + xXa = 04-xXa o 3)
P27.61.43.0D.7]

64. aXl=ua

[ P30.27.59.58.49 DaxXl=axXsued=ax0+a=04a=al
65, IXa=a
[ w=oxs (IXx=ux).20: (1)=(4)

P31.58.0. Osue ¢))
xenAu . P31, 59. 41 ... 1 Xsucx = 1 X411 = x+1 = sucx . D,
sucx en )
renaw . P31. 60 . 42 .. 1><precw = 1Xax4syml = x-}--syml =
preca: .z precx eu ®3)
@M. (2. (8. P34.D. nDu )

Hp.D.am . 4).D.P]
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66. (syma)Xb = sym(aXxb)
[ P2.62.53.63.D. axXb+syma)Xb=(atsyma) Xb=0Xb=0 (1)
P2.61.(1).P5 .D. P]
67. aXsyml = syma
[ P32.27.60.58.2.49.D. axXsyml=
aXpreed = aX0-4tsyma = 0--syma = syma |
68. (syml)Xa = syma
[ P31.66.65.0. (syml)Xa==sym (1--a) = symu |
69. axb=UlXa
[ e=wxe{axe=>xxa).D: (1)~()
P38.63.D. Ocu 1)
xznaw . P59.65.31.62.41..0D,.
axsuecr =aXax—4+a =xXata=xXatlXa=(r+1)Xa=(sucr)Xa 2)
xe nnAw . P60 .68 .33.62.42.7);,.
eXpreex = aXx--syma =xXa-tsyma = xrXa4(syml)Xa =

(e-FsymlyXa = (prece) Xa (3)
xe s . (2) . (3) .Ds. sucx, precx su 4)
). @) . P34 O nDu ©)

Hp .D.ben. 3;.D.P]
70. aXxsymdb =sym(aXxD)
[ P2.69.66.69.0. axXsymd = (symb)Xa =sym (bXa)=xsym (aXb)]
71. (syma) X (syma)=aXl
[ P2. (symbjb) P66 . P70 .61.3.D.
(syma) X (symb) = sym(aXsymb; = sym [sym(uXb)] =a X ]
72, eX(a+b) = cxXat-cxb
[ P40.69.62.69.D.P] .

73. (a4-b)X(c+d) = (aXctaXd)+H{UXe4+bXd)
[ P40.62.72.0D.17 ]
4. (axXb)Xc=aX(bXc)
[ u=uwxe[(aXb)Xx=aXxXdXx)].D: (1)=(4)
P61.58.0). (axXb)X0=0.aX@®X0)=aXx0=0.D. Osu 1
xen~u . P61.53. 72, 59.Dz. (aXb) Xsuex = (aXb)Xx + axXb=
aX(dXx) +axXb=aX [bXx+b] ==a X (bXsuex).Dz.sucx cu (2)
e nmw . P61 - 70 . Dz (@Xb) X symx = sym [(aXb) Xx] =
sym [aX(bXx)] = aXsym (dXx) =aX (bXsymx) .Dr.symxsu (3)
@O .@).3.P35.D.nDu 4)
Hp . D.cm.(4).D.P]
%*x
Per ultimo, assumiamo quale Df della notazione « a—b» la P
5. a—b= a4symd Df
Da quanto precede si deduce:

£ VARBI_JIAIL 1 A AT JAL A A RER
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6. (a—b) en
[ P2.40.7.D. 7]
7. (e+h) —b=a
[ P40.75.2.45.53.37.D.
(a+b) — b =(a+tb)-Lsymd = a+(b+symb} = a-+0 =a]
8. (@a=b+b=a
[ PT5.2.45.54.37.DD.
(a—b,4+b = (a-+ symb) —b = a+ (symb +b)= a0 =a|
9. a—b = sym@b—aq)
[ P.51.2.50.7.D.
a—b = a-+ symd = sym[isyma)--h] = sym: b+ syma) = sym b—a)]
80. a— (a—b)==b
[ Pi6.75.79.76.50.78 ..
a—{a—b) =+ symu—b) = a - b—uw) = b—a)ta =10 ]
8l. a4b=c.D).c—=b=a
[ Hp.D.e—b=t(at+d)—b.P771.2D. Ts]
82, c—=b=a..atb=c
[ Up.D.atb=(c—b)+b.P18.D. Ts |
83, «—ua=20
[ PH.H8.D. a—a=a-+tsyma=0]
vl P21.49.81.D. 0|
84, a~—0=u
.| P27.75.28.87.D. a—0 = a+tsym0=a-+-0=a]
v[ IP27.37.81.D.P]
80. 0—a = syma
[ DP27.79.8%.0). 0—a=sym(a—0) =symu i
v P27.2.54.81.0D.7]
86. a—1 =precca
[ P31.75.42.D. a—1=a-}syml= precea ]
87, a—symd = a+b
[ P2.75.83.D.P]
83. a—(b+4-c) = (a—b)—c A
[ P40.75.562.2.45.75.76.756.0.
a—(b+4-e) = a4 sym{b +¢) = a4 (symb4-syme) = (a+sywmb) +-syme =
(@a—b) -+ syme = (a—b)—c ]
89. a4 (0—c) = (a+b) —¢
[ P15.2.45.40.7 .0D.
a4 (b—¢) = a+ (b4syme) = (a-+b) + syme = (a+b)—c |
90. a— (b—e)=(a—b)+c
[ P2. (symele) P88 . PTH. 76.87.D. 7]
91. (¢+¢)— (U+c)=a-D
[ P50.40.88.77.D. (a+c) — (b+c) = (a-}0) — (c-+b) =
([(a-+c)—c ] —b = a—b]
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92. (@a—c)— (b—c)=0a—b
[ P2.(symcc) P91.P75.D. P ]
93. (a—b)Xec = aXc — bXc
[ P75.2.62.66.61.75.DD.
(a—b) Xe = (a-+symbd) Xc = aX c{(symb) Xe¢=aXc-+sym (bXc)=
axe—bxc]
94. ¢X (@—b)=cXa —cXb
[ P16.69.93.69.0D.P]
95. (a4b) X (c—d) = (aXc + bX¢) — (axXd + bxXd)
[ P20.94 .. (a+b) X (c—d) = (a+b) Xe— (a+b)Xd . P62 .. ]
96. (a—D) X (c+d)=(aXc+ aXd) — (bXc + bXd)
[ P40 .93 .D. (a—b)X(c+d) = axX(c+d) —bX(c+d). P12D.P |
97. (a—b) X (c—d) = (aXc + bXd) — (bXc + axd)
[ Pi6.93.9%.D. (a—b) X (c—d)=aX (c—d) —bX(c—d)=
(aXc—axd) — (bXe—dbXd; (1)
=[@X e+bXd) — (aXd +bXd)] —
[(Bxe+axXd)— (bxd+ad)] (@)

(1).P61.91.D.

(2).P61.40.50.92.0. P
Roma, 20 aprile 1901.

International Association for promoting the Study
of Quaternions and Allied Systems of Mathematics.

RULES AND REGULATIONS.

Name and Object.
The name of the association shall be « International Association for Pro-
moting the Study of Quaternions and Allied Systems of Mathematics. »
Its objects shall be to further in every way possible the study of the cal-
culus of vectors and related quantities.

. Membership and Fees.

Any one may become a member on his own application, accompanied
by fees of the current year to the National Secretary, or to the General
Secretary when there is no National Secretary in his country.

A member may resign his membership by letter to the National Secre-
tary or to the General Secretary.

The annual fees of a member shall be twelve francs or its equivalent.

Any one of special merit to the object of the association, may be elected
as an Honorary Member or as an Honorary Ofticer.

National Secrétary, Italy : Giuseppe Peano, Professore nella R. Universita
di Torino. (Voir RAM t. 5 a. 1895 p.168).
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ADDITIONS ET CORRECTIONS AU FORMULAIRE a.1901

par
E. Cantoni
C. Ciamherlini, abrégé en ’ (e
G. Lnestréom
A. Padoa » (pd
G. Peano » (p
A. Ramorino
0. Stolz
G. Vacca » . (v
add. indique cette série d'additions.
LOGIQUE
§) p.18 ligne 10. Au licu de Oper az lixez Oper xe. (p

P51 note.

Le mot « distributif» a ¢t¢ introduit par Servois Ann. t.5 a.1815 'p.9.8Z
vace la signifleation expliquée dans §lin P1-0 note. Sa valeur est ici
généralisée. (p

P62 (p.14). . ' ) st
Le mot «commutatif» a ét¢ introduit par Servois a.1815, dans la signi-

fication expliquée dans §~ P15 . (p
713 a,beeCls . a b . ¢ b [=5S1]
Ex. §Lm P46 add. Dem. (p

p-16 P81 note ligne 4. Au lieu de oxe lisez 3. (p
SA p.23 P26, Apres Hauber au lieu de 1829 lisez 1825. (Stolz

& P15 (p.25) note.
Servois 2.1815 Anu.t.5 p.98:

«Soit fz = ffz. lies fonctions qui comme { et f seront appelées com-

mutatives entre elles.» - “(p
gsim p.37 ligne 9. Au licu de &= lisez §1T. (p
815 p.38.

On rencontre cette notation u-! dans Servois a.1815 Ann. t.5 p.93.
(p

Wi
P
.
f;
AR
T




-

— 86 —

ARITHMETIQUE

&-1- p.39. Porter les P4:0-1'2 en avant dex P2.

En effet dans la P2 on considére le successif de 0, 1,... dont P'existence
est donnée par les P4:0-1-2. (¢
p.40. Aprés 3% lisez 3 (dans quelques copies). (c

§4- 4'3. Le principe d’induection, quoique non énoncé d’une maniére géné-
rale, avait déja été employeé explicitement par Mawrolycus a.1556, dans son
ouvrage : Arithmeticorum libri duo, Venetiix, a.1575.

En effet dans plusieurs démonstrations cet auteur (p. 7, 17, 30, ...} aprés
avoir démontré que 1'énoncé,. étant vérifié pour un nombre, est aussi verifié
pour le suivant, I’ayant verifi¢ pour les premiers nombres, il en conclut:
« et eodem syllogismo pro quovis alio assignato loco utemur ad robora-
tionem propositi. » (pag.30". Ou plus clairement : (pag.7) « ... et sic deineeps
in infinitmn semper (propositione) repetita propositum demonstratur ». (v

841 seCls:xeN,.) . xeswaxr=D):_)aeN,.D.at+ e [=DA]
Cette forme, plus comnliqu’e, de la P-4 a 'avantage de ne plus contenir
le symbole -~ de la négation : elle se rapproche beaucoup du principe d’in-
duction (§+ P4-3) qui dit :
s€Cls . Oes : xes ), x+ &s ) aeN;.D). ass (v
§-1- 10-9 note (p.46:.
On rencontre aussi les puissances des tonctions dans Servois Ann. t.5

P93 a.1815 (présentée a.1812. p
§X (p.51) P1-3 Dem, ligne 2. Au lien de «b+-1: lisez ad4-c; (p
» » P1-:31 Dem, ligne 2. » a0 > (a+b: (p

82 (p.53) Dem [(a—d,b—d,c—d|{ube; P31 .. ] (c
83 (p.53) Au lieu de = lisez = — . (e
84 (p.53) Dem [ [3a—b—z, Bb—c—a, 8c —a—D) | («4,b,¢) P83 .. P] (e

84 (p.53) Au licu de = lisez = — (e
§/ (p.b4) note ligne 11. Aprés «Oughtred » lisez a.1631. (p
(p.55) ) Note sur les fractions.
La P41 a,be,deN; . D afb =c/d .=. ad = b¢
a 6té prise pour définition par MM.: .

Stolz : Vorlesungen iber allg. Arithmetil, a.1855 p.43;

J. Tannery : Iuiroduction & la théorie des fonctions d’une variable,
a.1886 p. VIII, et plus explicitement :

— Legons d’Arithmétique, 2.1891 p.148

L. Couturat: De Uinfini mathématique, a.1896 p.1,

Alors la fraction a/b est introduite «par abstraction»; on ne pose pas

(a/b) = (expression composée par les idées précédentes),
mais on définit seulement par les idées précédentes 1’égalité ad = ¢/d.
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Nous préférons considérer a’b comme représentant la double opération
wa jb, ¢’est-a-dire « multiplier par a et diviser par U». Les deux opéra-
teurs «b et ¢'d sont ¢gaux, lorsque, applignés & un mémne nombre qui
rende possibles les deux opérations, ils donnent dex réyultats égaux. (3-2).

Nous avons donné cette Df 32 danx FI839 p.13; voir RdM. t.1 p.262.

Cette fagon de considérer les fractions comme des opérations, se trouve
aussi dans les: Lecons sur Uanalyse infinitésimale, a.1894 p.2, par M.
Méray, qui Pavait déja publice dans les AnnN. a.1889 p.421.

1 dit: «On convient de représenter le résultat de 'opération composée
« consistant 4 multiplier un entier donné E par un second nombre n, puis

L . . ” R
« & diviser le produit par un troixitme d, parle signe E X T,...enlul lais-

. . e M

«sant le nom de produit du nombre E par le facteur fietif e Ces facteurs
(¢

« fictits, dont les combinaisons sont soumises & un ensemble de régles que

« nous allons exposer rapidement, sont précisément les nombres traction-

« naires ou fractions. :

v

. . . . noon
« Si la comparaison des produits des deux fractions T g haroun seul

w n'
« entier E non = 0 donne licu 4 'une des relations E — z E— la méme
< d
« relation aura lieu entre les produits des mémes fractions par tout autre
«entier..., pourva que ces multiplications fietives soient toutes exCeutables.
«On exprime cette corrélation constante en disant que la valeur de la
premiére est supérieure, égale ou inférieure a celle de Ja seconde. »
Cette idée ost la plus naturelle. Dans le papyrus Rhind, .du calculateur
égyptien Ahmes (a.—2000 environ®, on trouve {colonne 12):
«1—(2[3-4+15) = H1415
En effet, en opérant sur 15 on a:
15—10—1 = 341».
En suivant I’A. nous n’avons pas éerit le numérateur lorsqu'il est unité,
mais nous avons remplacé les chiffres égyptivns par les actuels. (p

& /P70 note.
On rencontre la fonction /u sous la forme ya dans Hamilton IrishT. t.17.

(v
&N (p.60) Note sur les puissances.
Puissance = potentia, est la version de dtwvaues (Diophantus), qui signi-
fiait «carré». (p
&N 4'3 (p.62) On peut lire N; 4 la place de Nq. (¢

§M 60 — La premitre démonstration connue de ce théoréme est due &
Euler PetrNC. t.8 a.1760-61 p.105. Cotte démonstration est tout & fait rigou-
reuse. Au contraire la démonstration, qu’on cite habitucllement de, ses
Elim. @ Algébre (a.1770) est incomplite. (v
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& 61 Note — Kummer, a.1857, BerlinAbh. p.41, a étendu sa démon-
stration a d’autres classes de nombres premiers. Il resulie de son analyse
la dém. du théoréme de Fermat lorsque ne 1-+°100. (v
§\ P6-:0--4. On peut écrire plus simplement ces P ainsi:

0 NPMANF D NN? 1 2eN43 D N 4N D NN ...

Les avantages de cette substitution sont indiqués dans la §= 3-8n. (v

§N P9-03 (p.64) Dem. au lieu de P-01 lisez P-01. (G

9-07 (p.61). Dem [ 3(@*4-a?0’+b"—(a’ab+-1?)? = 2 a —b¥. a*}-ab+-b*>0 ]
(e

9:08 (p.64). Dem [ 2at+-a?*-b)—3abia®-b*) = («—bP 2’ +ab4-261>0 ]
(¢

§N 909 il faut lire cette I ainsi:

Ha*4-ab+0) > 21(a’b4-al’y

La démonstration suivante est due 4 Lagrange, Tuvres t.4 p.346,
a. 1777 :

[ 4(a®4-ab1+-b°P — 2T («?b+ab? = («—b)[2 a*+-ab--b")4-3ab]* ] (v
9091 2U@+a*D+ab’ 40 > 206’ (@ +-ab+ U7 (v
911 (p.64". Au lieu de = lisez >. (c
9-13 (p.61). Cette P subsiste dans I'Ip plus générale ah=e . «-b>c.

(e
9:20 Dem 2.

[2(@¥+-b34-c3—Babe) = («+4-DF-(a—bY*-(h—cY—-(c—a*] | (¥

9-24 Dem 2. [ 2ia+bter—2Tabe: =
(a—bRatb+HTe)HO—cP(TatbtdHe—ai (adTe) 1 (v
9:30 (p.61). Dem [ (be,ca,w)|(«,b,e)P12 .. P ] (¢

9:31 (p.64). Dem| (a%0%,¢% | (a,h,0)P-11 D). a*+-U-c* > a0 -a?e*-b% (D)
(abyac,be) i (,0,0)P 11 .. @D H0%2 > abe. a+-b4-0) (2
: 1.@, .D. P (¢
9-32 (p.65). Au lieu de = lisez >. (e
9-32 (p.65). Dem [ (@a+b-rc) @034 —{* b - =
abla—bHuc(a—cP24-be b—c¢? >0 ] (¢

942 (p65). Dem [ P9-41 .D. P ] (¢
9:43 (p.65). Dem [ P942 .D. I ] (¢
9-51 (p.65). Dem [ P1441 .D. P ] . . (¢

9-30°42°43 §{ MACLAURIN 2.1726 LondonT. t.34 p.109, 104, 112}
44 abedeXN, . =(ad =10bc).D). (@’PHV) (c4-d) > (a4b)cd?
. v
1403 — ‘Cette P, sous la forme: ab= (a+bp4 — (a—D)?4, riéduit
toute multiplication & deux additions et une subtraction, si 1'on a une

table des quarts des carrés. Cette méthode est plus commode que celle
des logarithmes lorsque on n’a que deux nombres & multiplier, et lorsque
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on désire avoir tous les chiffres da produit. Une table des quarts des carrés
des nombres 1---200 000 donne tous lex produits de deux nombres de b chiffres
Noir J. Blater, Table des quarts de carrés de tous les nombres entiers
jusqu'a 200 00), ete. Paris, a.188%. Lorsque « 40 surpasse la limite de la
table on peut ceneore utiliser parfois la formule: ad = [@*}-B¥—(a—0)*]2 .
On peut aussi utiliser les formules:

ab = (@b ‘a+0+41;2 — a(a+132 — bb4-1)/2

ab = wa4-1)y2 -~ b(b—1) 2 — (a—b)(a—b--1)2
qui exigent 'emploi d’une table desx nombres triangulaires nn--1)2.
(Arnaudeaun, Table des triangulaives de 1 4 100 000, ete. Paris a.1896).

(v

§PMA-04 (p.63:. Dem [ (h—c,c~a,a—b | (a,be) P31 .. P ] (e
1407 (p.65:. Dem | 2h-20—a, 2¢ +2a—b, 2u+2b—c! | (a,b,c: P14:05 .. P ]

(e

14:121 (p.665. Cette P n'est pas exacte. - (e

14122 p66 - Dem [ b+e, e, atby (ab,e; P11 .. P e

1413 (665 Dem [ (bde—a, eda —b, a+b—e) ' {a,b,0)P3:3 .. P ] G

14°14 (p66.. Dem [ P83 .. P ] (e

1417 (p.66 . Dem [ (b —e, e—a, a=U3| («,0,) P33 .. P ] ©

14-35 (p.66). Dem | P33 .. P ] W

14-36 (p.662. Dem | (hde, ey atbil e P31 .. P (¢

1438 («+0+0) + (—atb+e)f + (a—b—cf + (a+b—c) =
(U Y 4 24Pl (v
147 (p67). Dem [ (de, ea, ab) | (@bye) P37 .. P ] e

1472 (p.67). Dem [ ‘bte—a, eta—b, a+h—c) 1 (a,0,0 P39 .D. P ] (e
1473 (p.67.. Au licu de (@ ~b) + b—cp4{c—a)® il faus lire:

2 a—b 34 h—c B 4~(e—u 5] (e
1473 (p.67%. Dem [ @ —¢, c—a, a=b) ! {ab,e) P72 .D. P} e
1491 (p.68.. Dem [ P9 D, P ] (e
155 {p.63). Au licu de 3n-347n X 23-1 ¢ 29N, il faut lire:

B Xn+2 g 29:\:‘. (c
Au lieu de 992N, il faut lire 992N,. ©

§ 01 wen. be a+N, D). ab=(—=Ny=(a—N)  Dfp
=(@+Npb—N)  Dip
‘02 » D)=y = (—=by(—a)
o1 a,ben . eg adN,  de 04N D). (@re)—(bd) =
w—d) = (e—0) { P202.D.P]
4 a2b = ag0"b Dfp (pd

15, VIL 190} o RiM. t.7 7
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§...

"1l y a peut-étre avantage i porter ce § avant le §=.

Entre autres, j'observe qu'on fait ainsi disparaitre les sy mboles de lo-
gique (g,-) des P qui suivent; voici comment on peut exécuter ce dépla-
cement:

§--.

‘0 00=10 ] Df
01 aeN, .. 0 (a+1) = (0*a) v ta+1)
1 —— .. 0"a=100 = a=0
2 a,beN, . ): 0ra =00 =. a=b
§=
a,b,ceN, .
0 a=b .= 0~a)0b Df

1 0=a.a=a
2 a<<h.b=a.D). a=b
3 a<h.b=c . a=c

[Df<.§160.D.P )
[Df=.Syll.D. P ]

v
§Num
25 Num(x) =1
26 aeCls D) Num aeN, =.. =30 « 280 . .
Num(g=tx) == Numa (pd
49 aeCls . Numa eN,; .D). (aFa)sim = (aFa)rcp (P

37 ag Cls .D): Numa € infn =. 14-Numa = Numea Dip (v

82 | JONES a.1706 Synopsis palmar. mathescos Londini p.217 :
«Generally N7 is the composition of » quantities in N ». 1 (v

§% P1:0 (p.78). Au lieu de 1-(m+1) lisez 0 (m--1). (p
83 28 neN,. fige rf0~n D). S[geX:(f, 0a) joc, 0 n] +
Slfex3(g, 0x) [, 0 n] = Sif, 01X (g, 0n) (v
§> 8:3 Dem
[Hp .D. 82[rr+1) |r, 1 0] = 33{(r-+-1)(r42) |r, 0+ (n—1)]
=2 [(r+1)(r+°)\r+3) — (1) (r+2)] Ir, 0 (n—1);
= n(n41)n+2) .D. P] (v
4-12 Dem.
[ 8= 2(r?|r, 1 = Z[r(r1)—rilr, 1-n]
) = Z[r(r4+1) |r, 1''n] — Z(idem, 1--'n) (1)
1) . P3-3.P31.D. sy =n(n+1)(n42)3 — n(n--1)2
= n(n4+1)2n+1)6 .D. P ]
413 Dem. [ 72N, D). r= (r—1yr(r4-1) +r . P31'4 .. P] : (v
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11 (p.74) Dans Ia formule de s, supprimez la citation de Nicomachus.
Le passage cité de Nikomachos ne contient réen sur la sommation des
cubes, mais seulement une décomposition des nombres cubiques, d’ot 'on
peut déduire aistment s, ¢ on connait la fornule yénérale de la déconi-

position de #3, yui maungue chez Nikomachos. G. Enestrom.
42, Au lieu de s lisez sy, (e
TSN N — ¢ 2 - 3 2
s 23, 41) By, = 5%(4s,—1) 8 = 45 =38,

-
[85]
©
=
.,
II I

8, = 8 (1‘)\- *—(s -—1) 38, = s X065 —45,+1)
Ny === 28, (s,—2) 453 By, == 88,208, —1)+3s,
= 1()\6 EX ——1)+1"\ = —1—\ s -—1 )4s,—1]
11\ = s 25,0125 =205 41 4)— 20, == 8,(435, —80x5 4685, —30s,+D)
3: Esm = 43} \2( 5()\ 2105, 1)—TOx,
Bs,, = 16s—i ‘)\ 34 f— 108, = s (105, =325 345" —205,4-D)

125, = 85, (8\ PG, T)—20x, ' (pd
51 (p.7H. Au lieu de 230 lisez: 2m -3 3. «©
61 (p. 7O Av Hp ajoutez a==b. (e

10. On donme ici la DY svmbolique de mnotre systémne de nwmnération;
mais dans les I’ précddentes  p.60, ete.), on troave plusicurs fois des nom-
bres écrits dans le systtme décimal. (e

10. Note. — {p.77%. Au lieu des lignes 11-14 lisez:

Colson (LondonT. a.1726 t.34 p.161-174), suivi par Cauchy (Euvres s.1

t.5 p.434-455), sans changer la base dusystéme do numération, par 'intro-
duction des cluﬂ"les neégatifs a reduit de moitié le nombre des chiffres.

Dans ce systéme: 6=11, 87T = 113, 1901 = 2101 ete.
On adopte IlllJOlUd hui 1a notation des chiffres négatifs pour indiquer la
caractéristique n('gatl\e des logarithmes. (v

{p.78) ligno B, ajoutez:

On peut adopter les bandes de papier proposées par Colson a.1726, pour
la multiplication abrégée, dans son systéme de numdération.

C’est-a-dire, pour wultiplier 128 par 456 on écrit ce dernier nombre sur
une bande de papier, en renversant l'ordre dos chiffres 654; on porte le 6
au dessous du 3, et on les multiplie; on a des unités. Puxs on porte le 6
au dessous du 2, et en conséquence le 5 au dessous du 3, et on multiplie
los chiffres correspondants: la somme de ces produits représente des di-
zaines. On donne & la bande un wouvement d'une place & gauche; on mul-
tiplic les chiffres correspondants; la somme de ces produits représente des
centaines; et ainsi de suite. (v
206 (n—1)(x27) = 23[x,x, |(1,9), (1 el n)n(r,$)3(r<ls)]

R o= S T T )

{ *6'7 MACLAURIN a.1726 LondonT. t34 p.112 | (v




Squot rest (p.87). Ajoutez:

I 43 . Filn D) Ia Ir 1] =
5 neN, . aperFlvn .. @, +0)r 1 7] 01 ash D). quot{a,quot(a,b)] = b4-quot[rest(a,b), quot(e,b)]

S[T(a,u) XTI, 1 n =) |u, Cls’ 1-7] (p rest[a, quoti,b)] = rest [rest(a,b tal
b H@e+a)|r, 1n] = sta"s[II(au) ju, Cls’ 11~ sz(Numu st{a, quotle,h)] == rest [rest(a,), quotiab)} (¢ -
=] |r, 02/ ' Y SE (p.88) P24, P37. Changez I'lIp en aeN, . beN. .
5 mmeN,.aeRf (I"m ¢ 1*n) D).
I x[a(rs)]s, Ln] |r, 1mi= STl 1), Lem) i, 1 F 1my §Chf (p.89; P-2. On peut lire No au licu de N, (e ;
. . . (p §Dvr 211 Dem. Au lieu de P2 lisez D3 (p ‘
. N ne ==t ot ; 9 . :
s w’l 2 ’”’:‘\i 'D'T(”')m> nm= 1) 2] ' (/1 10:1.D. PV 212 (p.90. Au licu de P41 lisez P11, © )
21 neN, . ag NF1a D). (Sa)t & N Xl ® 2:46-4749. (p.91)  Au lica de [N, lisez [(N;+1), deux fois. (¢ ;
43 neN,.men+N, .. Num(lin F 1w)sim = !, (m—n)! (v 27 (p-92; Au liew de X, lisez N,. e !
Les objets dont on prend ici le nombre, s'appellent arrangements de 251 a,bneXN, . Db =l . v
m objets pris ndn. S N (L@ ) — S (1) la — S (17D /b e N, '-
b4 rmmeN, ). n" Um0 rnl [ (r41) € N, (v } StauptT JM. a.1840 t.21 p32 4 p
63 (p.82) Au licu de Ths -3 lisez Ths 2. Ajoutez : 32 neN,.ue NFln D). (a—1)!xXDe & N, X ‘
} VANDERMONDE ParisM. a.1772 | (p ¢ Caveny a.lsdl, OEuvres s.1 .6 p.109 | » S
66 . aer . neN, .. 3i(—1)Cla,”) \r, 0=} = (—1)"Cla—1,1—1 '
N, - 2(=1)Cla,r) ., y = (—=1)"C ) ) S mlt (p.92) !
74 Dem [ P6:2. m=n=Fk .D. P] ® 03 m(a,h) =1 N, a3 N, Xor = N, Xa ~ N, X0 | Dfp (pd ‘

7. Au licu de la 5 lisez:

T8 SH=1[C@nn))* |1, 020} = (—1)"C(2n,n) agCls'R. Numa e N, . D). A :
{CEsARO 2.1884 Mathesis t.4 p.231{ (v 231 ma= {D“ [P3.D. 0] :
, 32 ma = /Da (w31, D. P Dfp
711 a,ber . mneN, .m<n ). X(—1) Cln,r)adrh)™ |r, 0 nf =0 .33 =D [[\p(;) - p:]J J l ‘
EULER a.174: M. t.1 p.264 | : vt Do .
2 ULER 1% 3 CorrM. t.1 P 64 y (\ 34 Da = ’/n]‘la [l)‘3l D Dtp (pd i
79 neN, . D). 3(—1)"'Cn,r) (n+7) |7, 1nd =/ [2n+41) C2n,n)] i k
fWALLIS a.1655 p.42o: gnt dt Py (p.9%. Au licu de (dte) lisez (dteym (¢ !
1 1_ 1 1 2, 1_t2 1 3 3 1_ 1.2.3 32 axbe N, .. nte & N, Xdtb . ntb e N, xdta (© i
FTFTTE 3 T T T3 45T 5 6 T 4.5.6.1 i
. et sic deinceps ... | (v $\Np 1'4. Nofe — R. Haassner a vérific que 9% 2--+5000 ) Np+Np (Jahres- : !
7-94 m,neN D v[(_l)"C(n ) () |7 0 1) = n!/ I(m+40"n) Versammlung der Deutschen Math. Verein. a.1900 p.7) (v *,
I G "l ’ by ¥
' Y 3:3. (p-96. Au licu de Ny on peut lire N;. (e i
8. Ajoutez: | JoNES 2.1706 p.172{ (v 391 (p.97). Ajoutez [ e N3 \P15771 .D. T ] (e _
. 54, p.97) Simplitiez I'Hp en pe Np. (¢
§ﬂgﬂ p- 85. " L definiti ' 59 (p.97). Au lieu de «e N lisez ae X;. (e ]
, n'suppose implicitement e quen posan.t, pat elinition, L=1t, on puisse (p.97) ligne 3 en remontant, aprés « continuation », lisez P12-6. (e

déduire wr=wu. Cette convention est contraire a4 § 8. Il convient donc de R . s s .
romplacer & max x par max e N 8:1-2 (p.98). Dans P'i{p, au lieu de ge 1+(p—1, il me semble qu’on doit : 1
P 4 P o (® lire qe 1-+(p—2). (e &
gmax ‘01 maxu =1urx3(¢ _)0"x) Dfp . 7
N . N N (u% £—X,) Dfp 84 meNp.neN,.nm>n+1.). = (1) &€ NXm ~
» > » » (=3 un N 4-x) Dfp (pd i LIONNET ; voir Catalan BelgioquM. t.46 2.1886 p.14 {(p o '
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111 (p.99). Cette P contient le signe \J qui n’est pas encore défini. (c
11-1. On peut élininer le symbole \| qui ¥ figure en 'éerivant:
agN, .. a' = I1 | IT[IT[Npre3(st xr =a)] Is, N, J 1, N0 (v
124 (p.99). Changez I'Hp en aeN;+1 ou bien en «#—hn eNp=2, (e
12'6. Autre Dem: '
{ MERTENS WienA. a.1899; WarszawaP. t.11 p.194}  (p

§mp 204 peNp.beO(p—1)F O n.a=3Dyp" |r,0"n) ..

mp(p,at) = (@a—2b)/(p—1)
{ KUMMER a.1852 JfM. t.44 p.115 | (v

§ Nprf (p.103).
Nprf~(2N,+1) 2 NpX[(2N,+1)X 2N, +1)}*
{ DESCARTES a.1638 t.2 p.429:
«{Il n’y a ] point de nombres partaits impairs, si ce west qu'ils soient
composés d'un seul nombre premier, multiplié par un carré dont la racine
soit composée de plusieurs autres nombres premiers ». !

Nprf ~ 2N +41) D @NF1)XN,* (v
{ FRENICLE a.1657; voir Huygens Ocuvres t.2 p.32:
« Pour les nombres parfaits ... impairs, s'il ¥y en a aucun, il doit estre

multiple d’'un quarré par un nombre pairement pair plus1» . ! (v
ag Nprfn 2N 4-1) .D). Num(Np n a/N) =6
-} SYLVESTER a.1888 Mathesis t.8 p.b7 | (v
§l’ pag. 105 ligne 13 d’en bas. Au lieu de dv, lisez: dv (v
§Q 187 (p.108). Au lieu de u+v lisez ww : (p
£3. Ajoutez: .
01 aeq.me2N 41 ..o =1 qra3(@™=a) Df
Cette Df est appliquée dans les D557, 58-2'3. (¢
55'3 (p.111) Au lien de a>b lisez a<lb. (¢
§Log p.115. Noute sur les logarithmes.

Neper reconnut plus tard les avantages de tables donnant les loga-
rithmes en base «dix»; Briggs a commencé ce caleul, et publia a.1624, les
logarithmes des nombres 1---20 000 et 90 0007100 000 & moins de 10—10,

Wilacq a.1623 publia la table des log 1---100 000 3 dix décimales.

On a publié beaucoup d’éditions des tables de logarithmes. Dans les ap-
plications pratiques des astronomos et des ingénieurs sont commodes les
tables & b décimales.
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Dans les applications plus communes, les ingénieurs adoptent la « régle
logarithmique ». La multiplication est obtenue en faisant glisser I'une des
parties de la régle sur I'autre, et on lit immédiatement le produit.

Si l'on adopte la numération binaire, les tables correspondantes des
logarithmes sont 5 fois plus courtes; la longueur de la régle logarithmique
est aussi réduite dans le méme rapport. (p
§Q 414

H. Padé, dans '« Enseignement Mathématique » mars a.1901 vient
d’analyser les démonstrations de cette prop.

81 1’6 (p.118). Au lieu de (N; lisez (INy (p
81 31 ueClyq. ). Adu=Iluvd'uvily Dip (v

FONCTIONS ANALYTIQUES

§cres 911 fe(qfi)decr,. wew . ). I u=1f[unr—Q,)]

'912 » » l: » l’ » + »
Ex. §Lm 14 Dem. : (Ramorino
§Lm Pl. xeqfN,.D).
03 (Lma)=(N,) = (A N=(xNy) (v
04 (LmeyreN,) = a3[aeXN, . ,,. agx(m+N)| v

& Lm 1'2 Dom.
[Hp . P00 .D. . +we Liny .= meN, Dmn. +wo e dx(m+N,) (L

1). 8§ P3:0.D.:. 4oe Lime .= meNy D lafm4-Ny) =» ©2)
Hp . meN, . § P1-2.D. a‘(m-+Ny) D x' Ny (3)
Hp . (8) . §Q P185.D. I'z‘(m +-N,) = PNy )
©2) .4 .D Ths}

1:3 Dem

[dp.P0 .D.. —oeLlmxr .= meNy.DOm. —0¢ Axt(m-4-Ny) 1)
1) .82 P30 ... —o¢& Lmx .=: meN, .Dm. 1t (m—+4-Ny) ==—o0 2)

Hp . meXN, . § P1'2.D. o' (m-4+Ny) D N, (3)
Hp . @i. §Q P185 .D. Lxfim+Ny) = Lae'N, “4)
@ . @ .D. Ths ]
1:6 Dem
[Hp .§ 4 P11 .D. gal.mx D A(qnLm) 1)
Hp . meX, . yei (gnlmx) . P10 . §2 P32 .0). y¢ A2 a2t (m—4-No) )]
» » L@ . $2P12.D. ye 2 (m+Ny) 3)
» (8) . Export .DD: meNy .Dn. ye L' (mn+Ny) @
Hp . y& i(gnLmwe) . (4) . P1°0.D. ye qnLmx (5?
1 . ®).D. Ths] (Ramorino
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§Lm P46 (p.124) Dem.
ueCls’q . feqfu . veCls'u . wedv Dz

heQ . Opern .DD. v~enys[mod(y—a}<h]D u~trnys[mod(y—x<h]
» L§P12.D. Y » » » ) I » » » ¢
> 843381, 4» » » » ) A» » » »
». Oper as .D): asd» » » » . agd » » » »

§DP7'13 D N ILEQ.DI} asd » » DR ,leQ.Dh agd » » »
Oper as .D:az| » » » » ]Das[ » » » »
Dt Lm . D). P (p
§Lm

J. Hadamard — La série de Taylor et son prolongement analytique,
Paris, Mai 1901. )

Ici p.14-15, I’A. vient de rencontrer la classe que nons avons indiquée
par Lmux, et «<en s’écartant de la terminologie usuclle» I’appelle « Pensemble
dérivé de a ».

§lim 2-12: § 0. BoNNET BD. a.1871 t.2 p.21D:

« Etant donnée une fontion réelle .... bien déterminée, ¢() d'une variahle
réelle ... », on dit: 1° que cette fonction tend vers une limite finic et déter-
minée 4, & mesure que u tend vers une valeur particuli¢re %’ (nous suppo-
sons ' fini... ), lorsqu’ aprés avoir fixé arbitraircment un nomore réel et
p'ositif £ aussi petit que 1'on veut, il est possible de trouver un autre nombre
réel et positif &, tel que, pour toute valeur de u, dont la différence avee w’
a un module différent de zéro, mais inférieur & 2, la valeur correspondante
de @(u)aitavee 4 une différence dont le module soit compris entre zéro et 2;
2° que g(u) tend vers l'infini a mesure que » tend vers o/, lorsque aprés avoixz
fixé un nombre réel et positif 2 aussi grand qu’on le veut, il est possible
de trouver un autre nombre réel et positif 4, tel que, pour toute valenr de
% dont la différence avee %' a un module différent de zéro, mais infericur
4 %, la valeur correspondante de g(uw) ait un module toujours supérieur

a A o»] (v

§lim 89 lim(x“| x, Q,0) =1 , (p

911 meN, .. lim X1 n)"/n" " |n = j(m+1) (p

10-4 . Ajoutaz 3 I'Hp. pr2lm D S{u(rs) s, Nyl &q (p
13401 we (QfNydeer. X, Ny €Q .. 0= lim(nu )|n

{ CATALAYN, ParisCR. a.1886 | (p

141 [ neN D, I/ [1(20)] > 1412 D). P p

1531 ue QfN,. 3(u,N)=2.7). 3[v [3(u,0n) 'n,N,] =0
§ DIxt, Annali delle Unicersila toscane, a.1867 p.43| (p
§lim 16-2 (p.131) Lﬁsez n(n-1)22n au liew de 7{n-1)2x2. (e
$lim 18. Substituez & la -6 la suivante:
6 ue QfN, . ag ((Lu—DfN, . 3(u,N) =». X, N) &g . D).
lim[(q, 0n)/n}|n=2  } CE3Aro Anal. Alg. p.164 | (v
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19. La Ths P'3 subsiste aussi dans d’autres Hp.
Yoir Pringsheim, Encyklopitdie I A 3 p.96.

§ lim 241,
Cauchy =1 .11 p.90 indique par I Ja fonction (1--sgna)2, et 'appelle
« limitateur ». (p

geont 311 feqfg:y,5eq. Dyez. [+ =7yt abe q.a<lb.

I/ a=beq:D). fe(qfy) cont § Dirpoux MA. a.1830 t.17 p.Hd |
On peut donc substituer dans la 3-1 & la condition f& {qfyjcont, I'hypo-

thése de cette P. (v

§D 44, La Dimostration, trés simple, donnte iei est attribuée par
Serret (a.1868, Cale. Diff. 3. ¢l Paris a.1886 p1hyaOssian Bonnet.
La méme démostration & 6té donnée par Grassmann a.1862, Werke, t.1,
Leipzig a.1896 p.323. (v
8D P8 p.144. Sur la formule de Taylor.

Si dans la formule reproduite de Bernoulli, on pose n=7"«a-+z2, et si I’'on
effectue Pintégration indiquée entre les Hnite : O et b—a, elle se trausforme en:
th—fu = b—a f'b—b—af 02 =b—u? Bl —...

d’ott la formule 8 par la substitution ‘x,. ) au liew de b et a.

Lidentite des formules de Bernoulli et de Taylor, qui résulte évidemment
par la transformation préeédente, vient d’8tre mise en doute par M. A.
Pringxheim BM. a.190U0 p.433. p

Cauchy a1829=2 .4 p.39t donne Ia fonction «pN—'x* dont toutes les
dérivees sont nulles, of dont la séric de Taylor ne donne pas la valeur.

H. Poincaréd AM. £.8 w1856 p.295 (Méth. nouvelles de la méeanique
celoste, Paris a 1893 p.2) dit que cetie sériv est un  développement
asymptotique. (p
$D 104 abeq.a<lh . feqFu=b.xea~b.Dfx=0. Dfxe>0.D).

a (e,d)3lee a=o . de a~h . fr=min fic "d)]
[ Hp .. limf(f{eHR—fe) 17 jhy @ b—2x, 0} = D¥c 2.D.
of (edslee a . de e TO s hee Td—x i fet>fe D, Ths] (p

$3 38 fge qf® . 11°6,17°0,19'0,190 &4 . 5{,0), Sig,0) g9 ..

Stge S,07) L, O+ S/ S(y, 07w) |, O] = S(,6) X 3(g,0) (v
§ Harpy G. H. Mm. a.1901 £.30 p.185 | (v

Cette formule, qui coincide au fond avee Pintégration par parties (§S 20-3)

est donnde iei avee une hypothdse moins restrietive. Pour law Dem. voir
§3 25 add. (v
4-1-2, 12:11. Au licu de [u lisez /n |n . (p

57 (p.150). Ajoutez
§ WALLIS 2.1665 p.428-433 { Continuation : §sin 12:2. (p

B .
ot

. & svvads
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§5 109 S(/,14Q=w . nel i. S ==
} WALLIS 2.1655 t.1 p-409 3+Q il ——/(72;)1)

L mueQ, D S[x™1—x)"x, 6) =S™/(142)" ™22, Q] (p
§¢ 1'62. Remplacez par:
62 lim "I (n4-1-+n)] /n in =4/e
[ §li{n P86 0. lim } wIT n4-1...n Yin |n
= lfm {41 (n4-1)] (ad-1u+ 11 [ M a1 )nn | In
:ll‘m’ (1) 2n+2) (n4-2)2 Jdgm)n = 4,«;’] .
Tiré du journal « Le matematiche pure ed applicate » a.1901 p.115

§¢ 17 min@” |a ‘Q) = e]N—/e)
4 max((Vx) o Q)= e]Me
23 Dim . [ P'?v. 7Ny . e= Z{/r!fr, 01} - e, nN)) 1)
Tty nEND) = D! 1 2 T2 (B o
<! )4+ et e Ui, ]
\ =+ (m+1'n = I\n'n} (2
1. 2.D. P . i

28 (p.155)
neN, . reqe0.7). (€™ —1) / (6" —1) = N}x"S[s"]s,00 (n—1)] /! 1, N,

iu 521 dL’intégr:tle considéréo dans la 5-21 est dite « intégral eulérienn
¢ seco be "indi .
veonde espeee », et s'indique par I'{n--1) (Legendre Er-r. t.2p.4)

53 neQ.weQ D). e"S(eT "z, B = 3[x"7/n4 1) |,N,]

54 i LAGUERRE Fdm. BsF. a.1879 t.7 p.72 |
Cette intégrale est dite « logarithme - integrale » ; (Soldner a 1809)
a. ,

« hy])L‘llOc’(U ithme » ( Ma sch ¢croni ), « LO‘ olog arithmus C al NsSo0) ».
O ] 1 - =) =} ( ) (

§log 24 remplaces par:
4 abeQ D).
logl(a+b)/2] = (loga-Flogh) 243} (—1)" ' [(a—by/(4al)] */2n) |n,N |
. ‘ [ (a+D)2=JabN14-(a—b) (4ab)] . P21 .. P | K
1 loglla+b)/2] = (loga+10gb)/2+_\_‘g[(u—b)/(a+b)}*”/(2n) |7,N,}
[ (@40)2 = (@bl 1~[(a—b)\(a-+b]t . P21.D. P | Zp1

d‘Koralek a.li%.)l, a remarqué, que en supposant connus les logarithmes
¢s t}ombres 2,3, 1,11, 13, cette formule, oG la série est reduite 4 son
premicr terme, donne le. logarithme d'un nombre queleconque avee une

erreur inferieure & la moitié d’une unité déeimal i Py
o1 011 pot, ale du septidme qrdle (Cauchy
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§log 29 xeQ.D).
logx = [(@—a™)/2) / I [(aP2™" o —27")/2 |, N,] Dfp
loga == [(E—1)/IT [(14+a}27)/2 |r, K] =
(1—a™Y), T [(14aP—27"),2 |, N]

{ SEpEL JfM. a.1871 .73 p.276, 278 | (N4

Slog 4'4 Au lieu de 1—X lisez* logx—Z=. (p

§C ‘6 C=—Se"logr |2, Q) p

Ajoutez: 8§Fc = (fraction continue)

% 1. aeqfN,.neN,.D). 0 Feg, 1""1)=/a Df
01 Fela, 1 (n41)| = /[a, + Fela,, |r, 177)] Df
02 Fe(a, N,) ==lim Fe(a, 1) n ' Df

ag NN, .neN,.D).

1 Fe(a, 1n) € Ro(1—R,)
2 Fe(a,N) & 0-R

Soit @ une suite de quantités, et # un nombre. Fe(a, 1--n) indique
la fraction continue formée avec les éléments a,.aq,...,an .

On 'appelle aussi « réduite d’ordre » »,selon plusieurs Auteurs (Baltzer ...)
d’autres commencent la fraction continue par un entier a,, et alors la réduite
considérée est d’ordre n {-1. '

La notation 1

a 1
+“s+ 1
ag+-...  est incommode.

Cataldi, Trattato del modo brevissimo di trouare la Radice quadra...
a.1613 p.70:

« Notisi, che non si potendo comodamente nella stampa formare i rotti,
& rotti di rotti come andariano,... noi da qui inanzi gli formaremno
tutti & questa similitudine )

i 6 2 gt g gl
Di 18. la R sia 4'8‘8.&8.&8.& o
facendo vn punto all’8 denominatore di ciaseun rotto, & significare, che
il seguente rotto ¢ rotto d’esso denominatore. »

1 . 1. .1
J. Miller Allg. Arithm .a.1833 I’a remplacée par — — =
7 PRSP S + o +an,
. 1 1 o
modifiée en aF o par d'autres.

La notation, que nous adoptons, est trés commode, et elle est d’accord
avec toutes les notations du Formulaire.

S

T ettt & v
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ag NN, .neN,. D).
3 ntFa, 1042)] = twre X nt Feia, 1+(n41)] 4-nt Fe(a, 1-n)
91 dt » » » dt » » dt »

32 Fela, 1'(n41)] — Fela, 1'n] =
(—=1)" AAdt Fea,1+n) X dt Fe'a, 1+(a+1)]}

La rogle ici expliquée su rencontre dans Schwenter Danicl, Deliciae
Physico-mathematicae, Niirnberg a.1636 p.111. Voir Favaro BBone. t.7p.b7.

‘4 Fela,N,) — Fe(e, 1) € 0—1)" /j[dt Fege, 150) 2

8 dt Fe, 1) == dtFela(un—r41) 1]

{CAYLEY, Phil. Magaz. a.1853 ¢

ntFe{a,l" 1) » appdh « continuant d’ordre » de lasuite ¢ » (Sylvester

AJ. a. IH'Ih t.1 p.3dd).

‘6 aeR.D). a Npnzja Nl nn~azle=Exc + Fce, 1) |
[=3Q &4 |

7T we 0aR. D). x=F¢E #)'x |n, X))

8 (Y-l z=rI¢,1,1,.)=Fcwl FN))

Les nt de cette fraction eontinue forment la « suite de Fibonaeci ».

81 (céNl ) = a 4 Fe2a, 24, 2a, ..0)

9 e==24Fc¢(1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...) [=ge 31
97 me=s4-FeiT,10,1,292,1,1,1,21,3,1,14,2,1,1,2,2,2, 2,
L3342, 1,1,10,3,13,1,4,2,6,6,1, .. |} WALLIS £.2 p.ol |
e 21 ag QIN,. D Fe(a,N) eQ = MTj(14-a )|r, N,| =
} OPPERMANN, /r?u/henT a.1884 p.163 | ®
Ajoutez: § 4 = (différence)
4 est Uinitiale de « différence ». La formule Afie doit Ctre décomposée

en (4f)r, et non en 4(fr), qui n’a pas do signification; cette remarque est
analogus & celle pour le signe de dérivation D. '

Lrapplication exacte des notations da Formulaire empéche toute ambi-
guité. P. ex. la notation 40+, qu’ on rencontrs dans plusiears A, et quine
signific 4(0n), ni (40ym, sera iel remplaeds par Aer 0.

4+ — 0 [feqfN,. xeN, . D).
(47 ) = Afr = fle+1) —fx Df4

‘'t Hpo.geafN, . D). dl(frtgx)xle = Afx4-dgx
X e Hpo0.aeq .D). dilaxfx)ala = axdfx
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/23 neN,.D). dn)x=(—1)n!/Ir+ 0 i1)
N3 agq.xeN, D At p)r = a‘la—1)

31 neXN, D). A (xn )0 = 71!

x & Hpo D d[2f,00) lrjy = fiet1)

‘41 ayeN, D). ATa4 0y) lyly = [Ter+ 1Y)

42 > > Al 0y lyy = —y+1) H e 0D
Cmb 5 Hpo.neN, .. fledn)= X|Cmbie,r) A o 7, O]

-6 Hp 5 .0, Ao fr = Xl(—1)r Cmb(e,») firn—r1) b, 0
} *5-'6 MERCATOR a.1668 .12 |

Ajoutez: § prob = (Pnobabllné)

a,bse Cls . Nums €N, .
‘0 prob{a.s) = Num(ans) / Nunis Dt:
01 «)s.D). probia,s) =Num« / Nums Diyp
4 prob (A, =0 11 probs,s) =1

2 probi=d, 5) = 1—prob{u,)
3 arb=/ .D). probavb, s) = prob(a,s) fprobib,.s)
31 probiavd, s) +problan, s) = probia,s) +prob(b,s)

NOMBRES COMPLEXES

§Dtrm (p.165, 1'2. Lisez 2 au-commencement. p
meN, . ag qF(Luet 1in) D}
BB U TIEEE R D @rys) =9 .
Dtrma == IT.a(rr) jr, 1710¢]
43 pse s >4l D rs (00S) =0 ).
Dtrmea = (—1)MNui(m—1) 2 H{alr, m-}—l—-; by L]
4 e e s ose e D). ars) =0 DD Dmnm =)
91 pleltu . ha==l: el ne D)oty =l Iy D). Derma =0
92 meN, . a,be qF(Llin: 1m) . heq. he 1 ,::81 IND
a(ir, ) = k(1) < le Lrmetle e 1 el u(;'/) i) D).
Dtrma = kDtrmb
<23 meN,. a,be qF (i 1) . keq 1 ryse 1 e
bir,s) = K a(ryp) D Dtrma = Dtrmb
24 meN, . abe qF(m ¢ 1m) . keq . Iule 1 . ha=l :

retem.),. b,y = al, h y-ka(rd) : pe 1 m-lh re 1 e p-

b(r,p) = a(r,p) :_). Dirma = Dtrmbd : { Cantoni
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§lin 3¢ 160 m,neXN, . ueClsq, . feq,, fu . oxeundu.D).

Difsu,2) = 1 (qm £ qu )lin ~ gallim}[fy—fr—g(y—a)}/mod(y—a)

Y, w, w} =0] Df

Définition de la dérivée d'un nombre complexe fonction d’un autre
nombre complexe. Elle est une tranformation linéaire, representée par unc
matrice dont les éléments sont les « derivées partielles des m coordonnéex
de f par rapport aux n variables. Ex. §vet 61-0

Cette dérivée est la « déformation infiniment petite d’un corps », consi-
dérée dans la physiqus mathématiyue.

1 mm,peN, . ke Cls'q, . kok . fe q fk . ge q fk . axek .
D(fik,x) € (q,fq,)lin . D(g, [k, fr) € (q,fq,)in D).
D(gf, k, x) = Dg, 7k, fx) D(f k)

2 mneN, . ue Cls'q, . 'modw &q,, .
g¢ (q,.fu)sim . Dg & (Subst q,)fre . Dtrm Dg & Qfie .

e q,t(g'w) . 8, 9') £ q,, . D.
S(f, g“u) = S(fgX Dtrm Dy, «)

} LAGRANGE BerlinM. a.1733, pour n=3; CavcHuy a.l184d
8.1 t.9 p.271 |

Dtrm Dg est dit « déterminant jacobien »

§q° 212 wirityktsik =Sblwty, —r+3, £ +3, w—y]
Sbi(p, @), (9] =[(p+s) + (r—a)i+(p—s)k + (g+7)ik}/2 (p
§q’ P35 (p. 172). Ajoutez I'Hp a~=0. . ©
§x (p.175):

P11, Au lieu de 20X-2 lisez 6X-2.

(e
P1-4. Au lieu de 6X-¢ lisez 6X-5. (e
P1:5. Au lieu de 0X-5 lisez 0X-6. (¢
P1-85. Au lieu de —0X-7 lisez +0X-6. (¢

§7 3-2. On peut aussi éerire la formule de Wallis sous la forme suivante,
qui donne 'expression du facteur général:
7 == 2IT\2E[(n+41),2] / [2E(n,/2)4-1] |n, N}
24 #72>2.4.6..227/3[1.3.5... 2n—1)P2n+1)}
7f2<(2.4.6..2202n+42) /(1.3.5 ... 2n+1))?
! WALLIS t.1 p.467 | »

1006 S[J1—x%)|x, O] = ~/4 $ WALLIS 2.165D p.417 :
« Circulus ad Quadratum Diametri, (vel etiam, Ellipsis quwlibet ad Paral-
lelogrammum sibi ecircumscriptum,) eam hahet rationem, quam habent

~
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Radices Quadraticee universales Residuorum seriei infinitwe Aqualium seric
Secundanorum nuletate, ad seriem illam Fqualium. »; (p

1121 aeQ D). Slep—(x* ') v, Q) = Jre /2
{ LAPLACE (ParisM. a.1810, publ. a.1811) Oeuvres t.12 p.368 1 (v
1111 |} ECLER PetrC. a.1730 (publ. a.1738) t.5 P44 | v

§sin 16 Cette méme proposition, avec la 24 add., a été employée (nais
non demontrée, ni méme énoncée en général) par Aristarchus =
*Agiotdoyos, Ilegl peyeddv xal doornudroy fHiiov »al oelivns

a.. —310= —950), Paris a.1810 p.40. v
§sin 24 aye 02 o>y . te /x>ty fy

{ ARISTARCHUS D.36; Voir §sin 16 add. ! (v
41, sr—sy = 2s[ie—y)2) e[ix+y) 2] ' (e
4-1. Nofe. — La formule sina sinh = [cos{a—b)—cosia+b}]2 permet de

reduire Ja multiplication & 1'addition au moyen d'une table des sinus. C’était
la méthode, appellée xoosdaqaligeots, suivie par les astronomes avant la décou-
verte des logarithmes. Cette méthode attribuée a Jol. Werner (a.1488 H1528)
par plusicurs A., (voir M. Cantor t.2 p.454), a é{¢ abandonnde étant d'usage
moins commode que la méthode des logarithmes. v

\

5-3 Substituez aux citations d’Euler et de Gauss les suivantes:

32 { EULER a.1737 PetrC. t.9 p.231 { (v

*33 » » » » » (V

-35 | MAcHIN; voir JONES a.1706 p.263 | (v

43 a=16t"5 — 4t7/70 + 4t7,99

{ EULER a.1737 PetrC. t.9 p.232 | (v

63 (p.189) . Au lieu de y-¢ 2nx lisez: y-¢ n=. (e
821 § ECLER Cale. Int 21794 t.4 p.235 (PetrNC. a. 1774 1.19) |

823 { EvLER, Cale. Diff., Pars 11, Art. H7-93 | (v

‘94 e 0a/2 7). ITjcosir,/2") |1, N,{ = sinx '\

{ ECLER a.1737 PetrC. t.9 p.23 | (v

8:3. Au licu de ;4 lisez: /2. (Ramorino
88 | PrAcOoCK a.1820 Exainples of the diff. Calculus, Cam-

~ bridge p.67 | (v

‘81 == 43|tT/@2"—1) |, N1} =478 + t7/7 4+ t7/15+..)

{ PEACOCK a.1820 p.68 | v

82w =4x{t7/(n*+n+1) [n, N} | EULER PetrNC, a.1764 t.9 (v
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§sin 883 aelOn2.7). /u= fta + 3{27t27a) |r, N/}
{ ECLER a.1746 Corrd. t.1 p.371 } (v

9-1. Au lien de » lisez: n. (v

1270 Ssin, On/2) = S(cos, O3,2) =1 WALLIs a.1670 p.707:
« figura sinuuamn rectoruin totius quadrantis quadrato radii wqualis est». { (p
12-8 Remplacez par:

8 58 0x .. S[/(1 —2x coss 4% jx, O] = (7—3) (2sin3)
{ ECLER Cale. Tntegr. 21794 t.4 p.288 (PetrNC 21774 1.19) | (v
129} Eurer BerolMisc. a.1743 .7 p.1d1 )} (v

12:001  m,neN, . m<ln D).
S (" 2T (L") e, ©) = o [usin(me n))
{ EULER BerolMise. a.1743 t.7 p.181 | (v

12'92 Sl(cosx <+ o sinx) (1407 v, Q) = are (v
§ LarLace (ParisM. a.1782, publ. a.1785) Ocuvres t.10 p.264 | (v

13:1°2 { BULER Cale. Inlegr. 21794 t4 p.339-343 (presentd Ms. &
I’Acad. de St.Petersbouryg a.1731) ! (v
Ces P sont attribuées ordinairement & Fresnel. Fuler qui les a
données ici pour la premiére fois, n’a pu pourtant demontrer la 131, v
1331 S\ sing | [14-(sinay’] a7, Oa) = aflog(24-1)12
JRamorino
135 |} EUCLER PetrA. a.1777 t.2 p.7 | (v

171 ge [qf20alcres, . e [qf 20a)decr, . =g~ .re20x D).
fr=="S(f,20a) / (27) 4 X)cos(ux) SIf3 cos(n3) |3, 20a] |n, N\ [z
- Nsiner) Sifs sin(es) |5, 20a1 0, N =2

{ ForRritgr, ParisM. 4.1307; a.1822 p.212:

« Ces théoremes conviennent a toutes les fontions possibles, soit que
I'on en puisse exprimer la nature par les moyens connus de l'analyse,
- soit qu’elles correspondent & des courbes tracées arbitrairement ».

Les fonctions de la forme g—*h, ou ¢ est croissante, h décroissante, sont
dites « & variation bornée » (Jordan). (p

§B 101 ag qfN,.a,==1:2&N,. Dn.
Sla, o= |r0(n—1)]=0 ) a,=— 2:neN,. .

a2n=(—1)""*Ba/(2n)! . a@a-+1)=0 (r
-§B (p.190}. Nofe. — La notatien du Formulaire a ét¢ employée par Binet,
JP. 2.1839 .16 cah.27 p.240. (v
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120 aeN,.D). (a4+1)@a+1)3{(—1)r—1C2a,2r—2) B, /r I 1al =1
[ Ra+1,1)} (m,m)P-2 ..
1= /2a+42) + 2 + Z,(—1)-1 Ci2a4+1,2r—1) By 2r |, 1'q] (n
(2a,1) | (m,n)P-2 .7D).

1= Ra+)+ 24+ 2 C2a,2r—1)eeeiiiiiiininininnnnn, L@
(1.2 .D-
0= 2a+2) —i(2a+1) + Z}.cocerernn. C(2a,2r—2)
(8) . 2@ 41201 == Sl
(4) . 1= (a+1)@a+1) i Ir ...
§ B P1:23 (p.191). Au lieu de Np-(N;+3) lisez: NpaN+-3). (e

§B 211 reN, . D). B.=(=1)"" D [x(c"—=1) |z, q, 0] Dfp (p
VECTEURS

§vet 86. Au lieu de (a—b xX‘a—c: =0 lisez: {a—c.Xib—c) =0. (e

gvet 14:2. Ce théordme est contenu dans Péerit suivant de Stewart: Some
general theorems of considerable use in the higher purts of mathemuatics.
Edinburgh a.174G. (v

34-1 La démostration qui accompagne cette P est la traduction de celle
donnée par Cauely (s.1 t.9 p.261), par la méthode des projections. En
remplacant les projections par les produits X, les deux pages de Cauchy
sont réduites & deux lignes, (p

§vet 45°83. Lisez le second membre ainsi ... = Transl[(1—e-it}(g—p)] (v

gvet % O3,
og pnt . a,be vet . moda = modb =1 . axXb =0 . i=b/a D}
4 Arcl(odcita) |l 20a] = 2

Le point econsidéré déerit une « eireonférence ».
2 28Q D). Arclo4matatia2) [x, Ox] = S14+=) |x, Ox]
= o0/2 {14 + /2 logloo + 1 +2)]

Le point déerit une « parabole ordinaire ».

3 pqeQ D). Arcl(o + p cost a + g sint ia) |£, 260] =
A8l siné P 4(g cosl )] £, O=/2

Le point déerit 1' « ellipse de démi axes p ¢t g ». Voir §sin 14-1-2.

4 x2£Q D). Arcio+4 ax + ia(e"4c77)/2] |x, Ox = (e"—e™")/2

La courbe considérée est dite « catenaria », « chaiuette ». (p

15. VII, 190} RAM. t7 8
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Ajoutez: coord $§ 62.

ie vet=t0 . je vet=qi . ke vet =(qid-qj) . ve veb )
‘0 coord(u; i,5,k) = 1q "x3(u—x € qj+ak) Df
4 coord(u; 1,5,k ju & (gf vet)lin

coord(u; é,j,k) signifie «la prémiére coordonnée du vecteur u, par
rapport aux vecteurs ¢,j,k ».

% 170. a == (produit alterné)

L’expression uavaw estle « produit allerné» ou « produit extérieur » des
vecteurs u,v,w.

Grassmann 2.1844 Dindique par [uew]; on peut supprimer les pa-
renthéses, qui n’ont pas ici la valeur donnde par §1 P12, et indiquer le «tri-
vecteur » par wvw, notation adoptée par plusicurs A. Bien qu’elle ne pro-
duise pas d’ambiguitéavee le prodait « X v considéré dans P3,toutefois, pour
plus grande clairté, nous introduisons un nouveau signe de multiplication
sous la forme a, initiale de « alterné ».

La méme opération a été rencontrée, dans des cas particuliers, pa -
Hamilton a.1843 (voir P71), et par DeSaint Venant (ParisCR. 15.9.1845),
qui I'appelle « produit géométrique ».

Cauchy a.1853 (s.1 t.11 p.444) T appelle « produit augulaire »; les
vecteurs i, j k sont des «clefs »

Voir la bibliographie dans RdM. a.1895 p.179.

Nous définissons (P-0) d’abord le rapport de deux trivecteurs qui est un
nombre; puis le trivecteur nul, et 1'égalité de deux trivecteurs. Les v¥ se
présentent iei pas abstraction, et forment un systéme d’objets irréductible
avec les systémes précédents. .

wavaw est représenté géométriquement par le parallelépiptde construit
sur u,v,w, considéré en grandeur et en sens. Un peut partir de cette idée géo-
metrique pour édifier une théorie des vecteurs.

v? signifie « bivecteur. » On peut le représenter par le parallélogramme
construit sur « et v. Les v? forment un systéme linéaire & 3 dimensions.

wu,v,wu W WE vet . ie vet0 . je Vet =qi . ke vet=(qi4-q ) D RS
‘0 (uavaw)/(iajak) =
Dtrm|[ coord(x; i,j,k), coord(; j,k,i), coord(u; &,4,j) 1,

[ (4 v v - 1
[ w S w w | Df
‘1 uavaw =0 == re vet=0 . s8 Vet =qr . 8 Vet «(qr4as) < et
(uavaw)/(rasat) =0 . Df
41 uayav =0
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12 yarvow =0 .=.
a(r,y,5)3Lw,y,5eq . =(r=y=5=0) . wr+yr4sw =0) Dfp
13 (- )avaw = naraw + w'araw

2 V= |(uaraw) | (4usw)] (vetivetivet) = (trivecteur) Df

a,beev’ . meq ).
3 a=b = %€ V=0 x.a/x =b/x Df
31 a=btc .= > . ajr="0x+c/x Df
32 a=mb = > . r.ax=mdx) Df
33 xev=0.). a'x &q :
4 wap = ar' = wevet D ttaraw = war'aw Df
41 war =0 = we vet D, varaw =0 Df
42 (Har)uw == Unraw Df

Vvi= [(itar) |(152)] (ver t vet) = (bivecteur) Df

a,b,ce V¥ . neq ..

a=b : we vet Dw. aow == bato Df
a=0 .= » » =0 Df
a=b+4c =: » » = bar 4 caw Df
a=mb =: » » = m(baw) Df

T % 7.

i,j,ke vet . modi = modj =modk =1 . iXJj = jXk=LkXi=0.D):
0 1= (i,4,k) (Jak, kai, iuj) Df
L’opération I est dite «indice». Elle fait correspondsre & chaque v? un

vet, normal au v?, et ayant méme lagrandeur. Notre I(uav) coincide avee

V(uv) de Hamilton. L’opération I dépend des veeteurs €,5,k. Sion les

change, I vient wmultipli¢ par +1. En général on prend 4,5,k dirigés

« en avant, & droite, en haut ».

1 ae v D). laevct

2 abe v*.D). lutD) =la +1b p
% 80. Volum == (volumc)
0 wue Cls'pnt 7). Volum,x == (volume intéricur de u) ==

Y wala (0,4,,k,/)3l0e pnt . i,j,ke vet . & =P=kF=1. iXJ
jXE=FkXi=0 . IeQ . x= 13X Num(p,q,7)3[ p,q,€n .
o4 (p+Oli+ (q+0Nj + (r+Ok D wli] Df
Soit % une classe de points ou figure. Prenons un point o, trois

vocteurs unitaires orthogonaux ¢, j, &, et un nombre positif h. Si p,q, rsont
des nombres entiers, o p4-0) ki 4 (q+0)hj + (r+0 YRR est le cube

o sl e T,

POT S R P CR L

et e
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dont un sommet est o phi-}- qhi - 7Rk, et les cotés, dirigés selon les
axes -coordonnés, ont la longueur %.. En variant p, g, 7, on divise tout
I'espace en cubes. Lenombre de ces cubes qui sont contenus dans la figure
u, multiplié par &3 (volume d’un cube), donne le volune d'une figure composée
de cubes juxtaposés, et intéricure & la figure donnée. Ce volume dépend du
choix des axes coordounds, et du edté h. La limite suptrieure de ces
volumes, envariant les axes et X, est dite le « volume intérieur de = ».

01 Hp'o .D). Volum'e = (Volume cxtérieur de u) =
1, o3[

. . o= IeX Num(p,q,7)3[ P,q,"En .
aloH(p+0)hi + (g+0)1j + (0] ~ i Df
02 Hp 0 .D). Volumu = 2(tVolum,n » (Volum'e) " Df

L'idée du volume d'une figure peut étre considérée comme intuitive. Les
régles pour trouver les volumes des figures plus siniples sont trés anciennes.
Les exemples cités dans §z 1-1 de Ahmés a. —2000, ont pour but la niesure
du volume des cylindres.

Selon Euclide, on reconnait ’égalité de denx volumes par la superposi-
tion, ou en les décomposant en parties superposables, ou par un proces de
limite (lib.12 prop.5).

La question, si deux polyddres ayant le méme volume, soient décomn-
posables ‘en parties superposables, a ét¢ résolue negativement par

M. DEp¥ Gottingen G. a.1900 Heft 3.
«Ein regulires Tetraeder keinem Prisma raumgleich sein kann, dass also
Tetracder und Prisma auf keine Weise in respective congruente Teile zerlegt
werden kdnnen ». (p

4 peQ . og put D). Volum {pntapgimodix—o) <7lf = dmr®3
{ ARCHIMEDES t.1 p.40: Héoa opaipa tergamiacia éoti
xdvov Tob fdow uiv Eyovros lonr 19 peyiorp xbxlep @Y & T

opaioq , Syos 8¢ Ty &x 10T xévigov Tijs opalgas. | \4
% 8l Area = (Airc)

0 we Cls'pnt . Volumy =0 .70).

Areaw = lim {Volum{pnt »a3{l;mod(x—u) <A1}/2h) |k, Q, 0} Df ’

Si 1a classe » a un volume nul, nous définissons ’aire de la figure u de
la facon indiquée.

La considération des aires planes peut &tre faite comme pour les volumes,
et I'on rencontre & peu pros les mémes diffienltés.

La définition de I’aire d'une surface courbe queleonque donnée par Serret,
Cours de caleul diff. et int. t.2 p.293, a été trouvée en méme temps insuffisante
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par H.A. Schwarz ( Mathematische Abhandlungen Berlin a.1890t.2 p.309),
et par nous (LinceiAcc. 19 genn. 1890), olt nous l'avons remplacée par
une autre, analogue & la définition de Are (P 56) et fondée sur la considé-
ration des bivecteurs. Nous en choisissons icl une plus élémentaire. (p

La définition donnde ici avait été reconnue possible par

BorcHARDT C. W. (Gesammelte Werke Berlin a.1888 p.67)
a.1854 JdML. t.19 p.369:

« On sait que le volume compris entre deux surfaces paralléles se
reduit au produit de Paire de P'une des deux surfuces par leur distance,
lorsque cctte derniére devient infiniment petite. L'inversion de ce resultat
montre que l'aire d’une surface peat étre considérée comme la limite vers
laquelle eonverge le rapport, dont le numérateur est le volume compris
entre la surface ot sa paralléle, et le dénominateur la distanee des deux
surtaces. »

Sans avoir remaryué ce passage de Rorchar dt, cette méme définition
a été proposte par

H. MizxkowsKl ( Jahresber. der Deutschen Math. Verein.
Leipzig a.1901 t.9 p.119):

« Es sui Feine Fliiche. Man construire... den Ber¢ich der Entfernung
<7, von F. Es sei Vi{r) das Volumen dieses Bereichs, so kann der Grenz-
wert von Kz‘:—] fitr ¢in nach Null abnehmendes » (vorausgesetz, dass die
Grosse V() sowie dieser Grenzwert existirt), als die Oberfliche der
Iliche F eingefithrt werden ». H. Minkowski a donné aussi une défi-
nition analogue pour la longueur d'un are, qui coincide & peu prés avec
la 82°0. (v

‘4 reQ . og pnt D). Area pnt~x3{mod(x—o) =] == 4ar’

{ ARCIIMEDES t.1 p.136: Idons opaioas 4 &updvea
rerpatlacia Eotl Tl peyiotov xvxlov Ty & alry]. ¢ (v
% 82. Arc

0 wue Cls'pnt . Arear =0.D).

Arcy = lim{Volum[pnt » 23(Lmod(x—u) < h]/(@h"] |1, Q, 0f Df

‘4 oepnt.ig vetm0 . 7€Q ).

Arc pnt ~ a3[mod(@—0) = . (x—0)Xi =0] = 2ar (v

Ajoutez 4 la TABLE DES SIGNES.

a == produit alterné add. p.106 prob = probabilité p-101
4 = différence p.100 v2 = bivecteur p-107
Area = aire p.109 v3 = triveeteur ~ p.107
coord = coordonnée p.106 Volum, = Volume intérieur p.107
Fe = fraction continue p. 99 Volum’ = » extérieur p.108
I = indice p.107 Volum = » propre p.108
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Ajoutez aux Publications citées par une abréviation :

BerlinAbh. = Abhandlungen der Kgl. Preussischen Akademie der Wis-
senschaften zu Berlin. Berlin. 4°.

GottingenNachr, = Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen. Mathematisch - physikalische Klasse.

WarszawaP. = Prace Matematyezno-fiziezne, Warszawa. .

PhilMagaz. = The London, Edinburgh and Dublin philosophical ma-
gazine and journal of science. Conducted by Lord Kelvin, G. F. Fitzge-
rald, W. Francis. London.

ZeuthenT. = Tidsskrifft for Mathematik (Copenhague).
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Albino Nagy

Si spense inattesamente in Roma il 26 Marzo, nel suo trentaquatresimo
anno, lasciando di s¢ gradito ricordo e non fugace rimpianto nei colleghi
e nei discepoli.

ALBINO NAGY (1) nacque a Tral, in Dalmazia, i12 ottobre 1866;
non ebbe fratelli ed aveva appena sei anni quando gli mori il padre,
Giuseppe, procuratore di stato a Zara; sua madre mori 2 Roma l'anno scorso.

Frequentd le scuole elementari e I'i. T. ginnasio di Zara, dando subito
prova di intelletto prouto ¢ versatile; superato eon distinzione I'esame di
maturitd, nel 1884 si reco all’universitd di Vienna, dove nel 1838 consegul
a voti unanimi la laurea in matematica ¢ con lode quella in filosofia.

Venuto a Roma nel 1889, insegno nel 1889-90 lettere latine e greche
nel ginnasio superiore pareggiato di Ceceanoy negli anni 1890-96 insegnd
filosofia nel liceo pareggiato di Velletri, avendo per due anni lincarico
di lettere latine e greche in quel r. ginnasio superiore.

Frattanto, il 14 dicembre 1892, fu abilitato per titoli alla privata
docenza con effetti legali in Logica matematica presso la R. Universita di
Roma dove impartt lezioni negli anni 1893-96. .

Dal 189 sino agli ultimi giorni fu docente di filosofia nel r. liceo di
Taranto.

Possedeva una cultura varia ¢ multiforme, essendosi egli occupato di
storia della filosofia araba, e di lingue orientali.

Qui perd diamo soltanto I'elenco dei contributi che egli apporto alla
logica matematica.

1890 — Fondamenti del calcolo Logico. Giorn. di Battuglini, Napoli 1890. ( Estr. dalla sua
dissortaz. di laurea: « Usher Anwendungen der Mathematik auf die Logik »).
— Sulla rappreseniazione grefica, delle quantite logiche. Rend, della R. Ace. dei lincei,
Roma 1890.
1891 — Lo Stato atluale e i proyressi della lugica, Riv. 1ltal. di Filosofia, Roma 1891 .61
p-301319. (Recens. in RdM. a.1892 .2 p.8V).
1802 — Principii di logica esposta secondo le doutrine moderne. Torino 1892
— 1 teoremi funzionali nel calcolo logico, RdM. 1892 t.2 p.177-179.
1893 — Ueber Beziehungen zwischen logischen Grossen,  Monatshefte tur Mathematik,
Wien 1893, t.4 p.147-153.
— La logica matematica e il caleolo logico, Riv. Iial. di Filosofia, Roma 1893, t.81p.389-395
1894 — I primi dati della logica id. Roma 1894, t.91 p.33-70
_. Ueber das Jevons - Cliffordsche Problem Monatsh. fur Math., Wien 1894 t.5 p.331-345.
— Sulla definizione e il compito della logica, Roma, Balbi, 1894.

1808 — Aleunt teoremi intorno alle funzioni logiche, RAM. t.6 2.1896 p.21-R4.
V.

(1) Le notizie qul date sono estratte da un cenno necrologico scritto da Alessandro Padoa,
inserito nel fascicolo JII Maggio-Giugno della Rivista Filosofica, Pavia, 1901
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Recensione

0. Storz und I. A, GMEINER — Theorelische Aritlunetik, 1.
Leipzig, Teubner a.1900.

11 nome dello Stolz ¢ ben noto nel mondo scientitico pei suei lavori
originali, e pei suoi trattati di Aritmetica ¢ di Calcolo infinjtesimale,
ove si osserva un rigore cccezivnale insivine all’uso degli ultimi risultati
cui pervenne la seienza su questi sogygutti. E quindi eon piacere che sara
appresa la notizia di questa nuova opera. Esso & un trattato scolasticos
e quantungue espresso col linguaggio ordinario, per la sua preeisione ei
pud subito paragonare punto per punto col Formulario, 2.1901, che indi-
cheremo con F.

Nella 12 sezione, che serve d’introduzione, dopo aver indrodotta l'idea
di grandezza, in modo che la si pud considerare come idea priwmitiva,
I’A si occupa a p.2 dell’eguaglianza, c¢nunciandone le tre proprictd
caratteristiche (F §1 P10-1--3). Ed aggiunge la condizione:

« Je zweiDinge des Systemes milssen entweder gleich oderungleich sein»,
la quale non & una propricta dell’cguaglianza, ma un principio di logica, se
colla parola ungleich = diseguale si intende «non eguale » (F§4 P1-2 ¢ 3+6).

I’A da al segno = un significato piu ampio di quello che abbia nel I,
e quindi non ammette la §1 P10-6. Diversamente detto, 1'A considera varie
specie di eguaglianze, tutte indicate collo stesso segno —=. Invece nel F
il segno — rappresenta costantemente un’eguaglianza sola, detta anche
identita. Le relazioni soddisfacenti alle condizioni *1-2:3 di §1 P10 sono
espresse col segno = accompagnato da altri segni. Cid & necessario a
farsi nel F.

A p.b I’A. parla delsegno <, che considera cone rappresentante un'idea
primitiva, determinata mediante un sistema di- proprietd. La 1) a p.6 si
potrebbe crigere in definizione nominale sotto la forma b>u = a>b.

La 2) ¢ identica alla §> P25 del F.

. La 3) esprimente una proprietd del segno = sccondo 1’A. & soppressa
dal F, ove il segno = ha un valorc costante.

La 4) coincide con §> P21 del F.

Siccome nel F il segno > & definito nominahmnente, queste P si
presentano come teoremi, ¢ non come Ip.

A p.9 TA. spicga l'uso ¢ la soppressione delle parentesi, assog-
getandolo a regole chiare.

A p.10 I'A. spiega la regola di logica detto « Teorema di Hauber »
F§A P2:6, ¢ 1a regola dellec negazioni data da §-P2-+4.

L» 2a Sezione tratta dei « numerinaturali ». L’A. esaminata la defini-
zione Euclidea, e le osservazioni di Helmholtz, Kronecker, Dedekind;
sceglie la trattazione del « Formulaire », sia nella sostanza che nella forma.
Il numero successivo d'un numero a é indicato con a--; con questa ope-
razione definisce le cifre, compreso il simbolo X per indicare il « dicei ».
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. . . .
L’addizione & definita por induzione ¢ i teoremi sono dimostrati come nel ¥

E noi siamo ben lieti nel vedere che le teorie pure sviluppate nel

Formulario acquistino sempre pit importanza anche nel campo didattico.

L°A. incomincia la nwmecrazione con 1, come in F1883; mentre nel

F1893 e oggi la numerazione comineia con 0, onde eliminare la difficolta
nel definire 1o 0.

Inoltre, a causa del valore che T'A. attribuisce al segno =, egli

aggiunge ancora alle Pp la @ =a, che nel F appartiene alla logica pura.

11 principio d’induzione, o della « conclusione da n ad n--1, é dall’A.

attribuita a Bernoulli, mentre nel F & citato Pascal.

La definizione del prodotto ¢ pure data per induzivne, ¢ le dimostra-

zioni coincidono con quelle del formulario.

L’A. ap.2$ introduce il nostro sistema di numerazione e lo 05 ma

manca la definizione nominale di questo segno.

A p.34 trovansi aleuni escreizii alla 23 sezione che possono ¢ssere util-
mente tradotii in simboli.
a,b,c,d eN,.D):
4) «> quot(h, c) =.ac>Db
D) quot(e, b) > quot(c, d) .=. ad > be

6) identico a §quot P15 T) identico a §quot 1-51

8) «>c.b<d D). quot(a,b) = quot(c,d)

11) identico a §quot P1-2 12) trasformabile nella 11)
13) X quot (¢,b) =< quot(rtc,b) =< [quot(a,h)+1 le—1
14) identico a §yuot P1-3 15) complicata

16) quot(e,b) X quot(c,t) =< quot(«d, cd) = quot(a,b) quot(c,d) 4
quot{a,b) + quot(c,d).
17) complicato.
18) quot (a,b)+ quot (c,b) = quot (a+-¢,b) =quot (a,b)+ quot(c,b) +1
7) identico a §mlt1-42. 8)=§3 P11 10)=idem
La Sezione 8 « Teoria analitica dei numeri razionali » si occupa
delle operazioni su coppic di grandezze. Sono notevoli i teoremi: « Se un
operazione su 3 grandezze ¢ associativa, essa lo ¢ pure su piu grandezze >
« Exsa ¢ commutativa se lo & su due ». Essi sono seguiti da una serie
di formule; ma la loro redazione completa in simboli presenta delle difficolta.
A p.57 i numeri razionali souo indrodotti con una definizione che nel
Tormulario é detta «per astrazione ». Su questo punto, acconnato - in
F1901 & I'3 nota, gia si ¢ parlato in RAM. t.1 p.262.
1’A dala defl:

« Allinsieme di due numeri naturali @,b con riguardo al loro ordine
noi facciamo corrispondere un nuovo oggetto che si indiea con ajb, e,
dicesi frazione ».

Det2. «due di questi oggetti a;b e cid diconsi eguali, se axXd="5bXe. »

Def3... «si dice che a'b> ¢d, quando ad> be. »

Questa 32 def. non ¢ omogenca (F p.8). Come pure non & omogenea la
DI del produtto di dwe fiazieni (§52)

e
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La defdella somma & resa sensibilmente omogenea mediante un teorema
precedente (p.59) ma & complicata.

) A p.61 I'A. introduce i numeri negativi, facendoli dipendcre da coppic
di numeri positivi, e imitando il processo seguito per introdurre gli irrazionali

‘A p. 63 'A. indica con |a| il valor assoluto del numero q, e adduc(;
ragioni per provare che questa notazione & pii comoda della’ moda di
Cat.xchy. Queste ragioni trovansi gia esposte, e discusse nel F p.84 ¢ la
ragione per cui ivi si preferisee la notazione di Cauchy.

p.64 Teor. 1 ==§mod 1'4

I_‘a regola dei segni (p.65) =TI §X 6, non & assunta propriamente come
definizione, ma conseguenza immediata della Df.

A p. 70 I'A. indroduce le radici quadrate, come nuovi enti senza par-
lare di irrazionali. Pare che cié corrisponda ad un bisogno sentito nelle
sc1?.01e austriache, come lo é pure attualmente nelle scuole italiane. Poiché
nei nuovi programmi di matematica pei Licei si fa al 20 anno la teoria
delle radici, e al 3¢ la teoria dei numeri irrazionali.

11 nostro A. sviluppa la teoria con rigore; perd le definizioni paiono
un po’ artificiose.

' La sezione 42 sviluppa sinteticamente la teoria dei numeri razionali
introducendo le « parti dell’unita ». A p.77 introduce i numeri negativ{
per una via che parmi difficile ridurre in simboli: le def. date dall’A. non
s?ddisfano alle leggi delle definizionisimboliche. L’A. segue il nuovo'prin-
cipio di distinguere i segni + e — davanti ad un numero, dai segni per

indicare 1’addizione e la sottraziome. Invece di —a serive 71—5 e cita la
notazione di Spitz (@ con una freccia orizzontale), di Méray (cori una freccia
sovraPpOSta), di Padé (an = a@ negativo). Nel F. si é seguita I’idea opposta,
perché introducendo i numeri negativi, ed i fratti come operazioni, il
valore dei segni 4 e — & lo stesso, sia nelle formule b--a, b—a, che nelle
~+ae—a.
o Frazioni sistematiche » sono le frazioni corrispondenti alle decimali
in una base qualunque.

Le ultime pagine si riferiscono al calcolo numerico sui numeri decimali.
A}t!‘:.i recensione, dovuta al prof. Vivanti, trovasi nel « Bollettino di
Bibliografia » giugno 1901 p.42.

G. PEANO
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SUR LA LOGIQUE DES RELATIONS
AVEC DES APPLICATIONS A LA THEORIE DES SERIES
PAR
BERTRAND RUSSELL
Fellow of Trinity College, Cambridye.

TABLE DES MATIERES
§ 1. Théorie ginérale des Relations.
§ 2. Les nombres cardinaux.
§ 8. Les Progressions.
§ 4. Le fini et Vintini.
§ b. Les séries condensdes.
§ 6. Les séries fondamentales dans une série condensée.

La logique des relatives, telle qu’on la trouve chez MM. Peirce
et Schroder, est difficile ¢t compliquée 4 un si haut degré qu’il
est possible de doater de son utilité. Ces deux autcurs, puisqu’ils
ne possédent pas la distinction entre & et _), regardent une
classe comme une simple somme d'individus. Pour cctte raison,
une relation n’est pour cux quunc somme de couples d’indi-
vidus. Il en résulte que les proprictes fondammentales des rela-
tions s’expriment par des formules de sommation trés longues,
ot dont lu signification ne ressort pas tres évidemment de la
notation. Clest pourtant la logique des relations qui devrait
servir comme fondement  la mathématique, puisque ce sont
toujours des types de relations que I'on considere dans le rai-
sonnement symbolique; ¢’est & dire, on ne doit pas considérer
telle ou telle relation particuliere, & exception de celles qui
sont fondamentales pour la logique (comme € et 0), mais bien
les relations d’une certaine classe — par exemple, les relations
transitives et asymétriques, ou les relations univoques et réci-
proques. Je montrerai dans le présent mémoire quil est possible
de simplifier énormément la logique des relations, en sc servant
de la méthode ot de la notation de M. Peano, que je suppose
connues dans ce qui suit. Cependant il paraft que la logique de
M. Peano nest guére compléte sans I'introduction explicite des

relations. Prenons comme exemple la définition de fonction (1).

Les signes au et wx, qui paraissent & droite dans cette défi-

nition, ne s’expliquent nullement par ce qui précéde. La juxta-

position de deux lettres n’a regu aucun sens excepté la mul-

(1) Formulaire, 1901, § 10, P1-0-01.
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tiplication logique, qui n’est pas ici en question. Le fait est
que la définition de fonction n’est possible que par le moyen
d’un nouvelle idée primitive, savoir celle de relation. Quon
remarque par exemple la conséquence suivante. De la défi-
nition citée, et des P 520 P94, §22 P24, §23 P1-02, P20, on
d¢duit

: a,be N, 0. a+b = ab = axb

Cette conséjuence montre que la notation adoptée a besoin
de modification. Je donnerai (§ 3, 4) une notation plus com-
pliquée, de laquelle on ne peut pas tirer de pareilles consé-
quences. On verra du reste que lintroduction des relations
donne licu & une simplification et une géndralisation de beau-
coup de théories mathématiques; et elle nous permet de donner
des définitions nominales partout ou les définitions sont possibles,

.Dans ce qui suit, j’ai adopté quelques uns des symboles de
M. Schroder, par exemple, R, 0, 1. Je n’ai pas réussi & me
conformer & la régle du Formulaire, de mettre tous les sym-
boles sur une ligne, et dans le cas des relations il m’a fallu
distinguer RP de RAP. Pour le reste, j'ai adopté tout ce qui
se trouve dans la logique de M. Peano, ainsi que la notation
Elm, suggérée par M. Padoa [RdM., VI, p. 117]; cependant jai
distingué ou, olt u est une classe contenue dans le domaine
d’un relation R, de gnu. Pour cette raison, le produit logique
d’'une classe 4 et d'une classe représentée par une lettre
grecque est toujours indiqué par gru ou m~u etc., et non pas
par ou ou up [Voir § 1, Prop. 1:33:34°33'36].

§ 1.
Théorie générale des Relations.

&% 10 Idée primitive: Rel = Relation.
‘1 Re Rel .0: By .—. & a avec y la relation R.
21 Re Rel .0. o= a3|ay3(xRy)} Df

22 Re Rel .0, o= x3\ay3(yRx)} Df

Si R est une relation, ¢ est ce qu’on peut appeler le domaine de la
relation R, c’est 4 dire, la classe des termes qui ont cette relation
avec un terme quelconque ou avec plusieurs termes. J'emploie toujours
(excepté pour les relations qui se trouvent dans le Formulaire) des lettres
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ons, et les lettres minuscules grecgl}es correzgon-
dantes pour les domaines des relations. Dans les deﬁmtu_)ns d,?l..- r::
lettre R est supposée variable, c’est & dire, a sera le domr‘ur?e .unf:‘ve
lation A, # d'une relation B, etc. Je regardtz 3 conme une idcée prm.x-l“lon:
de sorte que je me permets de mettre ce signe cn avant de proposi :
non réduisibles sans son aide 4 la forme xea.

majuscules pour les relati

31 Rerel . xeo 0. ox = y3(@Ry) Df
32 xgo 9. 0 = Y3(yR) Df
33 Re rel. ue Cls. udo 0. gu = ya (au ~ w3(xRy)} Df
34 wo = yajxwen ox. xRy} DI
35 wog 0. ou = y3jaurrayRo)l Df
‘36 V up = yajxew ox. yRal  Df
4 Re rel 0. @0 .=. A0

'3 gR =. 5o Df
6~ R,R'e rel 0. RoR' .= 2Ry o,y xRy Df
61 R—=R' .—: RoR' . RoR Df
-7 Re rel .. mrel n R'g (xRy = yRx) Pp

71 Re rel 0. rel n R3(xRy .= yRx) s_Eln; e
[ Ry,Ry e rel AR'SRy .= yRa) .o;{ ;"II;:;/ ; ;/R:; a; 1,;/1 ;.égy] .

«72 Rerel 0. R = 1rel nR3(2Ry =. yRx) Df
.8 @ relARa(p = tr . 9 = 1)) Pp

Cette Pp est ‘d'une grande importance, surtout ‘dan's l’am‘hméiuﬂxoe];
Elle affirme qu'entre deux individus quelcmlqut:f 1'1 3 a unl\) re’ a ‘
qui ne subsiste pas pour aucun autre cm.lple d l\‘.leIdl‘lS: El‘c ncu pai
besoin d’hypothése, puisque a et y ne sont sujets & uu‘cune hm\mt-.lon. lepo;:
dant on peut larestreindre au cas ou x et Y §0nt dlﬂ“érents,- pll.nsillue cecl.a._
ol x et y sont identiques se deduit de celui-ei par la maultiplication r

tive (2:1).
‘9 Rerel 0. R=R
[ Ry .= yRe = aRy ]
‘94 R,Serel. R=S .0.g=0. 9=<;
‘ R=S .= R=S

|
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‘93 R, Rerel 00 xBR)y = xRy ~ 2Ry Df
94 KeCls'rel .0. VK = R3leRy .=. aK n R'3(xR'y)! Df
‘98 vKerel Pp
‘96 R, Rserel oo xR R)y = 2Ry . xRy Df
97 Ke Cls'Rel D). n ‘K=R3\axRy .= R'eK .on.2Ry! Df
Y8 nKerel Pp
% 21 R,Rerel o:xRR, 7 .= ay3(xRy.yR,3) Df
14 R.R,erel Pp

Il est nécessaire de distinguer R mR,, qui signifie le produit logique,
de R;R,, qui signifie le produit relatif. On a R, AR, =TR;, mais non
pas en général BB =R;; on a R AR, =R,AR,, mais on n'a pax en
général R{R, = RyR,. Par exemple, grand pire est le produmit relatif de
peére ot ptre, ou de mire et peére, mais pas de pére et mire.

‘42 Rerel 0. R®=RR Df
13 R,Se rel .. (RS) = SR
[ oc(ﬁg)y = yRSx .=. gse (yRe . s8x; .=. gze (52 . 2Ry) .=. xSy ]

2 Transitif = tr = rel n R3(RR) Df

Quand on & R?5 R, on a xRy . yRz .0. xR~ .

‘3 Rerel .o-. R*=R = «Rs .=. ay3(xRy . yR2)

Si R est une relation qui engendre une série \ce qui demande que R
soit transitive et contenue dans la diversité), R®=R donne la condition

que cette série soit condensée (uberall dicht), ¢’est & dire qu’elle posséde
un terme entre deux quelconques de ses termes (Voir le § 5).

‘4 Rerel .0: =Ry .=. =(xRy) Df
‘3 =R & rel ' ’ Pp
6 (-R) = =[R)

Je n’ai pas trouvé nécessaire I'addition relative de MM. Peirce et Schroder.
En voiei la définition :

Soient R, S des relations : leur somme rclative est une relation P, telle que

xPy .=.'. ®=Rz .05 . 28y : 2=-Sy .05 . xRz Df
on a " xPy .=, =g(=px A ~oy) .=. =1x(-R~S)y!
% 31 gerel Pp

Cette Pp dit que & est une relation. Dans ce cas, j’ai di abandonner la
régle d’employer des majuscules pour les relations.

2 e =w3{ayz(rey)! Df [ e =individu ]
3 e=uax3ay3(ysx)| Df [ &=Cls~A ]
4 EO € [ yfé 2. yeCls 0. yee |
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8 xesy .=. AZ3(0EZ . YE?)
81 weey =. as3(zex . zgy) = w,yeCls . axy
6 ye Cly’Cls 0. VY = x3(xE"Y)
-7 Rerel: xeo 2, y3(@xRy) =2 0. R = £
e e e Rty =, weu . yer)
- [ Prop 1:8 .0. grel A Ps(tu == . @ =)
Perel . u=a . =" .0
rEU . YEU =ry- a(ePe)y L mEU ML Y=EV oy —20(ePeyt 0. Prop |
Cette proposition prouve que, si u, v sont deux classes non nulles,

il v a une relation qui subsiste entre toute terme de « et toute terme
dev'u, mais qui ne subsiste pas pour aucan autre couple de termes.

‘81 ueCls=¢/\ 0. arelnRe(o = u : xeu =, axRu)

[ Prop 1-8 .0. 7 relnPa(z = L= ) 0.
aer oz, 2(eP)u & w=eu 0Oz . ~x(eP)u 9. Prop |

-82  ug Cls=t )\ D). gu==1 rel n R3(e==u : x€U =,. xRu) Df
La relation & est la relation & pour la classe u seule. Elle est formée
par le produit relatif dee avec la relation qui subsiste seulement entrex et u.

% 41 Idée primitive: = identité ‘

Ce symbole est tiré de la notation de M. Schréder. Jo n’emploie pas le
symbolevz pour P'identité des individus, puisqu’il a un autre usage pour
I’équivalence des classes, des P, et des relations.

2 1’ gRel Pp
3 0 = =1’ Df
0’ est la diversité. Elle est une relation, en conséquence de Prop 2'5.
31 xlx Pp
39 1ol Pp
33 Rerel.zRy .yl z.0. 2R Pp
34 1707 [ Prop 4:33 .0. Prop ]
4 V=71

I al'y .= yl'x i1} ) 111 . Prop-32 .0. 1’y 12!

12t 0. 1701 181 13! . Prop-32 .o. Prop ]
4 17 =17 .

[ 2y . yl'y 0. @17y 2. 1’017 B

{1} . Prop-34 .o. Prop ]
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42 =0
[ Prop 34 .D. Prop ]
'8 RPerel 2:RPo0 .= RPo 0
[RPo0 .=: xRy . yPz deyx. 20z :
=. ~q (x,y)3(xRy . yPx) .
=. - (@,y):(yRax . xPy) .
=: yRa . 2Pz .0z ys. 0’5 :=. RP o O ]

# 51 Ne-+l=RelnR3{xRy . xRz . y1’5} Df
‘11 1-+Ne=Rel~R3\yRx . sRx » . y1's} Df
2 ReNe—+1 .= Re1-+Nec '
'3 1-+1==(Nc-+1)n(1-+Nc) Dt

Ne-+1 est la classe des relations univoques. Le symbole Ne-+1 indique
que, si on a xRy, quand a est donnd, il n’y a qu'un y possible, mais
que, quand y est donné, il ¥y a un nombre cardinal quelconque de x qui
satisfont 4 la condition xRy. De méme 1--N¢ ext la classe des converses
dfas‘ relations univoques, et 1-1 est la classe des relations univoques et
réciproques.

31 Ne-+1 = Rel » Ra(reo 0., ox £ Elm)

32 1-+Nc == Rel n Re(weo 29,. ox € Elm)
4 g 1=l
[ Prop 4-34'4 .o0. Prop ]

5 Rel-+l.0. Rel-+1
‘6 Rel-+Nc.o.RRol’

On n'a pas RR=1", puisque le domaine de RR et le méme que celui
de R, qui n’est en général qu’ une partic du domaine de 1.

[ 2RRy .o. qz3(w,ye 0 2) : Re 1+Ne 2. 0z ¢ EIm .-.0. Prop |
‘7 R,Sel—+1 .. RS g 11
‘8 R,SeNc-+1.ueCls. unp .Eu_oo . RS =P .. olon) = 7rue
{ xeu .y 17 120 .o. yeo 0t 21" 1ye 9. xRS: 0. olgu) o nu By
xew . €RSz 0. [ on y3(xRy . yS2) 0. yeou . 2¢ olgu) :

9. U oz(z;u) 12!

114 .42 0. Prop ]
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¥ 61 SeNe-—rl. R=SS .0.R9R.R=R

[ @Rs .=. q ys(aSy . 28y) {14
zRw .=. 5 v3(zSv . wSv) 124
SeNe-+1.2Sy . 2S¢ 2. yl'e 131

111.12:.18} .0t xRz . 2Rw 9. 7 y3(acSy . uSy) .9. xRw 0. R* o R 144
xRz .=. q yz{xSy . 2Sy) .=. gys(sSy . xSy) .=. zRx . R=Rr {5}
{41.;5} .0. Prop ]

2 Rerel.RHDR.R=R.aR 0. aNe-+1nS3R =S5

[ #Su .=. xeo . u= o :0:
xSu . ySu .=. z,yep . ©=gr =gy .. xRy 2. SSoR 114
R»R.R=FR.qgR .0: weo .0r . xe 0 ' 124

121 . Hpilt .0 2Ry 9. 22,y o .0, xSgac . ySox .. 2SSy 0. RoSS {3}
{11! . {8} .0. Prop ]

La P 62 est 1a converse de la P 61, Elle affirme que toute relation
transitive et symétrique et non nulle peut étre analysée comme produit
d’une relation univoque et de son comnverse, et la demonstration donne
une facon dont ceei peut se faire, sans prouver qu’ il n’y a pas d’autres
facons de la faire. La P 62 est présupposté dans les définitions par
abstraction, ot elle montre qu’en général ces definitions ne donnent pas
un seul individu, mais une classe, puisque la elasse des relations S n’est
pas ¢n général un ¢lement. Pour chaque relation S de cette classe, et
pour tout terme  de R, il y a un individu qu'indique la définition par
abstraction; mais les autres relations S de cette classe ne donnent
pas en général le méme individu. Ceci s’expliquera mieux dans les appli-
cations, par exemple danx le § prochain. Cependant on peut toujours

prendre la classe gz, qui parait dans la démostration de .Prop 62, comme
I'individu indiqué par la définition par abstraction; ainsi par exemple le
nombre cardinal d’'una classe w serait la classe des classes semblables & «.
§ 2.
Les nombres cardinaux.

% 11 wureCls 0 wsimo .= a1-+1~R3(uog . ¢ u=v) Df

Pour la définition de g u, voir § 1 Prop 133,
‘41 sim € rel Pp
Pour affirmer qu'un terme de valeur constante, tel que «sim », appar-
tient & telle ou telle classe, on a toujours besoin d'une Pp quelconque.

15. VII, 190t ~ RdM, t.7 ]

P A

v e e
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2 ueCls.o.usimu

[ 1'e1-+1:R=1".0.ud eu=u:0.Prop ]
91 u,veC0ls.0:u simv.—=. ¢vsimu
[ §1 Prop 55 .2. Prop ]
922y, v, w&Cls .0 usimv.vsimw .o usimw
[ § 1 Prop 57 .0. Prop. ] _
‘3 @ Ne¢—+1nS3(sim ==S8)
[ 1.11-2-21-22. § 1 Prop 62 .5. Prop ]
4 g=Nc—+1nS3(sim =15%) Df
Voir la note & lafin du § 1. Si T'on veut d¢finir le nombre cardinal par
abstraction, on ne peut définir qu'une classe de classes, dont chacune
a une correspondance univoque et réciproque avec la classe¢ « nombre
cardinal, » et & laquelle appartient chaque classe qui a une telle cor-
respondance. Ceci résulte des propositions suivantes { 52 et B4y,

5 8eg.0.0=Cls [sim= SS : ue Cls 0w . u sim u 0,
vg Cls ou. T 23(1Sx) |
31 S,8eg.0.88 g1+l
[ 2SSy . 258y’ .=. q Clsnuz{uSx . uS y) . g Cls nu's(u'Sx . w'Sy') 11t
uSe . wSx 0. usimw 0. u SSu 2. gy suSy” . wSy”) 121

110, 12¢. 8,8 e Ne—+1 0. yl'y” . y'1'y” 2. yl'y" 0. SS' & Ne -1 18!

18 0. §S e Ne+1.0. S8 e1+Ne {4 13.14{ 2. Prop )
82 §,5eg.0.08imd

[ g0 0. i Cls nus (uSx) 114

Prop 15 . ueCls .0. o A yauS'y) i2

114 .12} o0 X£6 9. 337 n ys(x§S’y) ) 184

181 01 yeo oy, o n xe(@SS'y) 4

131 . {41 . Prop5'1 .0. Prop ]
53 Serel.Rel1-+Nec. oo o .o SRRS =S8

[ 000 .0t @Sy ony. q23yR2) 114
Re1-+Nec .0: yRz . ZRy’ 0. yl'y' , ) 121
11} .12} 0. SRR = S1’ 134

18! . §1 Prop 433 .o. SRR = § .0. Prop ]
‘84 Seg.ksimo.o. 3G S3(k=7)

[ ksima,=. g 1-+1 n Ra(koo . ok =o) 11
11} . Prop 13 .owue Cls .ou .  knxs(uSRx) 124
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Se Ne—+1 . Re—+1 .0: SR ¢ Ne—1 {3!
Prop 53 .0. SRRES = S§S =sim 141

120 .13: .4t . 0. Prop]

Les propositions 52 ¢t ‘54 prouvent que toutes les classes qui forment
los domaines des différentes relations de la classe g sont semblables (sim),
et que soute classe semblable & I'une d’elles appartient & cette classe de
classes. L'arithmétique des nombres cardinaux s’applique toute entiére a
chacune de ces classes; mais pour développer complétement la théorie des
nombres finis, on a besoin de I'induction compléte. (Voir le §4).

% 2. Seg.ou
‘14 e Cls o100 > 107 .=, =(sim?) , aClsw3 ~ (wsime . wou)

, Df

9 gou<Lr0m = 100>>10U Df
3 w=A\.r=/\ 0. usimv

[ Rel~+1.u=sA 2. 290 .ug = N 1
11i . v=A . Prop 11 .. Prop ]

‘4 OQo=1\ Df

3 sim ey

[ 81 Prop 1'8 .5. Prop |
6w sim e 0: 1€ Elm

[ sim g .=. g 1-+1 A Ra(udg . gu = 1)

Rel-+1 . udp . gu = 12¢ .9: Y36 0. yRae . sRe 0. yl'z .. ue Elm ]
61 u,w & Elm 0. usimv

[ e Elm . eu 0. u sim ' {1
ve Elm . yer 0. v sim ¢y i24
111 . 12t . Prop 2:5 0. Prop ]

7 1o==10 » 23(ue Elm .0u. 45x) Df

% 341 Rerel.wuog.du 0.
a rel nR3jo'=u : 2Ry .=a,y. weu . xRy
Hp . §1 Prop 3-8 .0. i reln R7’3j0" = u .E’ = Eu s e . ysio?a .=uyy . *R"y}
R”erel : xRy .=y,z. xEU . ys?u : RAR” = R’ 00
xRy .=. xeu . ye ou . xRy .=. azu . xRy . Prop ]
41 Rerel. uoo o.relnR2 jrRy =. weuw . xRy| 3EIm
[ Ry RyerelaR’aieR y .= e aRy!.o: xRy = xew . Ry .=.xRqey 0. Prop]
Les Pr1:11 montrent gqu'on peut toujours trouver unc relation dout le

domaine est une portion limitée de cclui d’une relation donnée, et qui est
¢quivalente & la relation donnde dans cette poriion. '

fap m b s e e
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12 Rerel. uog .0. Ru=1Rel n R'2{axR'y .=—. wsu . ny;
Df
2 wueCls. usimy' 0.9 1-+1nR3(u=p . u'=0)

[wsimu' 0. 5y 1-+1 n Ra(uog . ou = u ) ’ {11
114 . Prop3-1 .o. Prop ]

3 uowWeCls. uv=A\ .uv'=A .usimo .vsim? .o,
uwv sim w' '

[ wsimu Prop-2 .0. 5 11 A R3(u=0 ..1u'=g)
vsimv' . Prop'2 0. g 1+1 nR's(v=p'. 4;':57)

we=A . WY=A . P= RuR’ 0. 7= uwv . 7= 2’ . P& 1-+1 .o. Prop ]

‘4 keCls’1-+1:R,Reek.R,O'R, 0 coro, =N\ .

1)20e
oros =N\ 0.k g 1-+1
[ ®(k)y .=. g k~Ra(xRy) .9. 7 kA Ralso)
Ri,Reek: . R 0" Ry 0 c01n0g = A 2t i kaRe(weo) .0z . knRa(xeo) ¢ Elm:

19
2.'. Rek . xeg .0: x(V'k)y .=. xRy ..0. Prop ]

341 Rel-+1.0,00ls’Cls: xRy oxy. csimy :
2,280, 207 Do 02 = \: Y,/ €0 YO'Y Dy . 00'=\ 2. o sim g
[ ®Ry 2%¥. xsimy 2: xRy 0. g 1-+1 A R'a(e=y¢’ . y=0")
xee 0z, Ro € 1-+1 nR's(@=0¢’ . jox =¢') : k= 1-+1 n R"3ir0 N x3(R"1'Ry )}

P= 'k . Prop 34 0. Pe 1+1 . a=ulp . o= u'g 2. Prop ]

Cette proposition donne le fondement de d'addition arithmétique,
sous une forme qui permet l’addition d'un nombre infini de nombres soit
finis, soit infinis.

33 ueCls. x,yYeu 0. u=tx sim u=ty
[ w=ta=sy sim w~tx-ty . ¢x sim ¢y . Prop 33 .0. Prop }
81 wu,0e Cls. usim o.xeu . yev . ). u=tx sim vty

[ Re 11 . u=p . v=g . xRy .o. Prop $14

Re 1-+1 . u=g . v=p . =(®Ry) .0.". 7 vn ze(@R2) : @Rz D . y0'z ..
. U=iX Sim v=iz 121

Prop35 .0. v=iz sim v~y 13}

111.121.18} 0. Prop ]
32 u,ve Cls , xeu . Yyev .0: ¥ sim v .=, Y=o sim vty
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% 4 Seg.D:

4 mmnes.D). m4n=10nrx3\uSm . vSn . ut=/\\ Sup. 1 Sx}
Df
Cette définition dépend de Prop 33.

2 koo .0. 3k =10 np3lug Cls’Cls . usim?% : x,yeu .oxy. 2y=/\

1 g 1+1nR3(u==0 . k=9 :xeu . xRy 2. 2Sy) 0u. vu Sp}
Df

Cette définition depend de Prop 3-41. II importe d’observer qu’elle dé-
finit la somme d'une classe finie ou infinic de nombres finis ou infinis;
mais qu’il faut que tous les nombres soicnt différents, ear sinon, on ne
peut les définir comme unc eclasse de nombres, mais seulement comme
nombres de classes. Pour le cas ol il y a des nombres égaux dans la som-
mation, il faut des considérations différentes, et surtout la multiplication,
que je ne développe pas ici, pour éviter les longueurs.

'3 14006

[uSlo 0. ue Elm : ©S06 .2. v==A : A~¢ Elm 0. Prop]
Cette proposition prouve que pour une relation quelconque de la classe
g, lo différe de Oo.

4 2080 0. B+1o=16ny3}uSKL . 3= Du,:. ULZ Sy} Df
41 wEomt0s 0. X—1o=10ny3\uSx . 584 Du,z w=zSy]  Df

Cette définition dépend de Prop 3-51.

43 xgo=t0o .9: x—15 1 .= xl’x+16
[xz—161' @ . uS x—lo . vSx .5. w sim v Y
11} . Prop 352 .0.". z=cw . w=-gv )i w sim v .=. wwiz sim vww .".
ne—lel'x.= a1 x+lo ]

6 2go=0s.0: ®—160" .= 20 x+1o
[ *6 . Transp .o. Prop ]

Les propositions 5 et ‘6 prouvent que si le nombre d'une classe est
identique au nombre do la classe qu'on obtient en dtant un terme & la
classe donnée, alors ce nombre est aussi identique au nombre de la classe
qu'on obtient eu ajoutant un terme 4 la classe donnée, et viceversa. Puisque
nous avons prouvé (4'3) que 1o est différent de Oo, nons avons les moyens

‘pour prouver que dans la classe des nombres qui obéissent & Iinduction

complete, en partant de 0s, deux nombros suceessifs ne sont jamais égaux.
Mais avant de développer ce sujet, il faut examiner la théorie des pro-
gressions, c'est-a-dire, des sérics dont le nombre ordinal est w.
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§ 3.
Les progressions.

M 1.4 o=Clsruzjgl-+1nRa(uog . ol DI . T U=QU

se Cls . @ Sumout . o(SU)IS .05 . t1IS} Df

" Ceci est une définition du nombre ordinal o, ou bien, si I'on veut,
une définition dela classe des elasses dénombrables. Les nombres ordinaux
sont en effe des classes de séries. La classe o est Ia plus simple des classes de
séries infinies. Puisque la définition ne présuppose pas les nombres, il sera bon
de donner A ce type de séries un nom qui n'implique pas les nombres. Je
Pappellerai donc la classe des proyressions. Voici la définition en mots:
 est la classe des classes u telles qu'il y a une relation wnivoque et ré-
ciproque R telle que « est contenue dans le domaine de R, et que la classe
des termes auxquels les différents u ont Ja relation R est contenue dans #,
sans 8tre identique avec , et que, si s ext une classe queleongue & laquelle
appartient au moins un des termes de u auxquels aucun ¢ n’a la relation
R, et & laquelle appartient tout terme de u auquel un terme de la partic
commune de w et s a la relation R, alors la classe u est contenue dans

la classe s. _
414 Rel-+l.gope .Eg=0. D .

wo = uB\UdQ . o U U . T Umout : SECIS . & SU=0Y . o(st) 0s .05, uos}

Df
wg est la classe des progressions dont R est la relation génératrice.
12 uew.9. Relu = 1-+1 nR3(ue wp) _ Df
43  Induct =.. uew . Re Relu. 0 s& Cls. @ sumpt . @ (51)
98 .05 UIS Df
2 uew.ReRelu .0 . u=gu € Elm
[ oae u-Eu 8= Z;u 9. E(su) 98 . 3311,-551 ' 3
11} . Induct .9. 2238 .. ud lewot 0. Umgtt 24 3. Prop
Rel-r1.000.do=0 . UEwp . 9 i
3 Oy = t(u=gtt) : Df
31 2EU .0 . SCQXL == (X : : ,
4 PgRel.0.PO,=1% Df
5 PeRel.neu .o. Psequ=DPnP : Df

Les P 1-4'6 définissent par induction les puissances finies des relations.
Cette définition s'effectuc au moyen des termes de %. Dans la théorie des
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progressions on ne peut se passer des puissances des relations; donc, si

l'on veut rendre ce
puissances d’une maniére qui n ‘
signifie 1'identité dans la elasse @, et la relation nulle partout ailleurs.

Voir § 2 Prop 312

tte théorie indépendante des nombres, il faut définir les
‘introduit pas de nombres. Le symbole 1’z

6 1y ==1¢ (0u) Df
7 Pg 141 0. Plu=P
[P1x =1'aP=P ]
18 Pegl+l.asu.o.Pagl+l
[Poue 1-+1 11
Pel~+1 . §1Prop 57 .0: asw . Pe g 1-+1 .0, Pseqa gl —+1 121
:11.12¢ . Induet .0. Prop ]
81 e . OuBRxz .0 201’3
[210u. 04 R7 2 2. 21'0y 1Y ‘
seqx , ,
Ou Rx 0. 0 R seqe 12! i1 .12 . Induct .9. Prop |

~

.82 vew . ReRely. wew . Ov R*“z.9.zs80
(@104 . 0 R'Z2 0. z1°0¢ 9. zev 11

seqx ‘
0y Rzz.2e0.0. 0 R seqz . sey 2 €U 12,
114 .12t . Induet 9. Prop |

19 eew- ReRely.o.@ 1+1n P3lu=n. r=m: X,YEU .

aRy oxy.17x R ay) .

Cette proposition affirme que deux progressions sont toujours deux
séries semblables, ¢’est & dire qu’on peut trouver une relation univoque et
réciproque dont le domaine ext I'une des deux progressions, et dont la re-
lation eonverse a l'autre progression pour son domaine, et qui ost tell(?
qu'aux termes qui précedent dans wue série correspondent des termes gqul
précédent dans l'autre, et viee versa.

[§1Propl8.0.9 rel A Py3(my = Ou - 7y = 10v) {14
Prop 81 .0: wew . Ou Re z 0. zew 124
Prop 82 .0: xeu . Oy Rz 2 .0.2'ev 134
11, 121,13y ot xEw . SR PRz 2 0. zeu . 2ev. 21T 144
§1 Prop 57 . §3 Prop 18 0. Tir PRw & 141 15

14151 . Q=relnFagun a3 =Rz PRz )t . P= viQ 0.0

Pel-+l . u=x. e=m: x,yeu . xRy Ozy. xR 1wy ... Prop ]
191 o/'simu .o, Wew
Dans cette proposition on démontre que toute classe semblable & une
progression est elle-méme une progression. Si P eit la relation univoque

et réciprogue entre u et u’ , R la relation génératrice de u, alors PRP

_est la relation génératrice de u'.
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[ w'simu 0. i 1-+1 ~ P's(uon’ . 2'u =u') {11 18 xeou .0 . 200
Pe 1-+1. wo . mu =u' : aeu .op, 2'= 12 . seqx’ = t?r(seqx) 9. - -
Pz . R seqx . seqx P seq o' .0. ' PRP seq 124 [ xzow .0u =& gu 2. Prop ]
Hp:2!. PRP =R’ .o. R’e 1-+1 . g'u o/ 34 16 ox,zeu . yeou . xRz . 0. 20z
Hp 13: . 2= sl I 0! - )
P B'= 170 0. @y'= '’y 4 [ —=o% u 0. w0 . =04 . zew' 1} {11 . Prop 2'15 .0. Prop ]
Hp {8 . 82 Cls . su/=p'w’ ¢s . g’(u’.s) 08 .0.°. .
Ou (Pe)s : a/Ps)u's .oz . seq (Pe) u's 5! Cette proposition prouve que le méme terme ne peut jamais revenir
{61 . Induct .0t wew .05 i Peyu's 161 dans une progression : tout terne différe de tous les termes précédents.
g;; .15;;3. ;6{’}” 1;s 11);;; ]o X'ew ox'. ey el 9 a,bsu .9.qu "~ ¢c3(aRb o)
- - [ 51°0y .0. aRb a 11}
% 2. Ral+l.pop.dTowo. .o
w = 3L+l . 000 . T gm0 . UE wp . D a’le . ceu o aRseqbseqc . seqe eu o 121
1 o% Ewp {1! . 12! . Induect .2. Prop ]
3[15’ mll’{l,;g OR'P:;;{]RR 0. qu & Vg’ 1 ‘21 abeu . 0. unc3(aRdc) € Elm
[ Prop 1-8 .0. Prop ]
11 @eu 2. eTu £ wy :
[ 4= ¢% % . Prop 21. Induet .o. Prop | 3 abeu .o. at+b=1un c3(aRbc) Df
—z 4 abweun .o, g@nn y3jeRa )byl
Note. o u= ys{ qures (2Rs y)|. b
12 xeu .o .20 seq (010 0. &R )" ¥
[ qu~gw . % ~gu & Elm 5. 04 0'14 114 (R )bi‘/ - qunza(yRe 2) 0. gu n zsje(Re ? Ra 2}
- - , segb ),
Prop 11 . 2eu 0. gzuea)g . 21002 u 121 - 0. g A zzia(Re S0V 121
1}. {2{ . Induct .9. Prop ]

11} . |21 .01 aew 0z . 20’ seqae |

La P 211 prouve qu’on peut omettre autant de termes qu'on veut 41 abeu .o . Ra)el+l
s .90,

au commencement d'une progression sans qu'elle cesse d’étre une pro- Re Oy &1-t1 1
gression : la P 2:12 prouve que tout terme d’une progression dxﬁ'ére de ¢ b i !
son successeur. (Re) e1-+1. §1Prop 57 .0. (Ra )Seqb e 11 12

i1{ . {2{ . Induct .o. Prop ]

13 vou.av.o.m*:gv
42 abaxeu . 0. uﬂJezx(Ra)bystlm

[ 20 @0 9. Oy ~ev & @& w=v .04, SCq =€V 1 [ Prop 2-41 .0. Prop ]
{1} . Inducs .0. —qunv 0. v=A 12 43 abreu 0. xtab=1u nyzlaRa)d 9 Df
12} .0t vOU . gv 2. Fumgv 9. Prop | ‘44 ab = Ou-ab - Df
214 vOu. . QUIV . VE Wy 48 abl’c.o.x+abl’ x+c [ Induet ]
p - . *46 ab0c o . x+ab0 a4-c [ Induct ]
{ Prop 218 9 qTmeu Hi 47 ablc =. x+ab 1’ x4-c
Hp .0. gvov 124 [ Prop 2:45-46 .o. Prop]
VAU . U 9. VD 3 ‘48 agu .9.a+40, =a
- ¢ ¢ - - ! :v ' \ * [ @40y = su A x3(aR%ux)=a ]
Tev . QUOV .0, SOQIL £V 01 TLV .0z, QTU OV DI LE V=pV 0. V=g u |4} ‘49 agu.o.0,4+a=a '

{4} . Prop 2-11 .9. Prop ] [ Prop 1-81 .5. Prop ]




— 180 —

28 abeu 0. RaRb = Ra+d
[ Re ROu = Re =R+ 0u
Re Rb = Retd 5. Rt Rseyp=Re R R =RetPR= Reeqla+d)
‘a 4 seqb= 1u ~wz(@Rsedx) = 1unxs g y#(aRby . yRa)t
= 1u s m (@,3)3(0x Re a.aRb y.yRx)!
181 . Hp:2{ .0. a-}seqb =runxaid uny:(Oy Re by . yBX)
. = seq(a--D) :
12 . 140 0. ReRb=Ra+? 0. Re Rseqb — Ra -+ sogb
{11 . 16 . Induct 2. Prop 1

31 a,bxeu 0. @wta) b= x4-(a+b)
[ (o-fa)+b=runzzigqunys@Raey . yR? 2)!
= nzacRe Rb z) .
Prop 25 .0. (@f-a)4-b=1u A za(@Rv2) = x-(a +b) ]

14
‘82 a,bxen 0. x+a4b = (c+a)+b
‘$3  abeu 0. a+b=0b+a
[ Ou 40y == Ou +O0u Bt Oy +ly=1lu=1lu +O0u
atly=1lu-ta.o: seqa--1u =(a-+1u) +1u =(lu +a)+1u

l
[l

Y
121

13

{41
151

Dt

21
13!

Hp ;8!. {8!.Prop 252 .0. seqa+1u =1y +@-+1u) +1lu =1u —+seqa 4!

121, 341.Ihduct 0. atly=1u-a
‘ =b-+1u +a=seqbta
114 . 16} . Induct .0. Prop ]

6  agu.D . alu=0a
. alu=1unas; Ou(Ra ylua| = unxs 1Oy Rr 0! = Oy +a=a]
60 aOy=O0uwa=0a
61 a,beu 0. all+1u)=ab+a
[@Ou +1u)=alu=a= aOu +u
a1y y=adb-+}-a ..
a(seqb-1y; ) =runacs| O u (Re yseydt-luge
= junxs,gunys0«Re-t+ey  yRe x)|
= yunxs} O y Rev+atar)
= 1unas; Oy Roseqp-+ox] =aseqb+-a
111.12{.Induct .0. Prop ]

611 a,beu 0. (b+1lu)a = ba+o

[ (b1 )Ou =O0u = b0u +Ou |

(+1w)a = ba+ta ..

O+ Y(ad-1u ) =1 nxsiOu Rb+1u) (1w
= suns}iya(Ou RO+H1Way  yREHuD)
= runaes)iys(Oy Riotay . yRIHuX)

.. =batatbt+le =batbtatlu
Prop 261.90. ba-+b+tat1u=ba+t1u )Ha+1lu

ibY

18¢ . at+b=0b+-a .0. a-}-seqb = a+b1+1u = a+1ly +b=1u +a+tb=1u 4-b+a

16!

121

11t

121
13

12¢ 181 .00 (041 w)a=bat-a .0. Bd+1u)a+1 w)=bla+1u) Fatlu {4}

11} . }4}. Induct .0. Prop ]

— 131 —.

262 a,bceu 0. alb+c) = ab+ac

a(b-+0y ) = ab=ab+-aOx 11
a(b4-c)y=ab--ac 0. alb--c4-1u )=a@b--c) +a=ab+}-ac+ta 121
. Prop 261 .5. abtac4-a=ab talc+1u) {31

Prop 2:53 0. ab Facta=act-abt-a=ac{-alb+1u )= a(b+1u )Hac 14}
121 181141 01 a(be) = ab-—ac 2. ab-+c+1v) = abtalct1u ) =a(®+1u )
+ac ' 154
{1¢.:5%. Induet . o . Prop |

63 a,b,eeu 0. (b+c)a = batac

[ (b+€)0u :Ou :bOu :-ﬁ—COu }1:

(b +e)a=ba tca 5. (bLc)atln)= (b+c)atb-re =ba+-ca+tb4-c
=ba-+t+b-+-ca+-c 121

Prop 2:61 . o: ba-+b="b(«+1u) . ca-re==c(a+1u ) 131

© 12018 .08 (bte) a=bat-ca 0. (b+c)(atl w)=bla+1u)+e(at1lu) 14
11¢ . 34t Induet .0. Prop ]

64 aben D .ab=1"ba

[ @0w =0x =0 1y
ab=ba ». alb+1u ) =abta=ba4a=(d+1u)a 124
11t . :2;. Induet .o. Prop ]

On a maintenant prouvé les lois formales de Paddition et de la mul-
tiplication: la loi associative de l’addition dans P 2:51, la loi commu-
tative de Iaddition dans P 253, la loi distributive dans 62 et 63, et la
loi commutative de la maultiplication dans -64. La loi associative de la
maltiplication résulte immédiatement (comme pour tous les produits relatifs)
de 1la méme loi pour le produit logique. Dans ce qui précéde on n’a jamais
présupposé les nombres : Ia théorie toute entiére s’applique a toute progres-
sion. De la découle dans une fornie générale toute 'arithmétique des nom-

bres finis.

g 3. Rel+l ,Eog'. gg-gw. UEwp . AD,CEU D1

‘4 Pel+1.yPz.xPseqaz 0. xPay
[ @ Pseqaz 0. g unws@Pe w . wPz) 11
Psl-+1 0. ws(wP#)¢Elm : 12!
121 . yPs 0. ysws(wPs) .o. Prop ]

11 Pg 141 . 2Py . xPscaaz 0. yPaz _
Dseqz = Pa1u = Pluta = PPa . i1
11} .9: xPseqrz . = . qus(@Pw . wle 2) ’ 12!

12} . 7x s Elm . 2Py o, yews@Pw . wPe z .0. Prop ]

12 xEou 0. X—1u==1UNY3 (SeqY=2) ' Df
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32 q u na3@Rxb .. bRxa)

q ou nxs(aRe b) . Prop 811 0. x—1y ¢ unys(seqa Ry b) 121
aROub 9. bRluseqa .0. o u nys(bRY seqa) - 134
i unx3bRe a) . zeun ax3(DR2 a) 0. bRsegxseqa

. o. @ uny3bRY seqa) 14!

1208041 0. qunaz(@Rr b . bR* a) 0. un ys(seqa Ry b.v.b RY seqa {5}
111,151 Induct .o. Prop ]
21 Oy & u nar3(aRxb «. VRxa) 5. al’d

22 Ou=g u n x3(@RxD «. LRxa) 0. 1 guwrw3(aRxD . bR a)

3 a>b .=. i ounx3(bRra) Df
31 a<b .=. [ ou »x3(aRxb) Df

32 at’b v a>b . a<lb

33 a>b .0. =(u<b)
[ a>b.alb .= g?zun(oc,y)a(aRI b.bRy a .0. HZunac—{—ye(aRffi-ya)

9. ~(Prop 2-16) {1}

{1} .0.°. Prop 2'16 2. a>b 0. ~(a<d) .".0. Prop ]

34 a<b 0. =(a>D) :

38 a<lb = b>a [ Prop 3:3:31 .5. Prop |

*36 a<<b 0. ac<bc

37 a>b 0. ac>be

36 4 Rel+l. oo . Homo . uEwe . a,b,cEQU D::

[ Prop 32 .0. Prop ]

1 aBe =. ab=c¢ Df
‘41 Be Rel
[ @su .0. ca(ab=c)s Elm 114
{11 . § 1 Prop 1'8 .0: ab=c¢ .9s. FRelnRmps(oat==tc . pmb=1c) 124
K» =RelnRsjqunacs(@b=c . o=x . g=ic)} . Ro =v* Ks .0.
aRp ¢ .=.ab=c .0. Ry I'B {3}

18} . & 1 Prop 1:95 .0. Prop] :

2 Be 1+1 .

[ 91'1u 0. Bel+l Y
Bel-+1 . dl'segb.o. Dsl-+1 R 12!

11} . 12} . Induect .0. Prop ]
‘3 degu 0: aBCd =. q u m3jab=n . dc=n} .=. bADc

‘4 BCe 1+1
[ B,Cel+1 .o. Prop ]
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&5 He Ne+l .o: 20pg =y .=. «Hy Df

81 Op == p3{(p=) e Ne-+1} Df
En mathématique on a I'habitude de parler des opérations plutdt que
des relations univoques. Les Df 4551 n’ont pour but que de permettre
I'emploi du langage habituel. La relation entre unec relation univoque et

 une opération s’exprime dans ces Df:1’opération suivie du signe d'égalité

signifie la relation correspondante.

6 r,—=gq3a Eu n (@,y)3(g= Opx ¥){ Df
61 b/c = Ops% Dt

Les P 4:6:61 donnent la Df générale des opérations qui corrrespondent
aux nombres rationnels. Il est important de remarquer que selon cette Df
aucun nombre rationnel ne doit étre identifié avec un nombre entier, puisque
les nombres rationnels sont des opérations sur les nombres entiers, tandis
que les nombres entiers ne le sont pas.

7 ab/(ac) = ajc [ Prop 43 .o. Prop ]

71 aBAb [ aBab . bAab .0. Prop |
12 g,q'er 0. & un (@,Y,3)3(g=wx/2 . ¢=y/?)
[ g=m/n.q'=m'[n’' . Prop47 0. g= mn’ [(nn') .q'= m'n/ (nn’) .5. Prop ]
T3 g=als =7 . g=yla=y/d . 2y 0. <Y

[ Prop 336 .0. Prop ]
74 . > » >y 0. 2>y

[ Prop 8-37 .0. Prop ]
‘8 q,deru 0. @Mg =: qg=x/z.9'=y/s ox,y,:. x<y Df
‘81 M & Rel

[ Cette P se prouve par la méthode de Prop 411, mais la preuve est longue ]

9 g,9'eru . QMq 0. @ run ¢"2(¢gMy" . ¢"Mq)
[ g=a'c. g'=Db/c.-(aRb) 2. ¢ M scqa je . seqa jc M be T
q=alc . ¢'=bjc . aRb . degx 0. g= ad/(cd) . @'=bd/(cd) . -(adRbd) 2}
{1}.12¢ .9. Prop ]

91 M*=M [ Prop4'9 .§1 Prop 2:3 .0. Prop ]

Pour éviter les confusions, j'ai désigné par M la relation d’étre moindro
parmis les rationels. On vient de démontrer que cette relation est égale &
son carré, ce qui prouve qu’elle engendre une série condensée. Dans le § 5
nous développerons la théorie générale de ces séries.

$ 5. Rel-+l.goo.d gmp . UEwp . A,h,C,dEU O
‘4 -+a=O0prgs Df ‘44 =g = Opxe Df

2 Rae = (Re) [ Induect ]

s e e e Ann
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3 fu = x2im w y3(r U +y)} Df
31 —u ==x3lm un y3(x I —y)i Df
32 tu=4uv—u ~ - Df

'8 g q'eru 0. q(D/C)q .=:gq=ualc.gd=1blc.

-3 E’u A (xy,5)3(a=rz . c=ys v b=x5 . c==y5) .0. a+d=b Df
41 +4d/c = Oppc Df 42 —d/c=O0p o) Df

B ry == x3{q un (Y,3)3(@= +y/3) -Df
B4 —ru = 237 uY,%)3(C= —y/2)| Df
1 ---ry est la classe des rationnels positifs, qui sont des opérations sur
es rationnels sans signes. Les classes u, T, 41, ru s'excluent mutuel-
lement: aucun terme de 1'une des quatre n’appartient & aucune des trois
autres.

§ 4.
Le fini et l'infini.
¥ 11 Clsinfin = Cls » u3{a una3(u= sim u)| Df
44 Cls fin == Cls= Cls infin Df

2 Clsinfin==Clsrug{xeu .0, u=txsimu}
[ §2Prop 85 .0t &,yeu 0. u= tax sim u=¢y 9. Prop |
24 Clsinfin=Clsn 43 ju=tx simu {

[ Prop1:2.xew.o. u=x 8it % 114
LmEWU 0. U= == U .9, U~ix Simu . 124
11} . {2} 0. Prop ]

92 Cls fin == Cls ~ u3 jwew 0. =(u =1 sim u)}
{ Prop1-1-11 .0. Prop ] 3
'3 wue Cls infin . w=gu 0. w vix € Cls infin
[ Hp . yeu .0. u=ty simu {11
{1} . §2 Prop 33 .0. usim uvix .0. Prop ) :
31 wwwx &Cls fin . w=gu 0. € Cls fin
{ Prop1-3. Transp .9. Prop ]
4 ueCls. uywr & Cls infin . x=grs 0. we Cls infin
[ wvix & Cls infin . 2~eu 0. w v simw . 11
{11 . yew . §1 Prop 3'51 .0. u sim u~iy .9. Prop ]
41 ue Cls fin . w=gu 0! uux € Cls fin’
[ Prop 14 . Transp .o. Prop ] S :
"8 ugCls. ax=gu 0: ue Cls fin .=. uuax & Cls fin
[ Prop 1'31:41 .0. Prep ]
.6 AgeCls fin )
| ue Cls infin 2. gu 0. Prop ]

— 135 —

164 Elm o Cls fin
[ we Elm .0, gaes(u= x) : Prop 1-41 . A¢ Clsfin 2. Prop ]

7 ugCls fin .0, T=u . Pp
e 2. Seg.ou

4 5 infin = o(Cls infin) ' Df

41 ofin = o(Cls fin) Df

42 sfin = o=oinfin | SeNe-+l .o, Prop ]

9 geofin = o+ 1o g0 fin | Prop 1 .2. Prop ]

91 e ofin = 202z + 1o
| Prop 1-22. §2 Prop 46 .0. Prop ]

3 Ro= 1Rel n RajaRy .=. we ¢ fin . y=x 410/ Dt
31 Roe 11 [ &2 Prop 852 . Se Ne+L.o. Prop |
32 Rso 0 [ Prop221 .0. Prop ]

33 go=o fin ,
[ xeo, .uSk.o. ue Cls fin 1

114 . Prop 1'7 .0, =% .0. '_E{E;ac .. Prop ]
34 go=ofin=io
L ae o fin . uSx . 000 5. [ .03 Yeu 9. U=ty Sig %L 0. Prop ]
38 o fin & Cls infin

cfin=o, . sfin-0 =g, -0 sim o, .0. Prop
a 4] [ o o

¥k 3. Seg.ou:

‘4 seCls.0s8s.0s(snofin)os.o.ofinos - Pp
‘11 Induct = Prop 31 | Dt
On peut, si on veut, définir les nombres finis par I’induction compléte,
et prendre comme Pp la définition 1-1. Mais je m’ai pas ‘réussi & déduire

une de ces P de 1'autre. Si 'on détinit une classe infinie par la propriété -
de renfermer une partie qui lui est semblable, on ne réussit pas 3 de-

montrer que la partie qu’on obticnt en enlevant un seul individu est sem-
blable & la classe entiére, ce qui a des conséquences fatales pour la théorie
des nombres finis. Sil’on définit une classe infinie par la propri¢té de rester
‘semblable & elle-méme quand on lui ajoute un terme qui ne lui appartient
pas, on excluse la classe de tous les individus, puisqu'on ne pent ricn
ajouter & cette classe. Pour ces raisons j'ai adopsé la définition 1-1, avec
les deux Pp 1'7 et 31, o .
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32 osfingw
[ Prop 2:3-31:33:34-3'1 . §3 Prop 1-1.2. Prop ]

‘8 ofin == Cls nuz {ag » S3( = ofin)} Df

31 ofin=o

| Prop 82.0.0finoe 114
Rel-+l.u=p.0cfin =¢.P=RRoR .0. ue @, 124
§2 Prop 154 .9. ue o fin {8 111.:2;. 43! 0. Prop |

On a maintenant prouvé que toute classe semblable aux nombres car-
dinaux finis est une progression, et vice versa. De 12 on déduit que tous
les résultats du § 3 s’appliquent aux nombres finis.

4 ug Cls fin 0. T wn ¢34 0 )
[ u=A .97 v .0u. wov ' {1
§2 Prop 39 . §3 Prop 191 .0: weElm . v'sw . xev 0. ¢'=12 Vit @
) 2. on vs(uor) 12¢
ue Cls fin . vew . wov . uSx . y=-cu .o.
wwty & Cls fin . wmy S 410 . waiy o vury
Prop 3:81 . Prop 2:35 . Prop 1'1'3 . §3 Prop 1'91 .0. vuy e
{8}:14} .01 ue Cls fin . vew . wor . uSk . y~cu .o.
waty & Clsfin . vuyeo . waty o vury . wuty S xt1o 154
{11 : {21 . {8} . Induct :5. Prop ]

41 we Clsfin 0. T wnv3juov . @ vz (yeu =. y<x )|
" Pour la définition de y<x, voir § 3 Prop 3'31.

[ u=A.vew .0 yeu .=. y<0y 114
wtElm . Prop3-4 .5, g wn v3(ruet) 121
vew . 1uev . §3 Prop 2-11 .0, 1 v vnz3 (2>1u) t@

’ 0. Forv's jwov’ . g’ Ars(yeu . =. y<a )} 18}

vee . ue Cls fin . uov . o mxs(ysu .=. y<ac) AR

vvisgw . uvize Clsfin . uvizd vus o xev : y<e .=, yeu . .0,
JoAV's o' . v'=v ==tz . xev' : Y& uv 1z .= Ly<Le | 14!
{1}.12}. {4] . Induet .o. Prop ]

‘42 Clsfin == Cls » uz{aw n oz [ wov . v 3 (Yeu =. y<x )|
On déduit que toute classe finie peut étre bien ordonnée.

‘8 wue Cls fin .0, =z Cls ~ v3 (vou . qu=v . usimv)
[ Seg.vSx.u-vSy .0, uS x4ty 11
§3 Prop 216 .0. x+y 0’ 2 .. Prop ] l
31 Clsinfin=Cls nu3 {a Cls~¢3 (vou . Tu=v. uslmv )
[ Prop 1-1: 351 . Transp :o. Prop |
La P 851 donne la’ définition habituelle de I'infini, de laquelle, ce-
pendant, il ne parait pas possible de déduire la P 1-1.

Stampatg coi tipi dells « Rivista di Mategx_:atica, » dalla Tip. Gerbone - Torino,
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36 u,0e Clsfin .0. uww € Cls fin
[ vou.o.uwv =1u.3. Prop
uer 9. uAv = v .9. Prop
qu=v . qu=u . 53§ . uSx . v-uSy 0. uwr Sty
184 . §3 Prop 2.2 .0. Prop
$11.12¢ . 14t .0, Prop |
61 u& Cls infin . v&Cls 0. 1wuve Cls infin
[ asu . ue Cls infin .0. usim w=rx 0. w v esimu v v=1x 9. Prop ]
62 1 wveCls fin 0. u, veCls fin
| Prop 3.61. transp .o. Prop ]

W o 10 -

§5
Les séries condensées
11 ReRel.Ro 0’ .R*=R.0. Pr = Clsnua{u o oug .-
LYEU Dyt 1Y w. RY . YR .
x,yeu . xRy Ozy. Tun 53Rz . 2Ry)] Df
11 $=Clsnuz}arel"RgR 00 .R*=R.ue r )} Df

Ces P donnent la définition d’une série condensée. Si R est une re-
lation contenue dans la diversité et égale & son carré, et si u est une

classe contenue dans la somme logique du domaine de R avec celui de R,

et si deux u différents ont toujours une des deux relations R,R, et si entre
deux u différents il y a toujours un troisiéme w, alors  est une Pr. La
classe @ est la classe de toutes les séries condensées pour toutes les rela-
tions qui engendrent de telles séries.

9 ReRel.Ro0 .R'=R:xe&ouo . 0,.08 U v O = oug: 9.
0, 0 ovoe P
3 ReRel.Ro0.R'==R.wedp.q 1= gu 0. =g e Elm

| aeu—gu . yeu=ix : *Ry . yRa 0. xRy 0. yeau |
4 ReRel.Ro0 .R*=R.n. P = P

5 ReRel . Ro0’ . R*=R . Sel-+1 . o€ Pr 0. o€ BIRS

| xeo. y1'ox 0. ySx (1)
a'sox . y'ltox’ 0. 'Sy’ . xRz’ 5. xRSy’ &)
(1).(2) 2. ySRSy . y'c o 3
y SRSy . SRSy 0. y SRSSRS y~ @
Se 1-+1 . R?>=R .0. SRSSRS » SRS _ ®6)

a.1901 4.331 RdM. t,7 10,

1
:
1
|
”




— 188 —

(4). 3) .0. GRS)? 2 §Rs ®
yBRS y” 0. on (2" 3 (52 . aRa” . 2"Sy”) )

(). R*=R . 8e 1+1 0. g o n(@',x”) s (ySc . xR’ . 2’SSx . 'R’ .
w/lsyrr) (8)

(8).0. SRS » (SRS)* . )
(6). (9) .. (SRS’ =B8RS (10)
Ro0’ . Se1-+1 .0. SRS o0’ (11)

(8) - (10) . (11) .0. Prop ]

Cette P donne une méthode par laquelle on obtient une nouvelle série
condensée par corrélation avec une série condensée donnée. Elle prouve
que toute classe semblable & une série condensée est elle-méme une série
condensée par rapport & une certaine relation. On a le théoréme plus gé-
néral: soit P une relation telle que Po0"P?P: la classe des séries du
méme type d’ordre que x est la classe des domaines des relations P’ telles

qu'il y a une relation S univoque et réciproque telle que P’ =SPS n=o0.
"Ce théoréme s’applique aux séries de toute espéce sans auncune exception.
J’omets la preuve pour éviter les longueurs.

"+6 ReRel . Ro0’ . R*=R.. ue®BR. P = Rungu .0. uePp. u=nun
Pour la Df de Rumgu, voir § 2 Prop 3-12.

% 2. PeRel.Po0’.P%=P. gc;—. nvm.ue Bp o
1 veCls. vou 9. a(ne) = nv

[ av=A 0. aze)= A 2. a(av) = av ) {1
v ... xenv 9. gonys (XPy): ©)
(2). P*==P .0. qurzz (xPz . :Py) .0. acsn(m,) ' 3)
xen(nv) 0. qunze | qenys (xPs . 2Py) | :

3. quny3 (xPy) .0. x3av 4)

. (3) (4) .. Prop |

‘2 veCls . vou 9. 7(n0) = 7w
3 pu=Clsrvglvou . av==v.av . qu=r} Df

4 ﬁu = Cls~»3{vou . = . qn . A=t} . D¢
pu correspond 4 ce que M. Peano appelle la classe des segments [RdM.

" t.6 p.133, § 8, P0}. J'appellerai pu la classe des segments inférieurs,
celle des segments supérieurs.

5 veCls.vou .4 von . & U=n 0. 7V EPU

[ 'Lf[v n; Q. nAY 1) Prop 2:1 .0. n(wv) = 7v (3]
- (1) .@) . guemv 0. Prop]] K
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231 veCls. »ou . Tvrx . AU=D D, TV EP
6 z,oepu .o v W VoD

[ vpepu. qu'=v.o. qu'ATT L0t e v oz, TU'AYS (ach) )
1. 'vspu 93 el Ox., XEV . VOV’ _ 2)
qr=r' 0. 0T 3) i (2).(8).2. Prop ]

Pour la définition de wx, voir §1 Prop 1-34.

61 e pu.ciror w ror

7 uT = v epr . vdr | va==r Df

'711 TeRel :

| §1 Prop 382 .0 r,i’gpte .=. oepuEput”’ (O (9) eRel  (2)
(=) eRel 3)

(1).(2).(8). 81 Prop 193 Prop 23 .0 (epuEp) A (9) f\(-") eRel 4)

4) .T= (epu e pu) A (3) A (==) .2. Prop |

Les P (2) et (3) de cette preuve sont des Pp, que nous aurions dil in-
troduire au § 1, si nous avions voulu faire une logique compléte: (2) af-
firme que l'inclusion d’une classe dans une classe est une relation, et (3)
afirme que 1'égalité des classes est une relation.

72 To0” . TWHT

73 T'=T ' ’
| »Te 2. gu'=v.0. gav'=o 0. Z0" A (L,Y)3 (T,Y=EV . x0’y) 1)
(1. xPy 9. eTar . 22T’ (2) (1).yPx ». vTay . ayTv’  (3) .
(1) . @) . (3 0. Prop | :
‘8 pug dp | DProp 1:1.2:71-72:73 .o, Prop | !

On vient de prouver gue la classe des segments inférieurs est une série ;
‘condensée par rapport & T. On prouve de méme que la classe des segments -
supéricurs est une série condensée.

% 3. PeRel. Po0 . P==P . 1= 717t : LEW D ABGIL WL = 1t D%
N rEpH O TE== pu na3(xTr) [ w0 7. wpu.o. Prop ] N
9 e Cls. e pit o, te == pi A x3idw n y3@Ty)} : !
21 wt = pi n X3\ Yew 9,. Ty | :
Pour la définition de wr, voir § 1 Prop 1-36.
3w gCls.wopu D Sl
we Cls . wd P . Aw . T Pl = A= 10 0.

4 VwEPpu
[ oeewfic.=. q wAes(xer . ve pu) = A VRHUA y3(xPyt
=y v yEPy) =, 2s a(viw) 1=V = alv'w) ]
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35 mw=r1t(Vw)
[ veww. = vepu . gwnza(vers) (1) ZeW 9. 12 0 (VW) @
1) . (2) .9. ve vw .0. ve U . ve T(WW) 9. TW O T(V W)
. Ve (VW) 0. VIVIW L U ===V W . [ VW =D
0. g wnzs(wTe) 0. verw 0. (v w)oTw 4
3).(4).0.Prop]

Cette P prouve que, si w est une classe de segments dlune série con-
densée, la classe des segments contenus dans un terme variable de w est
la méme que la classe des segments contenus dans la somme logique de la
classe des classes 2. Quand la classe w n’a pas de maximum, on déduit que
la somme logique des w est la limite supérieure des w: la classe w a done
toujours ou bien un maximum ou bien une limite supérieure. (Voir les P
3:6'7'8 qui suivent). La moitié¢ du th¢oréme analogue se démontre pour la
limite inférieure et le produit logique dans Prop 3-51.

Bt 7("w) o wr
[ wew .0 Awox 1)

1) .2TAw .9: xew .9 2T 9. 2e wr .0. Prop |

On ne peut pas prouver que rz(nw) = wr. Ce théoréme ne sera vrai
que quand w a un minimum ; dans le cas contraire, la limite inférieure
des w sera A‘w, et appartlendra dans certams cas & la classe wr, mais
non pas & la ctasse r(n'w).

6 Fpu M 3w = 1) { Prop35 .0. Prop ]
7T Aw = 20U 03Tw="12) Df
'8 vepu 9. ° Clsnw3(wd pu.v=~1w) [w=1 ]

Les P 8'6'8 prouvent que pu est parfaite pour les limites supérieures,
mais non pas nécessairement pour les limites inférieures. A'w, telle qu’on
vient de la définir, n’est pas toujours une limite, puisqu’elle est le maximum
8'ily en a un. Les segments qui composent la classe pu se définissent par des
classes quelconques comprises dans «. Dans le § prochain nous examine-
rons les segments et les limites qui s’obtiennent en employant exclusive-
mentce que M. G. Cantor appelle des séries fondamentales [ RAM. V, p. 157].

§ 6.
Les séries fondamentales dans une série condensée.

Les séries fondamentales sont des séries du type o, dont
chacune monte ou descend continuellement dans la série con-
denséde qui la contient. Dans le premier cas (1'1) j’appelle pro
gression la série fondamentale; dans le sccond cas (1'2) je 1'ap-
pelle régression. Quant & la série condensée, elle n’est sujette
4 aucune condition excepté qu’elle soit condensée: je ne décide
pas, par exemple, si elle est dénombrable ou continue ou ni
Pun ni Pautre,

— M1 —
s 1. PeRel.Po0’ . P'=P:x¢ aur .0. nxuivaw =

nu; ZMZJIU; P9 b
‘1 wp==onv3ivow: ReRel, . x,yev . kRY .05y. Py | Df
2 wp=wnv3}vou : ReRel, . x,yev . tRY .0y yPx | Df
Si v est une progression, Rely est la classe des relations génératrices
de cette progression (§ 3 Prop 1-12). Dans le cas actuel, on ne doit ap-
mettre comme relation génératrice qu'une relation qui satisfait & la con-
dition donnée. Une telle relation, si elle existe, est unique. Il ne faut pas
confondre wP et wx. Voir § 3 Prop 1-11.

3 aw =3} T wpr3(r==7)} Df
31 on =3} 7 wprv3(E=0n)| Df
% e =23} T op ~e3(r="10)} Df
31 on=2a3} 4 wprv3(@=a)| Df

Il ne faut pas confondre xow avec pu [§5 Prop 2:2]: pu est la classe
de tous les segments inférieurs de u, no est la classe des segments infé-
rieurs qui définissent des progressions. Ces deux classes sont identiques
dans bien des cas, mais je ne connais aucune preuve qu'elles le soient
toujours,

‘8 € wp.9, VOV | oev.9. ¢ Pseqx .0. 28 av |
‘81 € wp 9. O v

‘6 € wp.O. VR == UY=nD

[ xeva .0, xe Uumav @ -
28 Y=v 9. =g A Y3(xPy) 0.0, yer oy : yl'x V. yPx @)
yl'z 2. xPseqy .9. xeav 3
(2) . (8) .9.". weu=nv .0: yev .9y, yPw:o, wevr “4)

1).(4) .. Prop ]

‘61 V€ WF.0, VA == Umat¥ _

‘T nwodpu M nw oiu

8 vYewp.0: avoar w. av’onv [ § Prop 26 .0. Prop ]

81 vp'cwp.o Ao AV W O7W [ §6 Prop 261 .o. Prop |
s 2. PeRel.Po0 .P*=P:werun 0, axu tooumas =

U U= AT . 0,0 Eop 0%

1 28 .0, 3’ y2(@Py . yPseqx) 0. =a v'n vx

[ Hp:keo .ok gk 0. qv' nysigonxs(xPy . y P seqx) |
Re Rely . R'eRely . §3 Prop 2:11 . arev . yev' . aPy . yPseqa .0. ° 'u, Py vswP )
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H(l) 2 anst Pt Py’ . 4 ] vy )
P yev'.x'ep v. 2Py i Pseqr' 0. y's o 1 . 2)
39 v Ay”a(seqac P y” . y” Pseq seqx’) .ot seqy’ 1’ y” .v. seqy Py :
9. seqy’ P seq seqx’ 3)
@ .8 0. 280 oz 1ze 0. seqzeav (4) Hp.o. Ops 7w )

#) . (5 . Induct .2. 2’2 av .5. Prop |

Puisque cette démonstration est un peu compliquée, je la répéterai en
mots. La P afirme que si deux progressions v,»’ sont tels qu’entre deux
termes consécutifs queleconques de v il se trouve toujours au moins un terme
de o'y alors il n'y a aucun terme de ¢’ qui succdde A tout terme de z.
Soit  un terme de v, et ¥ un terme de v’ entre = ¢t seq x. Alors les

termes de v qui ne précédent pas @ forment une progression g¢ v, et les
termes de v’ qui ne précédent pas y forment une progression gv ¢'. Si alors
y -

a’ est un terme quelconque de o7 v, y' un terme de »' entre x' et seq a,

on deduit que y’ est un terme de Ey . Or il ¥y a un terme y” de g¥ '
". qui vient entre seq x’ et seq seq «’, et un tel terme doit ou bien dtr«,
seq g’ ou bien suceéder & seq y'; done seq y doit préeéder seq seq .

Il s’ensuit que, si z est un o' qui précede quelque v, alors seq z est aussi
un ¢ qui précéde quelque v. Mais par hypothése il y a des o' qui préce-
_dunt des v; done le premier terme de o' doit précéder des ¢. On déduit par
induction que tout terme de ¢’ précede des termes de v, ¢’est-d-dire qu’aucun
. terme de ¢’ ne succdéde a tout tcrme de 2.

22 - Hp Prop 21 0. av = m'

[ @env' 0. go'mys(xPy) - ' , o))
(1) . v'omw .0t xeav' 0z . xEAV 1. AV DAV : 2)
" aenv 9. Jonya(@Py) 9. go'nzs (xPz) 0. wenr’ 19, avomy! 3)

(2).(8).0.Prop]
: 3 weCls. woU  HL A 23(wonz) : xev D, Twn y3(xPy . yPseqar).
wny3(@Py . yPseqw) £ Elm : ¢z 0 wrw 0. ¢ € wp

-Cette P affirme que si v est une progression dans une série condensée u,

et si w estune classe confenue dans v et suceédant 4 un eertain terme de v, |

et s'ily a un terme de w, et un seul, entre deux termes conséeutifs quel-.
conques de v, et si finalement les termes qui succédent a tout terme de v sue-
cédent aussi & tout terme de w, alors w est une progression dans w.

[ Hp.§1Prop1-8 .0t xev .0z ql-+1 A Ry 2 10=0x .w ny3(xPy . yPseqr) =g i

- 280 .0z, Rw == 11-+1 A Ry 3jux = gz . wry3(@Py . yPseqr) = o * :
RweRelnR'sjaR'D .=. gvnxs(aRab)) . §3Prop2-16 0. Rye 141 (1)
RgRelq, 1RV D Wa= wnys(xPy . yPseqx) $8CqWa == Wseq 9. TR wtz .0,

wx Rw Rseq . seqe R@sequ 2. ws RR Ru sequs - 2)
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wz Pseqx . seqx Pseqwsz 0. we Psequws 3)
xer=i0s 2. wy P 0. -(w:);ac) 4)
v
@) . Hp .. wonls ®)
vmaws 9% Yew .oy, qu A x'3(yPseqx’) (6)
Hp (6) . §3Prop. 2-11 .0. vnx'3(yPseqx’) swp ’
yew . vrx'3(yPseqe) = v . & =00" 0. y =Wz ()
§1 Prop57.(1). R’ =TRwRRuw.0. Rieltl . we = 77(':9’-10 8
4
$eCls . wy &8 1 XeT . Wy €8 9z, sequz &8 93 2(Rwe)sw .9z, seqre(Rwe)sw (9)
v
) . Hp(9) . Induct .9 xev .0z, X(Rwe) sw 10)
Hp (9) . (10) . Rwel- .0 wz ew Ow. We &8 (1)
z
(7). (8).(11) .0. Prop } .
4 Fwpru3(tw=\ .7 =nw) | Prop2:3 .. Prop |
3 gon A 53z = wr) 9. vn n 33(nz = nr) €Elm
[ mz=av.:Pz 0. a8« =av (6}
a5 = av.z'Pz 0. ns'- = v @) (1).(2) .2. Prop }
6 mrans3(ns = av) 0. I'v = wn As3(n3 = nv) Df
‘61 wewp. mo:mza(?rz:frw) 2. I‘w=7u‘mz3(7zzmvw) Df

1'v et 10, telles qu’on vient de les définir, sont de vraies limites, tandis
bue 4'v et 2, » du § préecédent étaient oubien des limites ou bien des maxima
ou des minima. Puisque 1'v appartient & la classe v, I'v ne peut pas appar-
tenir & la classe v. qui du reste n’a pas de maximum, par définition. De méme
1, w n’appartient pas & la classe w, qui n'a pas de minimum. Si une opou
une wb posséde une limite, elle ne peut en avoir qu'une scule; mais elle

peut n’en avoir point. Dans les classes dérivées, W, W, W, W au contraire,
on peut démontrer ’existence des limites, comme nous allons voir.

3% 3 PeRel.Po0’ . P=P . 1 = 7mun : X€U .0,.700n (o =1 0.1

‘1 a,beu . aPb 2. dop n v3(AVINQ . TV O7D)
Cette P aflirme qu’on peut trouver une progression dont tous les termes
sont contenus entre deux termes donnés de la série condensée u.

[ xeu . xPb . P? == P .0. quays(xPy . yPb) @

§1 Prop 1'8 Rel+1 .;o o. E[Q?é L VEwe . 14+-1nR; 2(go ==t0+» .
LY

aPrp, . 19, Pb) : : _ b))
» »° .

§1 Propl'8 . (1) . Hp(2) . wev’ .0: g1 1Ry 2(oz = wx . aPigz . 19z Pb) 0.
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[;Il -+1maR seqx3 (Q seqx === f5eq¥ . ;é a;P;-é 8eqz » ;Zse qub) (3)

(2).(8). Induct .o: wev'.9p Fl-+1~Ry 3(0r =12 . aP1oz .19z Pigseqs . 10 seqaPD) 4

eV’ Oz . Sp el-+1ARz 3oz = . aP;éz .Téz P;é seqr .;’gsequb):
S =RelnR”sjqv'nrs(R”" =8z )| . R' =u'S ca.
Relsl.o =o' .o simv’ .7 0 7@ . mg' o 7b o)
(5) . § 8 Prop 1'91 0. p’swp (6) (3) . (6) .0. Prop]

Dans la preuve qu'on vient de donner, on prend d’abord une progression
quelconque v’ dont la relation génératrice est R. On prend un terme quel-
conque entre a et b, et on établit une relation Roy , qui subsiste uniquement
entre le premier terme de v’ et le terme qu'on a pris entre @ et b. Alors on
prouve par induction que pour tout terme  de v, on peut trouver une re-
lation Rr qui subsiste seulement entre a et un seul terme entre a et b, qui
précéde le seul terme auquel seq @« a la relation Rseqa. Alors on prend la
somme logique R’ des relations Ry pour toutes les valeurs de @ pour les-

quelles @ est un v, et on démontre que le domaine de R’ est une progression
dans u, dont tous les termes se trouvent entre a et b. Le processus qu’on a

employé peut se décrire comme « compter sans nombres »,

311 a,beu. aPb 0. 5P n v3(nw 0 na . av 0 ab)
[ § 5 Prop 1-4. § 6 Prop 31 .0. Prop ]

2 qw & D

[ vv'ewp.avTav’ . a,bewv’-av . aPb. Prop 81 .0.

TP AU 3(m0” 0 7@ . av” o ab) 0. P A 3(@Tar” . av"Tav') 5. Prop ]
Pour la Df de T, voir § 5 Prop 27

21 nwed
‘3 oned

[ Prop 16 .0: &,x'sox .=. u-x, w-z'e 7w (1) (1). Prop 82 .7, Prop |
3 wned

‘k Tmm D, A e = me A i € Elm

[ e 2z 0% ve wP 9v, @& 7w 0. XE AT ¢))]
Prop 312 . wex .0. 5[ wPA va(ie 1) 0. L-¢ Anw 2)

1).(® .85 Prop 1:3.0. Prop ]
4 Fmmrr 0. A 7w == nert . AwERIM
g Hrert 0, N 7t == gomrz , A wreElm
[ xen-x .02 ve T .00, 2EvT 0. TeA0om . 1)
aex . Prop.3'11'31 2. qoBAvs(xery) d.x-enon (2)  (1).(2) .. Prop ]

81 Fren . Meom = nen . AoneElm

6 o7 0. M = N\ Dem 34 N° (2) 0. Prop |

61 7on 2. M = A

1 mom 0. Nox = A

71 o7 9. Moa = A
3% 4 PeRel. Po0’ . P’=P. U=mu : XEU 2, OB == U O

1 2Ty = xyenw . 29y . x==1Y Df
11 Ty =. ryenw . xoY . ==Y Df.
12 2Ty =. @, yewm . 2oy . Tm =Y Dt
13 «Ty = oo,yewrvc LY L Xm=Y Df

‘2 genm .1 wT, 733015 =)

[ Prop 31 .0: yy,yseu . y Pyy Oylye. o Am3(ay, Tym . mTymy,) @)

(1) . Prop 2:1°3 . vewp . x =¥ : 281 OZ. Uy €7@ . asTyes s Tr(seq):

w = y3;gorzs(yl’ws ) o0 weon1 Jw = ]

Cette P preuve que tout terme de zw (¢’est-4 dire, tout segmenf. inféricur
de u) est la limite supérieure d'une progression de termes 'de'nw. Si v est une
progression dans u,  un terme variable de v, 7v est la hlnute’ des ’scgments
ax ; mais ce fait ne suffit pas a la démonstration de 4-2, puisqu’on n a.aucune
raison de croire que zx appartient toujours & la classe 7, c’est-a4-dire que,
si « est un %, « est la limite supérieure d'une progression dans u.

21 xgwn 9. 0T 33(1s =)

Cette P se déduit de Prop 3'11 comme 42 se déduit de 3-1.
22 g aw 0. A OT,n 53(12 =)
23 rgwa 0. T 0T, " 231z =2)

24 xEnw 9. T 0T, 331’7 = 1)
9% xg wn .9, FoT, ~ 238 =)
26 g nw 0. 0T, » 331z =)

27 xe wn D. AT, A 53(1,3 =)
La démonstration des Prop 22 —-27 ast semblable & celle de Prop ‘2. I'l
v a huit autres propositions de la méme forme que nous ne savons pas fle-
.montrer, et qui paraissent ne pas étre toujours vraies. Telle est la proposition
x€ nw . AT, M 33(,5 =)
‘3 z8wT, 0. 13 € aw
[ xez 0. xTseqx .0. quays@ETay . zyTseqx) ) 1) .
Prop 2:8 : 2ez 0.5 vx suny3(xTay . ayTseqx) : v = ws;ganrs(wl'vg)f .0
vew p . IV = av 0. Prop ]
31 zg 0T, 0.12¢ on
32 2€ wTy 9. 128 7w

|

Ry
. ;?

?
)

g ey,

des iz

S R4
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33 5€ 0T, 0. 128 @
"84 3& wT, 0. 28 2w

.35 z2& 0T, 2. 138 wn
36 7€ T, 0. 28 7w
'3{7 58 T, 2.1z wn :

ciaussiily i "eN " iti
raissent paS: léltlrg tzu;;;:sa\iz:;s.p’i‘?lﬁbgsl: ]1: ;)l;l);g;]i?i((.):.c.mmﬂblc aninepe
ze T, 0. I'z8 7w

Note au § 6.— On peut maintenant résumer les principaux résultats du §6. .

Une série condensée (une @) est une séric qui a un terme cntre deux
q.llelconqgcs de ses termes. Une telle série se définit par une relation transi-
n'\'e P,.qui im’plique la diversité, et qui est telle que P’=P. Si 2Py, on peut
dire que @ préeéde y. 8'il y a des termes en dehors de la série consi(iérée qui

ont la relation P ou P avec d’autres termes, on peut toujours trouver une
autre relation, équivalente & I dans la série considérée, et telle que tous les
term‘es’q?i subissent cette relation ou sa converse ap]’)artiennent 4 la série
co'ns’xderee (§5 Prop 1'6). Par conséquent il-est plus simple, et non moins
gfzneral, de. prendre comme tvpe de série condensée le domaine complet

d’'une relation convenable et de sa converse. d
. Soit % une telle série, P sa relation génératrice. Une progression dans u
est une série du type o, contenuc dans u, et telle qu’on a toujour;' x qu\a'
seq @,

sl i
Sioalcl :Zt un terme d(i la progression. Nous appelons op la ‘classe des progres-
ans . De méme,; wF estla classe desrégressions, ¢’est-a-dire des séries

de type o, pour lesquelles 2P seq 2. On peut construire une wp et une op
dont sout terme se trouve entre deux termes donnés quelconques de u ’
Toute classe v contenue dans u définit quatre classes dans u: .
(1) v, qui contient tous les termes tels qu-il-y aun v qui suceéde & eux;

(2) frzv, qu% cont.ient tous les termes tels qu’il y a un » qui les précéde ;
(8) wx, qui contient tous les termes qui précédent tout terme de v ’
. 1l

(4.) v, qui contient tous les termes qui succédent & tout terme de v.

Sl v est une progression, (1) et (4) sont seules importantes ; pour une ré-
gression, (2) et (3) sont seules importantes. Si v est une pro,g'ression tout
terme de u a'ppartient 4 (1) ou (4), et (1) n’a pas de dernier terme; m;;is on
ne peut savoir (dans le cas général) si (4) a un premier terme ou xion’ On a des
remarques semblables si v est une régression. ‘

Qn avance maintenant 4 la théorle des segments, qui constitue une gé-
néralisation de la théorie des nombres réels. On a quatre classes de segments:

(1) La classe no, qui est formée de toutes les classes v, oitv est une a;x;

"quelconque: .

~(2) 1a classe o, qui es : o - . _
quélcongue; » qui est formée de toutes les classes av, ol v est upe P

ooy

la classe des nombres rationels, et ¢ est une progression dan

— 4% —

(3) La classe wz, qui est formée de toutes les classes v, olt vestune 5
quelconque ;

(4; La classe o, qui est formée de toutes les classes vmr, 00l ¥ est une wp

queleongue.

Chacune de ces guatre elasse est une @, done la relation génératrice se

dérive de inelusion logique. Tout terme de wm est le produit de u et de 1a
£1q

négation du terme correspondant de zwy et de méme pour W et @t Les
classes 2 el @7 peuvent avoir des termes communs; par exemple, si u est
s u qui n’a pas
de limite rationelle, ’ une régression qui détermine la méme section (dans
le sens de Dedekind). Si 2 est une série qui satisfait au postulat de conti-
nuité de Dedekind, 77w est @ n'ont [pas de itermes eommuns § car alors il y
aura un dernier terme dans toute classe qui a ppartient & la classe @7, et dans
aucune classe de AW,

Dans chacune des quatre classes 7@, 7w, (T, O, on peut construire une
progression ou une régression, qui aura toujours une limite appartenant &
une des quatre elasses, mais pas toujours a 1a classe qui coutient la dite pro-
gression ou regression. De plus, tout terme de chacuie des quatre classes est
la limite de certaines progressions, ou bien de certaines régressions, mais
1on pas néeessairement {a ee qu'il parait) de toutes les deux s et les termes
des dites progressions ou régressions n’ont pas besoin d’appartenir & la méme
classe que le terme qui extleur Hmite. Ces résultats sont en détinitifles suivants:
Tout terme de 7o est lalim, d’une pr. dans 7w ct d’une pr. dans wzx

» aw » » am > W
» wn » régr. > aw > ws
» w7 » ’ » C» Tt » T

Toute progression dans w ou dans o a unc limite dans 7w

> » » aw » wT » » (O]

» régression > A > w » » w1

» » » :"m) » wit » » w7
Donc: ‘
2w est identique & la classe des limites de progr. dans 7 ou wn
;a) » » » » » » T » W
wn » » » » régressions » mw » wx
W » » » . » 2 » nnw » WR

Nous n’avons pas réussi 4 prouver qu’aucune des quatre classes est une
série complétement parfaite; mais chacune d’elles est parfaite ou bien &

e e

e g e < oai
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droite ou bien & gauche, c'est-2-dire ou bien pour les régressions, ou bien

pour les progressions. La somme logique de 77 et wa, ou de 7w et w7, est
une série parfaite ; mais cette série ne sera en général pas condensée. ‘Car
8'il existe dans » une progression v et une régression v’ ayant la méme limite
dans % (ce qu’on sait &tre possible), alors #v et v’z seront consécutifs dans
la série 7w v -7, car v’z ne contiendra qu’un seul terme qui n’appartient
pas & av, savoir la limite commune. Donc 7zw v wx n’est pas en général
une série continue.

Nous n’avons pas réussi & prouver qu'aucune progression ou régression
dans w ait une limite, quoique nous ne connaissions pas d’exemple d'une
série condensée dont aucun terme n'est un &lément principale (dans le lan-
gage de M. G. Cantor). Nous ne savons non plus prouver qu'il y a des termes
de 7w qui sont des limites de régression, etc.

On sait d’aprés M. G. Cantor comment prouver tous ces théoremes si u
est une série dénombrable [RAM. V,pp. 129-162]. Nous ne développons pas
ce sujet, puisqu'il n’a €té traité & fond par M. Cantor. Dans le § 6 nous avons
seulement voulu déduire les résultats qui sont valables pour toute série con-
densée, sans introduire d’autres conditions.

BERTRAND RUSSELL.

Recensione.

L. CouTURAT — La logique de Leibniz d’aprés de documents
inédils, Paris Alcan 1901,

Che ’esame dei manoscritti di Leibniz, a distanza di un paio di secoli
dalla sua morte, abbia potuto ancora dar materia al rintracciamento di
frammenti o di opere, paragonabili per valore & interesse a quelle che di
quel gran pensatore erano finora pervenute a cognizione del pubblico, &
un fatto che pud sembrar strano e poco credibile a chi non ponga mente
al genere delle questioni alle quali quei frammenti si riferiscono.

Tali questioni appartengono infatti ad un campo di ricerche il cui ac-
cesso richiede, come condizione indispensabile, il possesso simultaneo di
cognizioni e attitudini intellettuali che, riunite eccezionalmente ed emi-
nentemente in Leibniz, vennero poi in certo modo a esserc ripartite fra
le due classi, ben distinte e quasi antagonistiche, dei suoi eredi intellet-
tuali, cio¢, da una parte i matematici e dall’altra i cultori degli studi
filosofici.

Cid rende anche, nello stesso tempo, ragione di un altro fatto notevole,
messo chiaramente in luce dal presente volume del Couturat, che, cio&, per-
fino negli scritti del Leibniz, gia da tempo pubblicati, le parti che toc-
cano piu davvicino gli argomenti a cui abbiamo sopra alluso, ciod in
particolare i vari metodi di rappresentazione simbolica dei ragionamenti
deduttivi e il concetto generale di un algoritmo operatorio (calculus ratic-
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cinator), sembrano non aver quasi richian}ato sopra (.ii sé alcutlla attentz‘w:e;
ed essere giaciute non meno neglette o 1gno‘rate di quelle altre parti,
esse affini, che gli editori delle opere di Leibniz non avevano finora neppur
della pubblicazione.
Stim;]t;pﬂsgjl zome hg ragione di notare il Couturat, & pre_cisamente alle
ricerche e alle considerazioni in esse esposte che & necessario far .capo‘per
rendersi conto della origine prima e delle intime sorgenti da cul.ddenﬁvla-
rono, per espressa testimonianza del Leibniz stesso, tanto le sue tl ee . :—
sofiche piti originali quanto le sue scope‘rt.;e }161 campo della matematica.
Si le une che le altre sono da lui infatti ms‘lstentemex}te .presentatt? corlr;e
delle semplici « applicazioni » di quelle sue.specu.lazmm gen‘er.a,h stu '1
logica deduttiva e sull’arte di scoprire (Combmatﬂ)rm characte.rlshca e fara‘
inveniendi) alle quali egli non ha mai cessato‘dl .attende‘m in o.g'm ﬂit,
della sua vita intellettnale, e delle quali le traccie (:} sono rimaste '1r‘1 quella
serie di frammenti e di tentativi che, gia segnalatl‘ §u quesfa Rntxsta da;
Vacca, sono ora per la prima volta dal Couturat presi in considerazione nle
loro insieme, e analizzati e comparati in rapporto al concettc fondamentale
i cui no lo svolgimento.
“ cu%;;mlrszig:; [ quellf della possibilitd di estendere:, al di fu:ori' del
campo dell’algebra, e della matematica in 'gf:n(?rale, quei pro'cessx di ge-
duzione automatica che, basati su un’analisi rigorosa d(.’,lle 1de‘e'fo%1 a-
mentali e sull'uso di opportune notazioni idcografiche, si sono ivi dxfno-
strati tanto fecondi ed efficaci come mezzi di accertamento e di indagine.
*
%
E ai suoi primi studi sulla logica scolasti'ca e al t'asFino .che, come
egli stesso ci informa, questi esercitarono su d.x lui fin dai s11101 anni p(;u
giovanili, che occorre risalire per trovare il primo germe delle §uei 1nr:e i-
tazioni su questo soggetto. (Mihi adhue puero nect.ium. nisi vulgaris log icae
placita noscenti, expertique matheseos 'nes.cz'o quo instincty s'ubn'ata cogr:;txo
cst posse excogitari aliquam analysin no.t-lonu'm unfle combm(gwfze quaoanf
exsurgere veritates et, quasi numeris, aestimar: possint. Elem. Rationix) Cou
. o 84.
mla%’tﬁ?(: .si’:it-to De Arte combinatoria, da lui pubblicato mer}tre non era
ancora ventenne (1666), e il cui titolo sembra accennare a un ulteriore in-
luenza esercitata su lui dagli seritti di Raimon.do Ifullo, (‘1uest.0 germe
& gia sviluppato al punto da indurlo a un tenta_tlvo sistematico dl'l‘appl‘-e.-
sentazione simbolica dei concetti della geometria elemenfare metilantt.: ri-
duzione di essi a un certo numero (precisamente ventlsctt.e) di nOZl.Ol%l
primordiali (notiones primitivae) che egli designa con_numer‘l px:ogress,llwz
Da queste coll’uso di pochi altri segni, indicanti le varie specie di rel.azwrln
e di « combinazioni » che tra essi si possono stablhr.e, (?gh' co‘strl'nsce le
definizioni di tutti gli altri. Tali definizioni sono da lui d‘lstr}b.ulte in varie
classi, in ciascuna delle quali sono successivan.xente combinati i concetti le
cui definizioni figurano nelle classi precedenti. o
Non & senza importanza notare a questo riguardo ceme egli insista
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continuamente sull’analogia che questo proeesso di decomposizione e suc-
cessiva ricomposizione di concetti presenta con quelli aritmetici di decom-
posizione d'un numero nei suoi fattori primi, e di successiva ricostruzione
dei suoi divisori per mezzo di prodotti parziali tra questi.

La dimostrazione d'una proposizione generale: « Ogni A & B», & con-
cepita da Leibniz come consistente nel porre in chiaro, per mezzo di una

. sufficiente analisi del significato dei suoi termini, che l'insieme delle pro-
prieta che, prese insieme (simul sumptae) costituiscono la nozione B, fu
parte dell'insieme delle proprietd che costituiscono la nozione A. '

Prendendo le mosse da questo concetto, egli si propone anzitutto di
determinare, dato un numero limitato'di « nozioni primitive », quale sarai
il numero nelle proposizioni « dimostrabili » che si possono costruire, as-
sumendo come soggetto (o come predicato) una determinata nozione « com-
plessa » (costituita cioé da un determinato gruppo delle nozioni primitive
date).

Per quanto riguarda le proposizioni generali affermative, la prima
delle suddette questioni & da lui risolta seguendo un procedimento analogo
a quello che conduce a determinare il numero dei divisori d’un dato nu-
mero (che sia prodotto da numeri primi tutti diversi fra loro); la seconda,
quella cio¢ di determinare il numero delle proposizioni di dato predicato,
¢ parimenti ridotta a quella di determinare, quando sia data una elasse
finita di numeri primi, quanti sono i multipli d’un numero dato (eguale al
prodotto d'un certo numero di essi) che si possono ottenere moltiplicandolo
‘per 'uno o l'altro dei prodotti risultanti dalle diverse combinazioni (senza
ripetizioni) di quelli, tra i numeri primi dati, che non figurano tra i suoi
fattori. '

Per quanto riguarda le proposizioni particolari affermative di dato sog-
getto Leibniz si limita ad osservare che, poiché la proposizione « Qualche
4 ¢ B > non pud, in conformitd alle note regole di conversione e di sub-
alternazione della logica scolastica, esser dedotta se non dall’una o dal-
Taltra delle propdsizioni generali affermative che hanno 4 per soggetto e
B per predicato oppure I3 per soggetto ed A per predicato, il numero di
quelle tra esse che sono ‘¢ dimostrabili ,, sara dato dalla somma dei due
numeri sopra calcolati, rispettivamente, per le proposizioni generali di dato
soggetto e per le proposizioni generali di dato predicato.

Dopo aver cosi calcolato il numero delle proposizioni affermative ¢ (i-
mostrabili ,, che si possono costruire colla combinazione d'un dato numero
di nozioni * primitive ,,, Leibniz, proseguendo in queste sue ricerche di
“ logica enumerativa ,,, si propone di determinare anche il numero delle
diverse dimostrazioni che di ciascuna di esse & possibile trovare e, in parti-

" colare, data una proposizione universale affermativa ‘¢ dimostrabile ,, ** Ogni
4¢ B ,,, quanti sono i sillogismi che si possono costruire (sempre nell’ipo-
tesi di un numero limitato di nozioni primitive) aventi per oconclusione la
detta proposizione. Tale numero, corrispondendo a quello delle nozioni
‘complesse che in tali sillogismi possono fungere da ‘¢ termine medio .., &

. da lui calcolato determinando, nel modo gia visto sopra, il numero delle
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nozioni * complesse ,, atte a figurare nello stesso tempo come predicati di
proposizioni generali -affermative aventi A per sog‘getto,. e come sogge.lrtl
di proposizioni genecrali affermative aventi B per 1‘)md1cato. E ana‘log 1.0,
considerazioni, sebbene alquanto pilt oscure e eomp.llcatc, sono da lui pm.o
applicate al caso dei sillogismi aventi per conclusione una data propoxi-
zione generale negativa.
£
# %

Giova notare, prima di passare all'esame degli altr? seritti l?gici di
Leibniz posteriori al ** De arte combinatoria ,, , come egli, pur quahLﬁ‘cand.o
questo suo primo lavoro come un ¢ essay d'escolier ,,, aggiunge; *¢ mais
le fond est bon et j'ay basti lu-dessus ;. ) ) R

In una serie di saggi portanti la data del 1679,‘tro'vmmo mfatttx L.el.bm%
occupato a costruire, sulla base dell’analogia sopramdlcata_ tra 1 ax’mhsx'dm
concetti e la decomposizione dei numeri nei loro fatto'rx, ¢ c<?ll l‘ﬂt&‘}rmro
impiego del segno di negazione, un sistema coere.nte di 1}9ta2}01m1 simbo-
liche atto a rappresentare, non solo le varie specie di proposizioni, m‘a anche
le trasformazioni e le operazioni deduttive che su essa si pos'son‘o ef}et.tx‘mrc.

Egli osserva anzitutto come, dato un sistema di ¢ nozioni prlm.xtu'f "
a,b, c..., basta far corrispondere ordinatamente ad esse d_el num’erl ?Illtl.l
per es. 2,8,5,7, ete. per poter indicare, senza al.cun perlco}o d.eqmvou,
ogni nozione ** complessa 4, , derivante da qualsiasi loro coxinb-mamione, 1?1(:-
diante il numero corrispondente al prodotto dei nwmeri primi designanti le
nozioni primitive dalle quali tale nozione compl-essa <) cos.tituita. e

Cosi per es. se con 2 e 3 si indicano rispettxvan}ente i co.ncettl ani-
male ,, e ** ragionevole ,,, il numero 6 indichera “ a.mmalfs raglonchle vy

Se nella definizione della nozione complessa che si tratt.a di rappre-
sentare simbolicamente, entrano, oltre ad alcune. delle nozipm date anche
le negazioni di alcune di esse, ogli convieie d} r?m‘)resen'tarla con due
numeri, uno dei quali sia il prodotto dei numeri primi ?orrlspondentl alle
nozioni * positive ,, ¢ Valtro il prodotto di quelli ch_e c:orrlspond’ono alle 1.10-
zioni negative, e di distinguere tali d}m prodotti 1'uno dall’altro prefig-
gendo al secondo il segno — di negazione. o o

Cosi per es., avendo 2 e 3 i significati sopra md.xcatl, se’mdlchu.uno
con 5 e 7 rispettivamente i concetti: * europeo ,,, ** ricco ,,, I'espressione
simbolica: (6,—30) .
esprimera il concetto: ** animale ragionevole, non ricco, non europeo ,,.

Dati due numeri qualunque 2,2’ (che siano prodotti fh f.‘at?o'n primi
appartenenti all’ * altaheto ,, introdotto per notare le nqzwm pnmlt}ve po»t.u.
a base d'una data trattazione) si potrd constatare 51.1b1t0 se la nozxm‘w c(.n:
rispondente al simbolo : (n,—n’) sia * possibile ,,. (ciod non ("01‘1tradxtt0r10,
verificando se i due numeri 7, 2’ sono primi tra loro (ppxche in caso con-

" trario la nozione in questione conterrebbe un fagtore della forma a—a).

Per verificare poi se la nozione (n,—n’) possa figurare 'c'ome sog:gctto

in una probo.sizioue universale affermativa, avente per predicato un’altra
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data nozione (m,—m'), bastera, in conformitd a c¢id che abbiamo visto in-
dietro, verificare se n & divisibile per m e inoltre anche n’ per m'.
Condizione invece perché si verifichi la proposizione generale negativa

avente per soggetto (n,—n’) e per predicato (m,—m’), & che i due namori

n ed m', oppure gli altri due »' ed m abbiano un fattore comune.

Le corrispondenti regole per le proposizioni particolari, sono da Leibniz
ridotte a quelle sopra enunciate per le proposizioui generali, osservando
che le proposizioni particolari, affermative ¢ negative, equivalgono rispet-
tivamente alla negazione delle corrispondenti proposizioni generali nega-
tive o affermative.

Dal fatto che i numeri m,% ;m’ n’ entrano simmetricamente nell’enun-
ciato delle condizioni di validitd sopradette, relative alle proposizioni ge-
nerali negative e particolari affermative, Leibniz deduce immediatamente
la nota regola scolastica della ‘* conversio simplex ,, ¢ con analoghe con-
siderazioni cerca di dimostrare quelle relative alla ‘* conversione per con-
trapposizione ,, (Formul. a. 1901 2-4), alla ‘ conversione parziale ,, non
che quelle relative alla validita dei sillogismi delle varie figure. Ma le dif-
ficoltd e le complicazioni contro cui vennero ad urtare i suoi tentativi di
estendere questo metodo di dimostrazione a tutte le norme della logica sco-
lastica sembrano averlo indotto a rinunziare a ogni ulteriore elaborazione di
tale simbolismo logico-aritmetico.

* %
La sola traccia importante che queste due prime idee relative all’ana-
" logia tra l'analisi dei concetti e la decomposizione dei numeri in fattori,
abbiano lasciato nei suoi scritti posteriori & rappresentata dalle convinzione,
da lui non mai abbandonata anche in seguito, di una distinzione ¢ asso-
“luta ,, tra nozioni ** primitive ,, e nozioni * derivate ,,, distinzione che,
come quella tra numeri primi (** primitivi ,,) ¢ numeri non primi, egli ri-
guardava come affatto indipendente da qualunque considerazione relativa
all'ordine e alla forma delle singole trattazioni. (Cfr. Formulaire 1901, p. 7).

Un’altra osservazione, da non omettere a questo proposito & quella
della perfetta eoincidenza tra la corrispondenza stabilita da Leibniz tra la
proposizione : a est b, e 'altra: a & divisibile per b, e la corrispondenza indi-
cata nel Formulario (a. 1901 p. 23) tra le due proposizioni;

xeCls.aDb
xe N . aest un diviseur de b.

Poiché, infatti, Leibniz designa, con a, b, non le classi, ma le condizioni
da cui le classi sono determinate (1), la proposizione a est b significa, per
lui, non l’inclusione di una classe ¢ in un’altra b, ma invece, come gia
accennammo, 'inclusione dell’insieme di condizioni che definiscono la classe
b nell'insieme di condizioni che definiscono la classe @; la qual cosa, appli-
cando a tali insiemi o classi di condizioni, le notazioni del Formulario (Cfr.
ed. 1901 p. b), si esprimerebbe scrivendo: d D a (2). .

(1) « Do ideis loguimur non de individuis ».
i2) « A et B idem est qued A continet B » {Cfr, Couturat p: 345),
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Un’analoga considerazione spiega come, per Leibniz, al mim'n'lo c0fnnn
mulsiplo di due numeri, venga a corrispondere, non la somma loyzc(f di due
classi, ma la classe formata dagli individui godenti della somma logica t?elle
condiziont a ¢ b, cioé il prodotto logico delle due classi definite rispettiva-
mente dalle condizioni « e b.

* %

Una fase ulteriore delle speculazioni di Leibniz sulla logica & rappre-
sentata dai due scritti ** Speoimen calculi universalis ,, & ** Ad specimen cal-
culi universalis addenda ,, , che, nelle edizioni di Erdmanh e di Gerhardt, fu-
rono pubblicati solo in parte. .

In essi Leibniz comincia ad enunciare un certo numero di assiomi lo-
gici (propositiones per se verae), tra i quali, oltre quelli che si riferi.scono
alla proprietd commutativa dell’operazione logica fondamentale da lu} con-
siderata, cioé del prodotto di duc classi, (o della somma delle condizioni
che le definiscono), figurano il principio d’identita (a est a) e laltro: ab
est a. (V. Formul. 1901 § 1,58 e §2,1°3). .

Da questi, coll’aggiunta del principio del sillogismo (‘¢ S'z a es't b, etd
est ¢, « est ¢ ,,), egli deduce una serie di altre proposizioni esprimenti le n?te
proprietd dell’operazione logica suddetta, e, in primno luogo, quelle re}a'txve
alla ‘¢ composizione ,, ¢ ** decomposizione ,, dal predicato d'una proposizione
universale, ciot:

“ Siaestbetaestc,aestbe,,

¢ Sjaestbe, aestbetaestce,,

A questi due enunciati egli fa scguire l’osscr\'azione. che, per quanto
riguarda invece il soggetto, & lecita la ** composizione (,, sz.a est ¢, et b est ¢,
ab est ¢.)), ma non la ** decomposizione ,,, non potendosi da ab est ¢ de-
durre « est ¢, né b est c.

Dimostra, in seguito, la proposizione:

“ &5 est b, ae est be ,, (Formul. 1901 § 1,55, §2, 1'5)
deducendone, nel modo pure indicato nel Formulario (§1,5°6), il** praecla-

rum theorema,,:
’ “ Siaesthetcestd, acestbd ,,.

Alla domanda se, reciprocamente, dalla proposizione: ac est be, si possa
dedurre 'altra: @ est b, egli rispounde che condizione necessoria & sufficiente
perché tale deduzione sia lecita & che b e ¢ non abbiauo- ‘olemenﬁ comuni
(non sint intercommunicantia) col che egli intende sigmificare che le¢ due
nozioni b e ¢, decomposte 'una e 1'altra nelle * nozioni elementari ,, che le
costituiscono, non abbiano aleuna ** nozione elementare ,, in comune. Per
esprimere una tale relazione di non-intercommunicatio tra due classi di con-
dizioni b, ¢, Leibniz non ha a disposizioue aleun simbolo. L’indicarla, come
fa il Couturat, scrivendo

he =o
& certamente lecito purché perd si avverta che il prodotto be, in questa
formola, rappresenta un'operazione affatto diversa da quella indicata da
Leibniz scrivendo ac o ab (per es. nella proposizione ab est ac). Con ab in-
fatti Leibniz come vedemmo rappresenta Vinsieme delle condizioni che co-

a.1901 4,337 : RAM, &7 1
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stituiscono la nozione a e la nozione b (cioé la somma logica di tali con-
dizioni, somma logica alla quale corrisponde il prodofto logico delle classi
corrispondenti); il be invece che figura nella formola sopradetta, vuol in-
dicare il prodotto logico delle classi di condizioni designate con b e c.

Ne segue che, se si adotta la suddetta convenzione del -Couturat (ed
& necessario adottarla se si vuol tradurre in simboli il teorema enunciato
da Leibniz) la proposizione in questione, enunciata coi simboli del Formu-
lario, da luogo alla seguente formola:

a,b,ce Cls. buc D ave . be=A : D b Da
la quale esprime una proposizione vera e non soggetta ad alcuna delle
critiche che il Couturat muove all’enunciato di Leibniz (a p. 341, Nota 4).
ES
* %

Come documento delle varietd di sigmificati attribuiti da Leibniz ai
simboli di cui fa uso & notevole un frammento (inedito) portante la data
del 1684, e nel quale I’espressione a est abc & assunta per indicare cié che
ora si chiamerebbe la somma logica delle proposizioni: x est a, x est b, x
est c.

Tra le proprietd dell’operazione cosi definita, che ivi sono prese in con-
siderazione, figura in primo luogo la seguente: ‘* Si x est abede et y est cefy
x est ¢,, colla quale Leibniz intende rappresentare in simboli il procedi-
mento seguito dai geometri per determinare un punto come intersezione di
due o piu suoi luoghi, o anche dagli indovini per trovare un oggetto date
due o pit classi di oggetti a cui esso contemporaneamente appartenga.
(Couturat p. 344).

*
®

Nel saggio di poco posteriore (1686) portante il titolo ¢“ Generales in-
quisitiones de analysi notionum et veritatum ,, ’espressione a est bc torna
ad assumere il significato che aveva, come vedemmno, nello “ Specimen cal-
culi universalis ,,, ¢ ad essere definita come equivalente al sussistere si-
multaneo delle due proposizioni a est b, a est c. Gli assiomi posti a base della
trattazione nello Specimen, vengono rienunciati con qualche modificazione
ed aggiunta (tra cui quella relativa alla proprietd della negazione: non
non A=A). .

Cid che caratterizza questo saggio & la tendenza ad esprimere le rela-
zioni di ¢ inclusione ,, mediante quelle di ¢ ugnaglianza ,,. Cosi la propo-
sizione 4 est B3 viene espressa colla formola: A==BX la quale indica che,
per ottenere l'insieme delle condizioni che definiscono la classe A, occorre
assumere, oltre alle condizioni che definiscono la classe B, anche un certo
numero di ulteriori condizioni il cui insieme & designato dalla lettera X.

" (Cfr. Formul. §7 1'4).

Dalla formola A=BX egli deduce 'altra A=AB, moltiplicando la prima
per B e sostituendo nell’cspressione cost ottenuta (cioé in AB=BX, a BX,
il suo valore A).
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Basandosi sulle quali premesse, egli dimostra il prineipio del sillo-
gismo: Si A=AB et B=DC, A=A (Sostituendo nella prima di dette ugua-
glianze il valore di B, dato dalla seconda, ottiene prima A—ABC, e da
questa, sostituendo in essa ad AB il suo valore A, dato dalla prima, ri-
cava: A=AC. Nou enuncia perd la proprieta associativa di cul qui fa uso
implicitamente).

L’applicazione di questo stesso metodo di rappresentazione alle propo-
sizioni particolari fu da Ieibniz tentato in diverse riprese e in vari modi, i
quali si possono ridwrre a due tipi: quelli cioé consistenti nel far precedere
anche il soggetto da wn segno di ** classe indeterminata ,, (come fecero pint
tardi anche Boole e Jevons) e quelli basati invece sulla considerazione, a
cui Leibniz, come vedemmo, era gid ricorso in una precedente occasione,
che le proposizioni particolari, affermative o negative, equivalgono rispet-
tivamente alle corrispondenti proposizioni universali negative o affermative.

In questo secondo caso egli rappresenta le proposizioni: Qualche 4 ¢
B, Qualche A non ¢ I3, non solo colle formole:

A non = X non B A non = X3,
ma anche colle altre assai piti convenienti:

AB est res A non B st rex,
dimostrando poi I'equivalenza delle espressioni:

AB non est res A non B non est res
con quelle da lui prima adottate

A=A non B A=AB

per le proposizioni generali.

11 fatto perd che con questo sistema di notazione veniva a essere pre-
giudicata la questione del significato ™ esistenziale ,, delle proposizioni ge-
nerali, questione da cui dipendeva Valtra delle legittimita delle regole della
logica scolastica relative alla ** conversione ,, ¢ alla * subalternazione ,,,
sembra exser stato d’ostacolo a che Leibniz tracsse tutto il partito possibile
da queste sue idee di eui I'ulteriore sviluppo della logica matematica mise
piu tardi iu luce 'importanza.

#

Lo stesso si pud dire anche d’un’aitra idea contenuta in questo stesso
opuscolo (Generales inguisitiones ete.) quella cio¢ dell’analogia tra le re-
lazioni di deducibilite, o i equivalensa di proposizioni, ¢ le relazioni di énclu-
sione o di coincidenza di classi, idea che sewbra essere stata suggerita a
Leibniz dal © parallelismo ,, (gid notato da Pascal) tra i processi d'analisi e
definizione delle nozioni e i processi di dimostrazione e di riduzione delle
proposizioni le une alle altre.

Allo stesso modo, egli osserva, come la proposizione ‘¢ 4 est B ,, signi-
fica che le condizioni richieste per l'applicazione del nome A, implicano,
o contengono, le condizioni indicate dal nome B, cosl la proposizione:

v Si 4 est B, Cest D ,,
. . °




— 156 —

esprime che 1'affermazione (1) A est B, contiene, o implica come conse-
guenza, la proposizione “ C est D ,,; per modo che essa pud essere indi-
cata con: :

(4 continet B) continet (C continet D)
o anche: (dest B) est (CestD).

La perfetta conformitd tra le proprietd della copula ‘* est,, (o ‘‘ con-

tinet ,,), nei duc ecasi, &, da Leibniz, riconosciuta ed enunciata in modo
non meno chiaro ed esplicito di quanto avvenne piu tardi per parte di
Peano (1888) e Schroder (1891):
. Per A aut B intelligo vel terminum vel enunciationem. (Couturat p.355).
E notevole a questo riguardo l'analisi che egli fa del senso delle con-
giunzioni * sebbene ,,, * tuttavia ,, (efsi, famen) le quali servono a negare
che le due proposizioni, tra cui figurano, siano deducibili I'una dall’altra,
ciod ad esprimere, per le proposizioni, il sussistere di quelle relazioni che,
nel caso delle classi, sono espresse dalle proposizioni particolari (2).

Con frasi poco differenti da quelle usate poi da Boole egli afferma che
¢ peritates absolutae (cioé categoriche) ef hypotheticae easdem habent leges et
iisdem generalibus theorematibus continentur ,,, ed interpreta la proposi-
zione A est B come perfettamente equivalente alla seguente:

¢« Si L est A, L est B quelque soit L, ,..
(Couturat pag. 355, nota 6, Formul. 1901 §1, 4-3.
*
*

Posteriore a quelli finora esaminati & ritenuto dal Couturat lo seritto:
Non inelegans specimen demonstrandi in abstractis. Anche in questo Leibniz
dopo aver definito la relazione di ‘“ identita ,, (1), cerca di ridurre ad essa
tutte le altre relazioni della logica e in particolare quella di ¢ inclusione ,,
che egli definisce nel seguente modo:

“ 8i plura simul sumpia coincidant uni, plurium quodlibet dicitur
inesse vel continert in uno isto. Ipsum autem’ unum dicitur continens
(Couturat pag. 365). "

Il che & anche da lui espresso in simboli dicendo che ¢ A inest B
equivale a: ¢ B=A+-X. K
~ E importante notare come la dipendenza che Leibniz viene cosi a sta-
bilire tra il senso che egli attribuisce al segno -- e quello che attribuisce
alla copula inest, fa si che, per lui, anche il primo sia suscettibile di rap-

presentare due operazioni logiche diverse a seconda che la parola inest che.

figura nella sua definizione & interpretata come esprimente l'inclusione di
una classe (soggetto) in un’altra (predicato) o invece come esprimente la
inclusione delle eondizioni che definiscono una classe (predicato) tra le con-
dizioni che definiscono un’altra classe (soggetto).

(1) Cum dico A est B, el A et B sunt proposiliones, intelligo ex A sequi B. (Couturat,
pag. 335, nota 1), ’
(2) « A est vraie quoigue B soit vraie » s¢ traduit par: « De ce que B soit vraie il ns
s’ensuit pas gue A soif fousse (Cfr, Coutarat, pag. 357, nota 2),
<
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Che Leibniz, nello seritto di cui ora parliamo, oscilli, in certo modo,
continuamente tra tali due interpretazioni della copula inest & messo fuor
di dubbio dagli esempi di cui fa uso. Cosi egli esemplifica le due proposi-
gioni: * A inest B,,, B inest C ,, colle seguenti: ¢ Quadrilaterum esse,
inest parallelogrammo, et parallelogrammum. esse, rectangulo ,,, aggiun-
gendo perd subito: Inverti haec possunt si pro notionibus per se consi-
deratis, spectemus singularia sub notione comprehensa, et fleri potest A
rectangulum, B parallelogrammum, C quadrilaterum. (Couturat pag. 374,
nota 1).

Ora il fatto che, a seconda che si adotti I'una o 1'altra delle due in-
terpretazioni per 'inest, il segno |- viene a rappresentare, rispettivamente,
1a somma logica delle due classi tra i cui segni & posto, o la somma logica
delle condizioni da cui tali classi sono definite (somma logica a cui eorri-
sponde, come gia si osservd, il prodotto logico delle classi rispettive), basta
a mio avviso a giustificare le citazioni storiche, tratte appunto dall’opera
di Leibniz di cui ora parliamo, che si trovano nel §2 del Formulario 1901
(riportate in seguito alle proposizioni dall’l-3 all'16 e dal 2-1 al 26).

Poiche infatti, nello seritto in questione, cid che Leibniz esprime, pro-
miscuamente, talvolta serivendo A-+B, talvolta scrivendo semplicemente
4+ AB (2), ¢ in fondo sempre la stessa operazione logica, o pit precisa-
mente le stesse due operazioni di logica (cio® la somma delle condizioni de-
finienti due classi, e il prodotto delle classi stesse), le varie proprieta che
egli enuncia dell’'operazione - che egli considera, possono tanto riguar-
darsi come riferentisi a quella che attualmente si chiama moltiplicuzione
logica guanto a quella che ora si chiama 'addizione, purché solo si av-
verta che, in questo secondo caso, le classl di cui parla Leibniz, e che
egli _indica un @ e b, sono * classi di condizioni ,,.

1 da notare infine a tale proposito come l'osservazione che fa il Cou-
turat (pag. 373) a proposito delle seguenti proposizioni cominciate da Leibniz:

« Da A inest B+-C non si pud dedurte * A inest B ,,, non esclude
affatto che questa pure, come le rimanenti, corrisponda, per Leibniz, nello
stesso tempo alluna e all’altra delle due seguenti asserzioni:

1) Dal dire che la lelasse di condizioni A & confenutfa nella somma
delle due classi di condizioni B e C non si pud dedurre che essa sia con-
tenuta nella classe di condizioni B. (Il che si esprimerebbe in simboli di-
cendo che da ADBUC non si deduce ADB);

2) Dal dire che la classe, determinata dalla condizione A, contiene
quella determinata dalla somma delle condizioni B e C, non si pud de-
durre che essa contenga quella determinata dalle sole condizioni B. (Il
che, indicando con a, b, ¢, le classi determinate rispettivamente dalle con-
dizioni A, B, C si esprimerebbe in simboli dicendo che: da bcDa non si
deduce bDa).

(1) Eadem saunt quorum alterutrum ubilibet potest substitui salva veritate »,
(2) Pro A+ B posset simpliciter poni AB (Couturat pag. 364).

s
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B SO%&:;?;:Z%Zoizzcrt(’ngi;i c.purc 1(11:1 ripetere per civ che riguarda la
conte oo g »y y definita, nello stesso opuscolo, da Leibniz, nel se-
e Sc“A contiene B e se C contiene tutto cio che & contenuto in A
eccetto ¢io che ¢ contenuto in B, si dird che C & uguale ad A—B ’
Venendo cosi infatti anche il concetto di ** sottr?uzione comew' a
quello d% addizione, a dipendere da quello di ¢‘ ¢nclusione ,, :;;l’cll’c.\'so}::‘;i‘xll':
zeﬁ?;:ie(;l;i;cz .della stessa duplicitd di senso che abbiamo notata nel caso
) Ci6 & messo in chiaro dagli esempi stessi che Leibniz eita, per la re-
lazione A —B=C, tra i quali figura il seguente: Homo—]{jlliou li
‘Brutum, corrispondente alla formola: ( e
. ' Homo = Brutus -} Rationalis (1).
II d}vcrso significato del segno di sottrazione (detractio) ¢ di quello di
negazione (‘‘ non ,,) & caratterizzata da Leibniz col dire: Anon A e%t l1
surdum, A-——.A est nibil, ¢ il contrasto tra le proprietd dell’'uno e deli‘altn')(;
é. espresso d.xccnd.o che: ** 2on ,, repetitum se ipsuin tollit. Detractio repe-
tita non tollit se ipsam sed terminos cui praefigitur... Verbi gratia A o
non B %-st ‘AB, sed A— —B est A ,,. (Cfr. Couturat pag. 379 ;xot-x 1 o
L.elbm:a tenta pure di estendere la sua dcﬁnizioncbdi ALB i;llcll);! al
ca‘so in C}u la condizione che ** A sia sontenuto in B ,, non sia soddi *ffxtt(
L espressione A~B ¢ allora da lui designata come esprimente un’ “b pot.
tatx.va. di sottrazione (expectatio dectractionis), ¢ paragonata ai nwm :’f.SPeC'
gativi d'ull’Algcbra, in quanto, quando essa figuri come ag iun?:l,“ -
segno di c.lasse C, tale che C4A contenga B, dA luogo al?i‘. »i'es~si: u“
C+4-A—B, il cui significato ¢ determinato dalla definizione gia ;]Iata ‘so;:lra.

%
®

) Chiuderd questa rapida rassegna degli scriiti logici di Leibniz
pita colla scorta del volume del Couturat, notando ocol Couturat }stcor‘n.
:oF?i glentre' per ¢id che riguarda la proprietd delle operazioni f;)nda::;ﬁ:
“a ixn 1c a logica (pf'c‘s‘a ognuna a s¢ 0 nei suoi rapporti colle relazioni di
inclusione ,, o di ** coincidenza ,,), ben poche siano quelle, ora note, di
cui negli seritti di Leibniz non si riscontri enunciato .com: forma o
meno esplicita e determinata, per cio che riguarda ix,xvccc quell : i’l‘l?
potreb'bero chiamare le proprietd vicendevoli delle dette opera7io;xib or Tl
la reciproca distributivitd della somma e del prodotto lowiC(; L, Pe; -e .
I"elrce), o la definibilitd di ciascuna di queste due operazionli3 per lgnef/lm (;r;‘
la'ltra e del segno di negazione (De Morgan) ecc., egli sembra vor ln.
sciato quasi tutto da fare ai suoi successori. ' ) aver I
La sua costante preoccupazione di non scindere le considerazioni re-

(1) Alirove dice anche: §i A = tria = i
aequilaterals ». ngulum, B = aequilaterale A 4- B erit « triangulum

" (per quanto godenti di comuni proprietd),
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lative alllinclusione o all’eguaglianza tra classi da quelle relative alla

coincidenza, parziale o totale, delle condizioni che le definiscono, lungi da
facilitargli il riconoscimento di quel principio di * dualita ,, (pit tardi sco-
perta dal De Morgan) da cui dipende tanta parte della semplicita e della
simmetria che caratterizza attualmente il calcolo logico, sembra esser stato
per lui il principale ostacolo a una concezione netta della somma e del
prodotto logico, come di due operazioni fondamentalmente distinte tra loro

e come suscettibili percio di es-
sere considerate nei loro reciproci rapporti.

La parte del volume del Couturat, alla cui considerazione mi sono li-
mitato nel presente resoconto, quella cio¢ direttamente riferentesi al sim-
bolismo della logica matematica non & certamente la sola che contenga
documenti e osservazioni di cui sarebbe opportuno l'esame e la discussione
su questa Rivista,

Il contenuto tuttay
speculazioni logiche di Lei

ia delle parti rimanenti, pur riattaccandosi alle
bniz, e pur concernendo argomenti ad esse in-
timamente connessi, quali il caleolo geometrico, la costruzione d'un lin-
guaggio scientifico universale, il progetto d’ un’ enciclopedia del sapere
umano, ecc., potrd senza inconvenienti, e anzi con vantaggio, formare

oggetto di altri gpeciali resoconti.
G. VAILATI

Bari, 12 ottobre '01.
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DIZIONARIO DI MATEMATICA

Un Dizionario di Matematica, cioé una raccolta dei ter-
mini che si incontrano nelle opere matematiche attuali, insiecme
alle osservazioni che servono a precisare il significato o i si-
gnificati d’ogni termine, quali I'etimologia, la storia, la defini-
zione, quando & possibile, riuscird un lavoro utile tanto sotto
Yaspetto scientifico quanto sotto quello didattico.

La moltiplicitd dei termini usati per rappresentare una
stessa idea, e la moltiplicita dei significati in cui & usato uno
stesso termine costituiscono un inconveniente troppo diffuso e
ben noto.

11 Dizionario potrd guidare individualmente ogni autore
nella scelta dei termini piu opportuni pel suo lavoro.

Esso ¢ pure il lavoro preparatorio onde ottenere una ter-
minologia scolastica uniforme; questione questa di alta impor-
tanza e a cui si interessa la Societd « Mathesis», ¢ di cui dot-
tamente riferi il prof. E. DE Amicis nel Congresso tenutosi a
Torino nel 1898.

Esistono libri aventi lo stesso titolo del precedente, quali:

G. S. KLUGEL, Mathenatisches Worterbuch. Leipzig a.1803-
1831, 5 vol.

cui fa seguito il

« Supplement » von J. A. GRUNERT. Leipzig 2.1833-36, 2 vol.

A. S. DE MONTFERRIER, Dictionnaire des sciences mathé-
mathiques pures el appliguées. Paris a.1838, 3 volumi. (Altre
copie portano l'indicazione Paris a.1845).

H. SoNNET, Dictionnaire des Mathématiques appliquées. Paris
a.1867, 2 vol.

Ma queste opere voluminose contengono sotto ogni nome
le proprieta principali dell’oggetto indicato da quel nome. Ad
es, sotto il nome di Derivala si troverd un sommario di cal-
colo differenziale. Esse sono enciclopedie, ¢ come tali non pos-
sono competere coi trattati comuni, perché disponendo i vari
soggetti in ordine alfabetico, si perde completamente l'ordinc
logico, che ha importanza fondamentale in tutti i trattati.

s —
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Essi poi non contengono quasi mai l'etimologia e storia dei
nomi, elemento importantissimo pel perfezionamento della ter-
minologia. '

Infine essendo fatti da una sola persona, per quanto dotta
e laboriosa, hanno sempre un’impronta personale; le inesattezze
ed errori che inevitabilmente si riscontrano in opere di questa
natura non possono piu essere corrette, non essendosi ristam-
pate edizioni ulteriori.

L’opcra recente

F. MiLLER, Vocabulaire Mathématigne (francais-alleinand).
Leipzig 2.1900 p.xi14-132.
¢ voluminoso perche consta in gran parte di termini antiquati,
¢ di termini proprii all’astronomia, all’astrologia, ccc.

Esso poi si limita in generale a dare la corrisnondenza fra
le parole francesi e le tedesche.

Eccono un estratto:

Abaciste, Abacist
abaisser, erniedrigen
abaque, Abacus.

Di qui non si ricava alcun significato dei termini. Anzi,
essondo i termini matematici in gran parte internazionali, il
dizionario si limita a una variazione di desinenze.

Vedasi pure MULLER, Ueber der Mathematische lermino-
logie BM. a. 1901 p.282-325.

Per quanto possano essere utili i lavori precedenti, nessuno
risponde alla questione.

Ritengo che il dizionario matematico, quale ora si intrap-
prende, avra un piccolo volume, come ne fa fede la parte che segue.

i sommamente utile che il dizionario sia un lavoro di col-
laborazione, e che prima della stampa definitiva esso sia visto
da un gran numero di persone. E cio per togliere ogni carat-
tere individuale al lavoro; perché nccessariamente un solo au-
tore imprime al suo lavoro un carattere unilaterale. Inoltre la
raccolta riuscira pitt completa, potendo ognuno aggiungere quel
nuovo termine, o quel nuovo significato d’un termine che cre-
dera pit opportuno.

Il libro riuscira emendato dalle sviste in cui si cade ne-
cessariamente in un lavoro di qaesto genere.
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Sara bene che il dizionario contenga solo i termini che
trovansi effettivamente nei libri in uso oggigiorno. I termini
antichi eccezionalmente possono essere riportati, se ¢’é qualche
vantaggio a richiamarli in uso. :

Lo scopo principale del dizionario & quello di poterne
estrarre una terminologia da adottarsi in seguito. Ma le discus-
sioni su questa scelta sarcbbero attualmente intempestive, prima
che il lavoro di raccolta del materiale entro cui si deve sce-
gliere non sia terminato.

Queste le ragioni che esposi nel congresso dei professori -

italiani di Matematica, tenutosi.a Livorno nell’agosto 1901. Ivi
si & convenuto di pubblicare un « Dizionario di Matematica »,
mediante la cooperazione di

Mathesis, societa fra gli insegnanti delle scuole secondarie,
presiedute dal prof. G. FRATTINI a Roma,

Periodico di Matematica, diretto dal prof. G. LAZZERI, a
Livorno,

Rivista di Matematica, diretta dal prof. G. PEANO a Torino.

Aderirono pure :

Il Bollettino di Malematica, diretto dal prof. A, CONTI a
Bologna,

Il Dilugora, diretto dal prof. G. FAzzARI a Palermo.

La prima parte di questo Dizionario si riferisce alla Logica
matematica. Un saggio di questa parte fu presentato al con-
gresso medesimo. Completato con aggiunte apportate dai pro-
fessori VACCA, ‘VAILATI e PADOA, qui ne segue un’edizione prov-
visoria.

I membri e i collaboratori degli enti associati possono pub-
blicare sul rispettivo giornale le aggiunte, correzioni e osser-
vazioni che crederanno opportune.-

Trascorso un tempd sufficiente, si passera alla stampa de-
finitiva di questa prima parte .del Dizionario.

T ST I O
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PARTE 1* — LOGICA MATEMATICA

In questo Dizionario hanno posto i termini generali che incontransi
nelle pubblicazioni matematiche. Sono esclusi cio® i termini proprii del-
I'Aritmetica, della Geometria e delle altre parti della Matematica.

T termini sono accompagnati dalla loro etimologia o da spiegazioni o
escmpi intorno al loro valore, o ai loro valori, e dalla loro trasformazione
nei simboli usati nel « Formulaire de Mathématiques » (¥) quando la cosa
& possibile. Questi termini non sono perd accompagnati da una vera de-
finizione, perché l'esame di quali si possono definire ¢ quali no, richie-
derebbe tutta la Logiea simbolica.

(*y Abbreviato in Formul. Qul si citerd I'edizione dell'a. 1901, Paris, Carré et Naud.

Addizione logica. Vedi «Somma logica».
Analisi, ard-Av-6(c = so-lu-zione. Opposto a « sintesi».

Al testo di Euelide, libro 13, secondo Heiberg t.4 p.3o4, furono
agginnte da qualche commentatore le definizioni di analisi e sintesi,
ma poco chiare. La prima, come sta seritta, enuucia una forma di
ragionamento errata. Lo stesso fa Pappo libro 7 p.o34.

In Archimede, Della Sfera libro 2 prop. 4,. D'analisi del problema
consta nel porre il problema in equazione, € nella sua risoluzione.
La sintesi ne & una specie di verifica o prova.

11 ragionamento analitico cousta d’una serie di sillogismi della

forma b e . a b .. uc.

Inveee mnel ragionamento sintetico i sillogismi hanno la forma

adb . e D ae.
Appartenere lat. adpertiiere, ha assunto il valore di «cssere parte» (vedi).
Altre volte significa « & un ». (@ appartiene alla classe a) = (acea.

Arbitrio. « Presi ad arbitrio due numeri a e b» vale quanto « Se @ e b
sono nwmeri ». Vedi essere.

Articolo. Termine grammaticale.

Diversamente unito al verbo « essere » (vedi) gli da i valori &, ==, D).

Assioma = d&lwpa da déog = degno. Vale « proposizione primitiva »

" indicata nel Formul, con Pp. ’
Aleuni A. fanno differenza fra assioma e postulato, a seconda del
grado di evidenza.

Associativa. Essendo a,y degli individui d'una classe, sia oy un indi-
viduo della stessa classe. Il segno a indica un’operazione. Quest'ope-
razione dicesi « associativa » se qualunque siano a,y,# nella classe,
si ha:  (eay)az = xa(yez).

Sono associative le operazioni aritmetiche - e X, e le logiche newv
1l nome « associativo» fu introdotto in questo senso da Hamilton
Cambridge J. a.1846 t.1 p.50.
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Assurdo lat. ‘al?surdus c‘ht.a in origine significava « che suona male ».

’(la cf)ndlzxone Pz ¢ in x assurda) = (non esistono degli x che sod-
disfacciano alla condizione pz) = (~g 23 pz ).

Ge}lt?ralxnen'te la condizione p; ¢ 1l'affermazione simultanea di piu
condizioni, e allora dire « il sistema & assurdo » vale quanto « le
condizioni sono contradditorie».

Astrazxong..Dxcesi, in logic‘a matematica « definizione per astrazione »
la definizione d’una funzione gx, avente la forma :
) @x =@y .= . (espressione composta coi segni precedenti),
ciod non si definisce il segno isolato ga, ma solo 'ugnaglianza gx = ¢y
-‘v- .2 . . : ’
Avere si traithforma in « essere ». Es. « Se si kanno due numeri a e b »
vale « Siano a e b dei numeri ».
(4 e 6 hanno per massimo comune divisore 2) = [2=D4,6)].
Campo = classe.
Class_e = classis, idea primitiva, indicata col simbolo Cls.
Coesistere. (Le condizioni d'un sistema coesistono) =
(il sistema non & assurdo).
Coincidere vale « essere eguale ».

Commutativa. Sia «way una funzione di e di y. Si dice che l'opera-
zione a & commutativa se xay = yax.
S(fno .commutative le operazioni logiche n e v, e le aritmnetiche 4-e X.
‘Dxces1 poi che due operazioni f e g a eseguirsi su una sola varia-
bile 2 sono commutabili fra loro quando flgx)= g(fx).
In analisi sonvi numerose coppie di funzioni commutabili.

) Questo termine fu introdotto da Servois, Annales de Math. a.1815 p.50
Compatibili = coesistenti (vedi). o
Comune. (Classe comune alle classi @ e b) = anb.

Comunque = ad arbitrio (vedi). '
Conclusione = Tesi (vedi).

Condiszionz = proposizione contenente variabili.
o a . e X s
Lo cos(;;:i;:rll?sii, ;a proposizione « x & un a» in simboli « xea»,

\’iFe\'ersa se pz ¢ una condizione in x, si pud considerare la «classe
degli x soddisfacenti alla condizione pz » indicata col simbolo « x3py »
che si legge « o tale che pz ». Si ha ) Px '

o x3(rea) =a xe(xspz) =pz.

Qumd% data una classe, risulta determinata una condizione, e vice-
Yersa. Sicche i termini « classe » e « condizione » esprimono l; stessa
idea sotto due aspetti diversi. Nel Formul. si usa il solo simmbolo Cls

Conseguenza. (La proposizione p & conseguenza della g) = (¢7)p) '
Contenere. (La classe a & contenuta in b) = (dall’essere a si deduc;z' es-

sere b) = (aDb).

— 165 —

Contradditorio, Contrario. In logica scolastica il contradditorio del
giudizio (proposizione) a b & —(ab), e il contrario & aD=b.
In matematica pitL proposizioni condizionali diconsi contradditorie,
se il loro prodotto logico & assurdo (vedi).

Conversione. Regola di logica scolastica, per cui
dalla proposizione « qualche a &b » sipassa alla « qualehe b & @ »
e dalla « nessun @ & b » si passa alla « nessun b & @ ».

Siccome in logica simbolica queste proposizioni si secrivono qanrb,
e —qanb, la conversione & una forma della regola di logica simbo-
lica, detta « commutativitd del prodotto logico ».

La conversione ora considerata dicesi pure « conversione semplice ».

Si converte la proposizione « ogni @ ¢ b » in « qualche b & @ »;
¢ questa operazione dicesi « conversione parziale, o per aceidente ».
Si noti perd che in questo caso la proposizione «ogni @ &b» non si-
gnifica ab, ma bensi « a b . qa ».

Corollario da corona, corolla, corollarium = appendice. Cosi Boezio Con-
sol. 3-10 tradusse il greco 7¢QIOMA = conseguenza jmmediata d’un
teorema.

Costante. Alcune volte & un pleonasmo. « Sia @ una gquantitd costante »
vale quanto « acQ ». Ogni lettera ha un valore costante in una
stessa formola, e un valore variabile da formula a formula.

Applicata ad una funzione, la parola « costante » & tradotta con
const, simbolo definito nel Formul. §70.

Dare, ¢ un pleonasmo. ( Siano dati due numeri « e b) = (siano a e b
dei numeri).

Deduzione. Se p e ¢ souno proposizioni, la proposizione « da p si deduce
q » chiamasi deduzione, e si indica con « pq 2.

Se a e b sono classi, ab si suol leggere « ogni a &b»s;e vale
quanto « dall’essere a si deduce essere bo».

La deduzione si esprime nel linguaggio ordinario sotto piu forme.
Vedasi condizione, necessario, sufficiente, conseguenza, ...

Definizione abbreviato in Def. Nel Formul. & un’eguaglianza il cui primo

membro ¢ il segno nuovo che si definisce, ed il secondo un gruppo

noto di segni. Es. (Numero primo) = (Numero divisibile solo per st
stesso, e per l'unitd).

Aleuna volta si definisee un’espressione contenente lettero variabili ;
¢ la definizione & preceduta da un’ipotesi. Es.

(Essendo a ¢ b delle frazioni) .. a-+-b = (espressione composta con

a ¢ b e coi segni delle operazioni aritmetiche sui numeri interi).

« Definizione possibile » & un’eguaglianza che, per un possibile
ordinamento della scienza, pud essere assunta come definizione.

Data una P, si riconosce facilmente se essa sia una definizione
possibile. Diventa o no una Def, a seconda della teoria e dell’arbitrio

dell’autore,

i
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Ilsegno =d’una definizione suol leggersi « dicesi, chiamasi, indica

significa, rappresenta ». , 7
DlmOStI“aZIOn(‘. Una dimostrazione ha in generale per scopo di persua-
derci della veritd d’una proposizione.

Alcune volte la dimostrazione d'un sistema di proposizioni gia chiare
o verificabili eoll’esperienza, ha per scopo di analizzarne le mutue re-,
lazioni, e di ridurle a un sistema di proposizioni primitive.

Le dimostrazioni sono fatte quasi sempre colla sola logica naturale.

'Furono perd date delle dimostrazioni in cui si ottiene una proposi-

_ wione dalle precedenti con una serie di trasformazioni logiche.
Df\'Cl'SO = differente = (distinto) = (non eguale) = (~)
Distributiva. Dicesi che 1'operazione a ¢ distributiva rispetto alla g sc
@a(ypz) = (ray)f(xas), e si indica con Distrib(e,p).

Sussistono le proprietd aritmetiche Distrib(X, =), Distrib(hy, X)
Distrib(lim, ), Distrib(lim, X), ece.

e le logiche Distrib (¢,n), (nA), (D,n), (A,V), (W,A), e molte altre.

Il nome fu introdotto da Servois. Vedi Commufaiiva.

E, latino et. In molti casi indica il prodotto A,

(I numeri multipli di 2 e di 3 sono maultipli di6) = (2N A 3N D 6N).

(I multipli di 6 sono multipli di 2 e multipli di 8) = (6N D 2N A3N).
Qualche volta significa u. Es.

(I multipli di 4 e i multipli di 6 sono multipli di 2) = AN VEN D 2N).

Eguale. « I eguale » o « eguaglia » si indica eol simbolo —.

La parola « eguale » quando si presenta sola, & indicata nel Formul.
eon ¢ (iniziale di {60¢). Sicché & vale quanto =.

Nel Formul. si ha una sola eguaglianza, detta anche identiti o
coincidenza. Un’cguaglianza-identitd della forma gao=¢y da aleuni
autori si considera come una specie d’eguaglianza fra x e Y, e siin-
dica con nomi speciali. - )

Eguaglianza ¢ una scrittura della forma r=y.
@ dicesi il primo membro, y il secondo dell’eguaglianza.

Equazione & la forma latina di « eguaglianza ». Vedi identita.

Equlpf)llenza..Ahra forma di eguaglianza, usata da Bellavitis pei vet-
tori. Dopo i lavori di Grassmann e di Hamilton, si indica semplice-
mente col segno =—.

Equlva_lenza. Altra forma di eguaglianza. « Le condizioni p e ¢ sono
equivalenti » vale « p=q ».

« Il solido a & equivalente ‘al solido b » vale « Volume di ¢ = vo-
lume di b ». . ’

Elementq.' Classe contenente un solo individuo.

(La classe @ ¢ un elemento) = |qa t ®,yea . Dey . x=y].

Esistere. 8i indica .con 7.

. e

Ess_ere. A seconda dei casi ha i valori ¢,=,D,q.
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Es. (7 ¢ un numero primo) = (7 ¢ Np)
(13 & la somma di due quadrati) = (13 ¢ NZ-ENY
(5 e T sono numeri primi) = (5,7¢Np)
(Twtti i multipli di 4 sono waultipli di 2) = (4N D 2N)
(Ogni multiplo di 4 ¢ un multiplo di 2)= »
(I>uomo & mortale) = (uomo ) mortale)
(13 @ la somma di 4 e 9) = (13=14+9)
(Sie @ un numero primo; si ha...) = (a&eNp.D....)
(F,ssendo » » » ) » » »
(Sonvi quadrati somme di due quadrati) = [q Nea (N*N3)
Fissare ¢ pleonasmo.
(Siano fissati due numeri a e b) = (Essendo a e b due nwneri).

Le funzioni d’una coppia di variabili si indicano spesso serivendo
il segno di funzione fra le due variabili. Es. a+b, a—b,...

Invece di « funzione » dicesi anche « operazione » o « corrixpon-
denza ».

Generale o universale dicesi una proposizione, o giudizio, della forma
) ab, ovvero a~b=A, o sostituendo b a =b, ab==A.

Giudizio particolare & la negazione d'un giudizio universale, ciod
della forma 7 anb.

Tna proposizione 4 dicesi qualche volta pitt generale della B, ela
B caso particolare di 4, se aggiungendo alla ipotesi di 4 una nuova
ipotesi, si deduce la B.

Per es. se nella prop. a,beN D). (a-+b)? = «*--2ab--b*
aggiungo all'ipotesi la condizione b =1, e semplifico, ho il caso
particolare aeN D). (a4-1)? = a®>4-2a-}+-1.

«In generale» aleuna volta significa «sempre» ed &un pleonasmo.

Altre volte dire che una proposizione « & vera in generale» signi-
fica che ha dei casi di eccezione, ossia che non & vera.

Aleuni A. dicendo che una funzione definita in un intervallo ha « in
generale » una data proprieta, intendono. che abbia sempre questa
proprietd, tolto un numero tinito di punti. E considerata in un campo
piano ha « generalmente » una data proprietd, quando si debbano ec-
cettuare solo delle linee in numero finito. Ma siccome con una linea
si pud coprire con continuitd tutto il campo piano, questo concetto
deve essere maggiormente precisato Ad ogni modo questo valore del
termine « in gencrale » esce dalla logica pura, perché conticne idee
di aritmetica o di geometria. )

Gruppo, alcune volte signitica Classe, in simboli Cls.

(Gruppo di funzioni, o operazioni )= (classe¢ di operazioni, tale che il
prodotto funzionale di due individui di essa appartenga alla classe
stessa). aeCls .D). (Gruppo di operazioni in «)=

Cls'(aFa) n us(@,yeu Dary. XY & U)

Sottogruppo. Essendo @ un gruppo, nel primo o secondo significato,

la frase « b & un sottogruppo di @ » significa dDa, '

wemal e e e
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Identitd. « Gli oggetti « ed y sono identiei » vale « x==y ».

I Una proposizione pz contenente la variabile, o sistema di variabili,
: x, & un'identitd, o & identicamente vera, qualunque sia x in un campo
- a » significa « comunque si prenda a nel campo a, si ha p; » 5 in sim-
boli xea . Dz . pz . Es. a,yeN .. ety = y-+a.

Alcuni A. chiamano identitd un’eguaglianza della forma axr=ux.

Altri chiamano identitd I'eguaglianza fra due espressioni, vera per
tutti i valori delle lettere. Allora x4y =y-}-ax mnon & un’identita,
perchd non & vera se x e y sono vettori sferiei.

Equazione & un’eguaglianza contenente una variabile x, che sta
pur essere accompagnata dal segno as. Sicché un’eguaglianza sichiama
equazione o identitd, a seconda della sua posizione nell’enunciato, pre-
cisamente come un numero si chiana « termine » o « fattore » a se-
conda della sua posizione in una formola.

Idcografia, in tedesco « Begriffschrift ». Scrittura in cui ogni idea &
rappresentata con un segno. Sono ideografic pilt 0 meno complete la
scrittura geroglifica degli antichi egiziani, come pure la cinese attuale.
Idcografie parziali sono costituite dalle cifre dette arabiche, dai sim-
boli della chimica, dai segni algebrici, ecc. L’ideografia completa, o
pasigrafia, fu intravvista da Leibniz, col nome di « characteristica»,
che ne pose le fondamenta in seritti parzialmente da lui pubblicati,
e che ora si vanno pubblicando. Vedasi specialmente:

L. Couturat — Lalogique de Leitbniz d’ aprés des documents inédits,
Paris a. 1901 pag. 604.

L’unione dei simboli di logica cogli algebrici permise di esprimere
completamente in simboli molte parti della matematica.

Tutte le idee generali, contenute nel presente Dizionario, sono ri-
duttibili ai simboli ideografici

= Cls & =3 D nyoo- q ' ’
leggasi:
& eguale, classe, ¢, tale, dunque, e, o, non, esiste, eguale, quel.

Indipendente. (Due classi @ e b sono indipendenti) = (ga=b . gb=a).

) Due condizioni pz e qr contenenti la variabile a sono indipendenti,

quando lo sono le classi xspz e x39z .

' Due postulati, o proposizioni primitive, sono indipendenti, se consi-
derando i segni che rappresentano idee primitive come variabili, esse
sono in questi segni condizioni indipendenti.

Si prova l'indipendenza d’un sistema di % proposizioni primitive,
portando # esempi o interpretazioni-dei segni primitivi, che soddistano
a tutte le combinazioni a n—1 delle Pp e non alla eccettuata.

Insieme & lo stesso che classe = Cls.

Inverse (legge delle). Vedi negazione.

Ipotesi da ¥né-9e-0ts = Sup-po-sizione.

Essendo p e ¢ condizioni, nella deduzione pJq, p ¢ ipotesi.

-m > PAre s TR
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Logica matematica ¢ la scienza che tratta delle forme di ragionamento
che si incontrano nelle varie teorie matematiche, riducendole 2 for-
mole simili alle algebriche.

Essa ha comune colla logica ' Aristotele il solo sillogismo. Le clas-
sificazioni dei varii modi di sillogismi, guando sono esatte, hanno in
matematica poca importanza.

Nelle seienze matematiche si incontrano numerose forme di ragio-
namento irreduttibili a sillogismi.

I principali teoremi di questa seienza si debbono a Leibniz (¥ 1716),
Lambert (+ 1777), Boole (+ 1864), McColl, Schrider, ecc. Nella
RAM. t.7,p.3 si trova Uelenco di 67 memorie pubblicate su questo sog-
getto nell’ultimo decennio. Altre sono da aggiungere.

Legge associativa, commutativa, distributiva. Vedansi questi nomi.
Legge delle inverse, vedi negazione.

Lemma = Afjuua da Aaufdveo = assumo.

In Archimede vale proposizione che si assume senza dimostrazione,
cioé proposizione primitiva Pp.

Generalmente vale propoxizione che si premette ad un teorcma onde
facilitarne la dimostrazione.

Membro d'ww’eguaglianza (vedi).

Moltiplicazione logica vedi « Prodotto logico ».

Necessario. (La proposizione p & condizione neeessaria della g) = (qOp).
Negazione. 8i indica col segno = che si legge « non ».
Si ha: asClzs D). —~a=a

« Trasportare »,in Logica matematica, significa applicare la regola :
a,beCls . b .. ~bD-a
analoga a una regola algebrica.

Questa regola ¢ anche chiamata da aleuni « legge delle inverse ».
Chiamasi « proposizione inversa » di ¢2Db la bDa, e « contraria »
della @b la ~a-b. Perd, mentre il passaggio da una proposizione
alla sua inversa o alla sua contraria & illegittimo, & solo legittimo
’accoppiamento delle due operazioni, che esprime la regola del tras-
portare.

Nome. Termine grammaticale.

Nome comune = Cls.

Si possono considerare in analisi come « nomi-proprii » i segni 0,1,2,..)
e, i, @, ecc. Del resto ogni nome comune, 0 nowe d’una classe, & il
nome proprio della classe. 4

La differenza fra nome ¢ aggettivo & puramente grammaticale. §

Si dice « 7 & un intero » come pure « 7 & un numero intero ».

In simboli i nomi non hanno né numeri né casi. ol

Non vedi negazione. g

2.1001 d.338 RAM. .7 I2
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Nulla. La classe nulla, classe non contenente individui, fu indicata con
N (Nihil) da Leibniz, con 0 da Boole, con A nel Formul. II suo uso
& limitatissimo. Ivi si trasforma (la classe a & nulla ) in (non esistono
degli a), in simboli (-qa).
O quando ha il valore del latino «vel » indica la somma logica wv.
Quando ha il valore del latino « aut » fu chiamato « disgiunzione
completa ». « @ aut b 5 vale « a~dwb-a ».
Ogni 1atino omnis. (ogni a & b) = (aJb).
Parte. La classe a & parte di b significa ¢b. :
Altre volte significa « a b .a-=b ». ©
Particolare vedi « generale ».

Possibile si esprime con g (esistono).
(& possibile determinare, o trovare, un numero quadrato somma
di due quadrati) = [gN*A(N*4+N?)].
Postulato = Aaufavéuerov, & indicato, insieme all’assioma (vedi), con Pp.
Prendere & pleonasmo.
(Siano @ e b due numeri, presi ad arbitrio. ma fissi) = (Siano @ ¢ b
dei numeri).
Preposizione. Termine grammaticale.
Le preposizioni del linguaggio comune nella traduzione in simboli
si unisecono col segno di funzione, e qualche volta sono un segno di
funzione.
Es. (Somma di 2 con 8) = 243
(2 moltiplicato per 3) = 2X3
(2 elevato @ 8) = 28
(logaritmo di 2) = log 2
(3 metri al secondo) = 3m’s
(8 metri in 2 secondi) = 3m/(2s)
(8 Lire al metro) = 3L/m.
Problema = @gépinua da mpopdiiw = propongo.
Enunciato d’una condizione (o complesso di condizioni) ps.
Risolvere il problema & trasformare la classe w3y in un’altra in
cui la lettera x sia scomparsa. Es. gn a3(’—3x4-2 =0) = 1 v 2.
Prodotto logico di due classi a ¢ b=anb, e rappresenta la classe co-
mune agli @ e ai b.
La moltiplicazione logica ha le proprieta
ana=a arb=bnra (and)nc=andnc) ecc.
Pronome. Termine grammaticale.
Questo, quello, ecc. sono spesso rappresentati da ab,...x,y...
Es. (Un numero piii un altro numero vale quanto il secondo numero
pit il primo) = (abeN .D). a+b=0>b+ a).
Tale che si esprime con 2.
Proposizione si abbrevia con P.
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Alcune P hanno il carattere di definizioni possibili. In una teoria,
cio¢ in un ordinameuto delle P relative a un dato soggetto, si scel-
gono fra queste le definizioni.

Altre P sono indimostrabili ; esse enunciano le proprieta delle idee
primitive, e si chiamano « proposizioni primitive ».

Le altre P, a seconda delle circostanze, chiamansi teoremi, corol-
larii, lemmi.

In Logica matematica si opera solo su proposizioni condizionali, o
condizioni (vedi). )

Proprieta. Sia auna classe;1'«essere un a» suolsi chiamare una proprieta.
Sicché la differenza fra proprietd e classe & puramente grammaticale.

« a & proprietd caratteristica di b » vale « a=b ».

Qualche. Essendo @ eb delle classi, la proposizione particolare affermativa
« qualche a &€ b » vale quanto « esistono degli @ e b » in simboli
« gand ».

Quello ha alcune volte il valore di 1.

(Essendo @ e¢ b due numeri, e b il maggiore, con b—a si intende
qQuel numero che aggiunto ad ¢ di per risultato b)) =

[a,beN . 0>a .. b—a=1Nnx3(a-|x=b)]

Relazione. Una relazione fra due enti & espressa da una condizione fra
i due enti. Se a,y sono gli enti variabili, e psy & la condizione,
risulta determinata la classe delle coppie (x3;y) che soddisfano a questa
condizione; essa ¢ indicata con (x3y)3pa,y.

Quindi ogni relazione pud essere rappresentata da una classe di
coppie. -

Ad es. (x3y)3[x,yeq . x’Fy?=1], se identifichiamo la coppia ax;y di
nwmeri reali col punto avente le stesse coordinate, rappresenta la cir-
conferenza di centro 1'origine e di raggio 1.

La condizione pgy si pud pure esprimere con una funzione. Pon-
gasi fy =a3(pzy). Allora pry diventa e fy, cioé « x & un individuo
della classe fy.

Scolio == oy8diov, vale nota, osservazione.

Se. Siano a e b delle proposizioni. « Se a, allora b » vale aDb.

Sempre. E un pleonasmo per rinforzare la deduzione.

Sintesi da oVv-P¢-01c = com-po-sizione. Vedi « Analisi ».

Sillogismo. & la proposizione : .

a,b,ceCls . Db . b e .. aDe.

I logici scolastici considerarono pit modi di sillogismi, che si tras-
formano fra loro colla conversione (vedi). Essi hanno poca importanza.

Sistema, qualche volta indica Cls.

Il sistema di due variabili = e y si indica con (x3y) o (x,y).

Sistema di condizioni ¢ l'affermazijone simultanea o prodotto logico

delle condizioni date. In Logica Matematica il prodotto di pit condi-
zioni € una condizione.

_)".
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Soddisfare. (Gli « tali che soddisfano alla condizione pa)=@pz)

Somma logica di due classi @ e b & la classe formata dagli enti che
_ appartengono ad una almeno delle classi a e b. Siindica con at, eil
segno v si legge « 0 » (vedi).
Essa ha le proprietd
ava=a awh="bua awbuc)=(avb)wc an(buc) = arb v anc  ecc.
Sufficiente. (La propesizione p & condizione sufficiente della ¢ = (pDq)-
Supposizione. Forma latina di ipotesi.
Tale. (Gli x tali che & soddisfatta la condizione pz ) = (Gli x tali che
Pz ) = (3pz )-
Teorema = Ocdbonua, da Pewpéw == considero, indica una proposizione
‘che si dimostra.
Tesi = Béaic. Nella deduzione ab, b & la tesi.
Trasportare. Vedi « negazione ».
Tutto. La classe totale, o tutto, fu indicata in logica simbolica coi segni
1, ,V. Esso ha perd poca importanza, e fu escluso dal Formulario.
Verbo. Termine grammaticale. :
Corrispondono a verbi i simboli ideografici ¢, =, D, d, > <
Verificare = soddisfare (vedi).
Vero. « La proposizione A & vera» vale « A ».

G. PEANO
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ADDITIONS AU FORMULAIRE a.1901

par

‘A. Arbicone

T. Boggio

E. Cantoni

F. Castellano

G. Peano, abrégé en . (p

G. Vacca » I\
add. indique cette série d’additions: la premidre série est contenue dans RAM, 1.7 p.85-110.

DEUXIEME SERIE

LOGIQUE

§ D 10:61 Au lieu de y3z lisez 2s. (p

§| (p.35) Eisenstein (a.1847, p.71-91) ‘a employé le symbole o2 pour
indiquer la substitution. ’

Il avait observé qu'on ne pouvait employer & cet effet le symbole =.
Car si dans une formule on veut substituer au nombre m le nombre m--1
on ne peut écrire 1'égalité absurde m =m -+ 1, mais bien suivant Eisenstein,

mw m41, ou suivant le F, [(m-+1)| m]. (v
ARITHMETIQUE
§ X

18 (a-+b)b+c)cta)t-abe= (ab+-bet-ca)a+b4-c)
19 (a+b+c)(b+c+d)(c+d+a)(d+a+b)+abcd =
(abe+bed+cdatdab)atb4-c+d)
On remarquera que si dans le premier metmbre de cette P et de la P18
au lieu des -+ on met des X, et au lieu des produits indiqués on fait des
sommes, on obtient le second membre, et réciproquemeﬁt.

831 ab(a—b)+bcb—c)+-ca (c—a)+(a—Db)b—c)(c—a) =0.

Boggio
§
61 Dem

F. LINDEMANN, Ueber den Fermat’schen Sals betreffend die
Unméglichkeit der Gleichung "y =3".

Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen classe der
k. b. Akademie der Wissenschaften zu Miinchen, a.1901 Heft
2, p.185-202.

Cosi il vincitore di n vinse pure Pultimo teorema di
FERMAT. P
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331 a(b4-c)’+-blc+ay+-c(a4b) = (a+b)b+c)(c+a)4-4abe
14321 (a4-b—2¢c)a—b)’*+(b+c—2a)(b—c)’+(c+a—2b)(c—a)’ =0
701 ab(a*—bY+-be(b*—c)+-ca(c*—a®) +
(a—b)(b—0c)c—a)(@*+b+-*+ab+-bedca) =0
800 &’(b—c)'+b(c—a)+-c*(a—b) = Babcla—b)b—c)c—a)

Boggio
§ 14101 (a4 = a(e—3b)* + bb—3a)
29 (a+b) = (a*—6ab 4+ V*)* + 16ab(a — b)?
12 {a4b) = a(@®—10ab4-50*)* 4 b(a’—10ab+-bY*
83 (a+b) = (a—b(a’—14ab+b + dabBa—byBb—a)
921 (a+b)'=a(a*—21a*b+-35ab*~10* + b(Ta*—35a*b+-21ab*—b’)*
931 (a+4b) = (a*'~28a’b4-T0a*0*—28ab’ ") +
64abla—b)}(a’—6ab+-b7)
7 (@40 = a(a*—36a°b+126a’*—84ab’4-90%)* 4-
17(91,1‘—84:61312-{-126(1’()’—36(1()3 v)? Castellano

2221 meN, . aeR . ma<l D). (14a)" < /1—ma)

{1+a </(1—a) D (4am L 1—ma | . .(p
§Num121 a,be Cls . fe(bfa)sim ._). Numa << Numb (P
Ex. §lim 51 )

§2

33 aeN, D). si/la+r)atr+D)|r, 1m) = /(a+1) —/a+m+1)
[ Hp . reN, .D. [[(atr)at+r4+D)]=[(atr) —[latr+1) . D. P ]
Continuation : §17 4'11
R ¢ : Boggio
42 s, = (6s* — 20s* 4 125° — 8s%)/6- - :
{ SEITZ et GANDER: The Analyst, 1.6 p.58 a.1879 |
Arbxcone

§2 11n. Ajoutez :Cardano dans sa Practica Arithmetice, Mediolani a.1539,
fol. D iiii v. a remarqué l'utilité¢ des ‘fractions décimales pour l’extraction
des racines carrées et cubiques, ayant observé que

a,neN; D). \Ja — X2E|X2 a) < X-n

»  » Ra — X-nER[(Xsna) L X-n v

206 n,meN,+1 . we BF1-n)sim . ae RF1n D .
(aa”)(za)™™ > (zaw)™ .- : L

§ I o '

4 11 amneN .
/H(a+r+0 m) ]7' 1 n] = /II(a+1 m) — 1K a+n+1 m)

2. E L)

2w

— 15 —.

[ Hp.m=1.8§ZP35 .D. Ths 1

Hp . mZy/II{a+t-r+4-0--m) |r, 1'"*n| = [I{a+1'-*m) —/ [T a+n+1m) ..

(A1) 3 [ Hja4-r4-0-(m41)] |r, 1--nf = 3" Hatr4-0-m) —
(Hla+-r4-1(m+4-1)] |r, 10} = /(a1 m) —/IFat+nt1m) jm —
a2+ (1)) ~/T[a-+n-2-~(m4-D]fm= [Ma-41"(m+1)] —

[H{atnd1-(m+1)] )
1).(2). Induct .. P] Boggio
§ !
53 Dem [ 7eN, .. 7{(r--1)! 4-(r4+-D)j(r4-2)! = r! —i(r+2)! . D. P ]
4 S@r=1)/r27) |1 nl=1—/n! 2"
[ 7eN; .D. @r—1)/(r! 27 ) = [|(r—1)! 2r-1] —/(z127 ) . D. P ]
6:21 Cum,n) = 3[(— 1) C(m+1,n—r) |17, 0n]
22 keN, ._). C(m,n) = 3{Cm—k,n—r)XC(&,r) |r, 0k}
7 z{(—l) 2m4-1=2rC2m~+1,7) |7, 0m} =0
'8 m3[(—1)/r+1)Climn—r—2,7)2" " |1, 0~ E[(—1)/2]]

=2m_2
Boggio
67 me 6N, .. 3[C(m, ») |», 0m)A3N,] = (2™42)/3
me 6N, 41 v 6N,45 . D). » = (2™41)/3
me 6N+2 v 6N+4 D). » = (2™—1)/3
me 6N+3 .. » = (2"=2)/3 (p

T11 (a4-bH = a[3(—1)" C@n+1, 2r) @™V |1, 0-n]* +
O[3 (—1) C@n+1, 2r) @’V |, 0-n]
12 (a4DPr=[3(—1) C@2n,2¢) a®" 1" |, 0" (n—1)* 4+ -
- ab[3(=1) C@2n2r41)a™rbr |, 0 n)?

Castellano
§E 1'81 zyeR .D). E@wxy)=ExXxEy
<(Ex+4-1)Ey41) :
32 a,bel+R D). E(b/a)<E(Eb/Ea) [P51.D. P ]

2:01 myneN, .. m = 3[E(m+r)/n |r, 0(n—1)]

§ Chf
ag 11N, .=. 3[Chf X™¥¢q |, N,] — 3[Chf X ¢ |r, N,] & 1ln
ag 4N, .=. Chfa 4+ 2Chf X™'a & 4N,
ag 8N, .=. Chfa 4 2Chf X™ 4 4Chf X% ¢ 8N,
a,be N, .D). rest(a,b) = rest{3[Chf X "a X rest(X", b) |7, Nol, bi(p

§ dt 195 aeR . D(dtx,X)=1 . peN, .D). Cfr(X?x)==Chf(Xe+dtzy) -

§Np 68 x£0+22 .7). 17 +6 E(x*/4) € Np
{ FONTEBASSO, Supplemento al PdM. a.1901 p.130 | (p

[ (mjn,n)| (2, a) P20 .D. P] (p' _

et e
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§ mp 28 2R At & @NNYX(ENN,) . 72 = max[mp(2,dtx), mp(5,dtar)]
.. & = Ex 4 3(ChfxX" |r, 1" n}} ©®

§Q % 111 agqflom {1t 1em) 2 oye qF L Dy
St X 3yt = S{[S s Y, |(08) el |7, Temd 2.
e 1 w2 w4 w8 ‘
§ HerwiTz a.1898 GottingenN. Cfr. IdM. a.1900 p.21. b (v

FONCTIONS ANALYTIQUES

§ lim
8:64 a,beN, .. lim[{[b/(2a+x)]|x] 0} |r = |@*+1) —a
01 aeQ.ne N,+1.D). lim{["J(a—a);2:]0} |r=1Qnr3(x” +a—a=0}
92 lim{["J(ax)|x] 1} |2 = a}\/(n—1)
144 Dem [ §585.D.P 1
163 Dem | P2.x=2.D. P]
916 Dem | §I 411 .D. P ] : Boggio

§lim 22-1. Substituez & 1'indication de Stern la suivante:

JLAGRANGE 2.1798; (Euvres t.7 p.2974 \4

2211 me NN, . agN fN)cres : 76N, D). 111, =a, ). /a4, +
Mmyla,ag + Myla,0,0, + ... € Q=R v

{LAGRANGE a.1798; (Euvres t.7 p. 296 \i

286 aen D). lim{S[Cn—1~r,) |7, 0n]/
S[Cmta—ra) |r, 0]} [0 = [ —1),/2]1**!
Boggio
§8

51 Dem | S(em |, @) = lim; Z[(ar — ar+1)(ar y» |r,Nolla, 0,1
= lim,; 2| (1—a)(atm+1r {r, Ny} |la, 0, 1}
= lim[(1—a)(1—an+1) ja, 0,1] = [(m+1) ]
Cette dem. est tirée de: ’
Arzeld, Lezioni di Calcolo infinitesimale; Firenze, Successori Le-Mon-
nier; a.1901. :
541 aeQ D). S@™ |x, Oa) = a™/(m+1)
[ Hp . P25 .D. S(am |, Oa) = a S[(az)yn]z, 6]
_ = am +18(am|z, O) = amtlm+1) ]
i oL R, Boggio

N e
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§log 51

Note. — Gregorius a S. Vineentio dans son Opus Geometricum Ant-

verpiae a.1647 p.b94 avait vu la propriété caractéristique de V'aire de I'hy-
perbole [S(/,1 ~a)], qui suit:

ameQ .. 8¢, 1 an y=mS([, 17 a).
Alfonso de Sarasa dans Popuscule: Solutio problematis a. R. P. Ma-
rino Mersennio minimo propositi, Antverpiae a.1649 p.7, a reconnu explici-
tement que les aires de I'hyperbole correspondent aux logarithmes. (v

§C'6 N0 = e n) (1+/1) |n, N ' (v

§Fc add. '33 Fc(a,i"'n)='
ja43i(—1) /dtFc(a, 1) XdtFela, 1@+D]|, 1(n—1)}

34 (—1)"Fela, 1) < (—=1)"Fe(a,N) < (—1)*Fcla, 1-(n41)]
41 (—1)""Fe(q, N)—Fela, 1011 € 6(—1)"[Fe(a, N)
—Fec(a,1n)] .
42 b,ceX, . mod [Fe(a, N)—b'c] <mod [Fe(a, N)—Fe(a, 1-n)]
D). U>ntFe(a, In) . > dtFe(a, 1) {EULER'a.1748 §382}
31 ‘meN, . m<n D). Fea, 1"n)—Fela, 1vm) =
(=) AFC[Amaret |7y 1 @em—1)1/[diFe(a, 1+ m)XdtFe(a, 1= n)]
71 a,b,cen . D(e,b)=1 . modu<<modb : #&N, . de N, Fln .
mod(a/b)= Fe(d, 1-n) D u= (—1)-txsgnaxcdtFe(d,1
n—=1)] . v= (—1)”xsgnbxcxnth[d,1"'(n—-l)] o). U,TEN
autbe =c ' {LAGRANGE, Berlinl. a. 1767 p. 175}

Cantoni

(e—1)/(e+1) = Fe(2, 6, 10, 14, 18, ..) = Fe[(4w—2) |, N,]
2/(e*—1) = Fe(3, 3, 1, ...) = Fe[2x+1) lac, N,
e —1)/2 = Fe(3, 12, 20, 28, b4, ..}
Je —1="Fe(,1,1,5,1,1,9,1,1,13,.)
e —1)2= Fe®, 18, 30, 42, 54, ...).
{ BULER a.1737 PetrC. t.9 (publ. en 1744) p.121 {

neN, D). _

("Je—1)/("Je41) = Fe@n, 6n, 101,...) = Fe(dx—2)n |x, N,]-

2/("Je—1) —2n +1 = Fe(Gn, 10n,...) = Fejdxe+2n o, N,

{ BULER a.1737 PetrC. t.9 (publ. en 1744 p.132){ (v
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§prob (add.) 4 neN, .D). )

fprob[(1--aF1n)rcp ~ f3(welm .D),. for= =x),(1"nF1n)rep}}
) ' = Z[}(—=1)"/n!|n, 0~ n})

‘5 lim{prob[ » » Bln=/e

. Ayant n objets 1'-n, cette formule donne la probabilité que 1'on a, en

- tirant les m objets au hasard, de n’en rencontrer aucun dont le numéro

et le rang de tirage coincident.
la limite, lorsque = tend vers I'infini cette probabilité = /e.
M. Andrade (JP. a.1894 cah.64 p.224) donne une formule analogue plus
compliquée, qui donne e, lorsque neN,. ’ (v .

NOMBRES COMPLEXES
§q,,

247 a,beQ . . lim{[(x+y)/2, 2ay/(+y)] |(@,9)"(a,b) = [J(ad), {(ab)]

{GREGORY App. ad veram circ. quadr. a.1668 p.7|
Cette P permet de calculer rapidement les racines carrés des nombres,
car le premier membre converge rapidement. (v

§qn 25°1. Voir L. De Sanctis, Sulla convergenza di alcune serie, Gior-
nale di Matematiche, a.1901. ' (p

 § Dtrm

81 Hpt. uu'e Cls'lm . o= . gu . Numu = Nume/ D).
S[(—=1)N2u+3v) XDtrm(a, uév)XDtrm(a, (1 m)=e ¢ (1 m)m) |2,
(Cls;1m) ~ v3(Numv == Numwu)] =0
% 211 meN,. abecde qF1milm) : rse1m r,s. C,S)
= 3[a(r, H(s,2) |4, 1m] . dir,s) = 3[a(t,b(t,s) |7, 1+m)]
1. nelm . ue Cls'l"m . Numu=n .
Dn. 3[Dtrm{e,uéw) [u,(Cls'1m) » ua(Numu==n)] =
- 2[Dtrm(d,w'u) |u,(Cls'1m) » ugNumu=n)]
% 2°1 me2N+1 . ae qF(1milm) : rselm s a(r,s) =
~a(s,r) ;7). Dtrma =0
2 me2N,. ag qF(1""m ! 1"'m) . be qQF(1+~m/2 ¢ 1m/2) : rse
1=m Drs. afr,s) = —a(s,r) = a(m41—s,m+1—r): h)lg 1*+m/2
L bE) = alh, m/2+]) 4 am—h41, m/24) 0.
(Dtrmb)* = Dtrma { GUNTHER Determ. }
.3 me2N, . ag qF(1m { 1m) : 758 1m Drs. afrys) =
—a(s,r) ;D). Dtrma = | Z[(—1)sa(l,sN[Dtrm (a,2°mmis ; 2+ 1mmis))
fs,2mly® . )
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L’expression qui élevée au carré donne la valeur du déter-
minant hémisymétrique d’ordre pair, est dite le « pfaﬁjlen des
éléments du déterminant ». Jacor (JfM. t.2) a indiqué le
pfaffien par la notation (1,2,....,m). ‘ _

% 34 mmeN,.aeqF(lm 1 m). be qF(1ln ! 1n).

ce qF(1mn ¢ I»mn) : rsg 1m . hleln r,shl.
c[nr—1)+4h, ns—1)+1] = a(r,s) X b1 :D).

Dtrm¢ = (Dtrma)» X (Dtrmd)m { KRONECKER JfM. t.72 |

¥ 5. mmnpeN, .

4 Dtrm[C(n4r-4s,) |(r,s), 0 m {0 m] =1
‘2 Dtrm[C(n+t-m-4rs,n) |(7,s), 0mi0-m] £l vi—1
3 nSp+m D). Dirm [Clntr, p+9)|(r,s), 0m.0m ]

= I[C(n+m—r+1)jr, 1=p] | H[Clm4-rm+1) |r, }"'p] )
{ ZEIPEL , Om Determinanter... Lunds Univ. Ars-Skrift, a.1865{
4 meN+1.aeNF1m. ). Dirm [C(a,,9)|(,9),

1m0 (m—1)] = (=) "Vl T {(@,—a,)]s, 1 (r—D)]|7,

. 2} | I [r™ "9, 20 (m—1)]
{ STERN, JfM. t.66 a.1865{

Cpl == complément
¥ 81 Hpl1.m=1.).Cpla =1
Hpl . meN+1. rse 1m0
Cpl(a,r,s) = (—1)"""Dirm(a, (1" m)=ir & (1**m)=ts] . Df
Cpl(a,r,s) est dit complément algébrique de 1'é1ément (r,s) du déterminant a.
<2 Hpl : re 1'm .0). Dtrma = 3[a(,s)Cpl(a,r,s) |s,1°*m2]
3 Hpl : hle 1'»m . h===l D). 3[a(h,s) Cpla,Ls) |s, 1"*m] =0
4 Hpl .kseq. hlel'm . he=l: rf—g"m D W
Cpl(a,r,h) = kCpla,r,}) ;D). Dtrma ==
'8 ?Ii)l,'i’ .)Dtrmazo : hyle 1m . Dr,t. Cpl(a,h,l) ==0 D). |
aqrka(re 1m .D),. Cpl(a,r,h) = kCpl(a,,l)]
‘6 meN,; . a,be qF(1m ¢ 1+m) . xeq : r,s€ 1 m 73
b(r,s) = a(r,8)+x ).
Dtrmb = Dtrma+x3}3[Cpla,,s) |7, 1*m]|s, 1-m}
% 91 Hpt1.Dtrma=0.u¢ Cls'l"m . Numy = Numov =2
.. Dtrm(Cpla,uiv) =0
2 Hpl1 .uwe Cls'lm . gu . Numw = Numo .D).
Dtrm(Cpla, uiv) = .
(41)P(zé([4£)21;) X (Dtrma)NNumu—1) X(Dtrm[a,(1-m)=wi(1 > m)=v
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'3 Hpl1 :7rsel m. D). ‘ -—-' 2
3 Hg“ j :) C'lp(Cpla, r,s)__. a(r,s)X (Dtrma)Nm—2)
. Dtrm{Cpl[Cpl(a,r,$) |(,)], 1**milm} = (Dirma)lNm—1)*
5 Hpl1 .nrselm . ). Dirma = a(r,s)Cpl(a,r,s)—
(—l)r%s 3isl(—1)rHa(r,ha(p,s) Dtrm(a, 1'm =p =tr¢ 1 metl=ts)
|1£I, 1m =is] |p, 17 m =}
‘6 meN, . a,be,de qF (1 mil=m) : »s€ 1*m
¢ : s Orys) ==
STl 2) [61-m] . dirs) = s o)
. 2[Cpl(a,n,?) Cplb,s,t) [£,1m :D" 8. d(rys) = Cpl(c,r,s)
7 meN, . ag qF (1" m;1m) @ s L"m . r,s. a(1,8) =ai{s,)
. :%I)r,.g. Cpl(a,r,s) = Cpl(a,s,r)
‘8 me N, . abcde qF(lm ¢ 1m) . hke q @ 1,88 1"
clr,s) = ha(r,s)+kb(r,s) . d(r,s) = kal(a,r,s)-{—thi(b,f',s) :D.Dr’s.
Dtl‘:nlc == Dfrma X Dtrmd X Dtrmd
| { S1accr Annali di Mat. t.5 p.296 {
. Cantoni
§Subst 5:05 heq ._). Dtrm(a+7) =
ikt =[Dtrm(a, u‘v) |u, (CIs'ln)ru3®Wumy = n—1f)] |f, 0n|

Cantoni

§ Subst 16-2. Voir F. Giudice, Sulla ¢t ]
. ] . rasforma L 7 i
- 'Le Matematiche pure ed applicate,,a.1901‘ F rastone et mteg'l('gh,

- . §
1-3%6(}:1 €4 —224+23/3 4 6 /3 —26 X
, eorge PEIRCE, A curious appro:.vi-mate “constructi
for m, AmericanB. a.1901 p.426 } ' " ﬂqu(gm

331 4/ = 3{[C(2, M |, Ny} = 14+/4+/@X 4 +...
- { ForsYTH Mm. a.1883 t.12 p.142{ (v
10'6 aeQ . meN, D). S[/(@* ™" |x,Q] =
: mjer—1)/@r) [, 1 min/2a* )
' Boggio
d § sin '

8sin 14'3. Cette P est commode pour le calcul :

¢ st com numérique de SiA| [(acx)?
~-{(bsx)?] |, Ox/2}, ainsi qu'il résulte de la 14-81 qui suit, a été dozﬁln[ée 1:21'
Lagrange sous une autre forme.( TurinM. a.1784 £.2; Euvres t.2 p.272). (v

S
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14:31 S| [(acwy+Osa)] |2, 672} = o
a2 / mod im{[(@+y)/2, Jay)) i ad n

942 xg gen .. 7/[sEX)} = S[He+4n) |n,n]

7 a,bymneq ._)- mod(meisf-ne?) = m*4-n’+2mn cos a—Db)

1121 ag q=nz . ). D(tng, g=nn/2, 2) = —/(sinax)?

7 g g=na/2 .D). D(log sin, q=nz/2, &) == /tngx

1241 aeQ D). S(sinx |z, Oa) = 1—cos a

[ Hp.§SP41.DD. S(sinx jc, Oa) = lim;(a/n)Z[sin(rajn) ir, 1} nt (1)

P63 .. I[sin(ran) Ir, 1'+n] = sin(a/2) sin[(n--1)aj@n)] isinfaj@n)] (2)
1) . (2) .D. S(sinx e, Ga) = 8in(a/2) lim}{a/n)sin[(n+-1)a/(@n)] Jsinaj(2n)] I

= 2sin(a/2) lim}sinf(@/2)14/n)] (a'2n)/sin[a/@n)] |nl
= 9[sin(a,2)]? =1—cosa | ‘

165 S)(tng—'x)/(14-2) |, 0} = (7/8)log2
Boggio

VECTEURS

§vet note, p.192. Voir : :
F. Schur, Ueber die Grundlagen der Geometrie. MA. .55 2.1901 p.265.
(p

% 336 (utv)tw = (4w tu = w+u)+v= u4-v4w

Si w=vl=w? cette P exprime que: Dans tout triddre les trois plans
menés par les arétes et les bissectrices des faces opposées ont une droite
commune.

8 (u—w)4v = (v—w)+u = (u4v)—w = u+v—w

Si w=v=u?, cette P dit que: Dans tout triddre les plans menés par
les arétes et les bissectrices extérieures de deux des faces opposées & ces
arétes et la bissectrice intérieurc de la troisitme face ont une droite
commune.

8601 (a—C)X(b—c)=0 = (a—c) = (a—c)X(a—b)

64 2(c—b)X[a— (b+0)/2) = (a—b — (@ —c)
Boggio

cmpl| empL_
3 16-02 Hp P16.D).
(cmp)||w)p = 0 .=. X0 =0 ~v. v=0
(cmp | w)p =0 .=. V€ QU v =0

933 u,z,Du,Doe vetFq D). D(uxt) == uxDv 4 vXDu
-4 w,DugevetFq . mody =1 ). uXDu=0

| uXu=1.P3.D.P i
Boggio

ASZ,

e T
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§vet 349 u,v,we vet. w=vt=wi=1. ang(u;w) =a. ang(o;w)=b.

- ang(v,u) =c. ang(w;u,v) =a . ang(u;v,u) =b - ang(v;u,w =¢'.0).
sinc sina 4 cosc cosa cosh = :
sin¢” sina’ — cosc’ cosa’ cosb - (v
{ CaexoLI Antonio, Trigonometria, 2“ﬂe('iiz., Bologna a.1804
p.332 | :

(v
¥ 5321 Arcl(o+xe®a) |2, Ox] = S[14a? |, Ox]
Arc de la « spirale d’Archimede ». Voir la parabole.
‘5 me Nit1.D). Arc[(o4meit af-emitg) |t, 207) = 8
| Hp . feq .. modD[(o+}meitat-emit a) |, q, {] = m mod(eit J-evit) =
2m sin[(m—1)¢/2] . I
(1) . P531 .. Arc[(o-+meit a-}emita) J¢, 20n] =
2m(m—1) Ssin|(m—1)¢/2] I¢, 267/(im—1)! =8m ]
Le point considéré décrit la « roulette » engendrée par un point d'une

circonférence de rayon 1 qui roule, sans glisser, 4 'extérieur d'une autre
circonférence fixe de rayon m—1.

Pour m=2 on a la «cardicide propre » ou « Limacon de Pascal ».
"6 e 26x .. Arc[(o4-la+eitia) [t, ©f] = 8 [sin(t/4))*
La courbe considérée est dite « cycloide propre ».
, §v
¥ 6131 HpP61.uk D du'k.f,Df¢e qF(uh) D).
p(fusk,p) = O up X pu,k,p)
Cette P donne la régle pour trouver le p d’une fonction de fonction.
41 igvetm0 . D). p[iX(p—a) |p, pnteia, p] =1
42 pliXU(p—a) |p, pnt=a, p] =
ti— [EXU(p—a)|U(p—a)}/mod(p—a)
'8 pllog(p—a)’* |p, pntma, p) = 2U(p—a) / mod(p—a)
81 pllog mod(p—a) |p, pnt=ia, p] = U(p—a)/ mod(p—a)
"9 plang(p—a,i) |p, pntma, p] = :

Boggio

(U(p—a) cos(p—a,i) —Ui] / (mod(p—a) sin(p—a,i)] Boggio
V! v3 .
R 707 (u+v)a(v+w)a(w+u) = 2 uavaw
713 aev*’.D). moda == mod(Ia) : Df

4 ugvet. aev’ . moda=1.D).
(cmpl|a)u = (cmp | Io)u -
§ = « composante paralléle & a de u » } Df *
(emp | a)u = (cmp||Ia)u
{ = « composante normale & a de u» | Df
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‘41 (cmpllayu =0 .=. ue qla v. u=0
(cmp | a)u =0 .=. uX(Ia) =0 ~v. u=0
‘3 ang(u,a) == ang{u,(cmp||a)u] ‘ Df
6 u,0,WE vet=t0 . v q . U'E QU-qI0 . a=Tvaw . ).
ang(u,w) = ang(u,a)
7 a,be v’=0 ). ang(a,b) = ang(la,lb) ' Df
Boggio
% 802 oe pnt . igc vetmO . #Q . modi <5 . ). '
Volum{pnt A 2z[mod(@—0)<s . (x—o)Xi € OF|} =
7 (1 #*/3) modi
*3 og pnt . ig vet=0 . reQ . D). o
Volumjpnt » xz[mod[(cmp | §)(x—0))<r. (x—0)Xi & OF]}
= ar* modi
‘4 ogpnt. i vetm0 . Q. ag 0a/2 .0).
Volum{pnt » x3[mod(x—0)<r . ang(x—o,i)<lal} =
2ar® (1—cosa)/3
‘3 ogpnt . ig vetmO . ag 67/2 .70).
Volum{pnt A xa{ang(@—o,))<a . (xt—o)Xi & OF)} =
a(modé)’tnga)
Ces quatre P renferment les régles pour trouver le volume:
d’un segment de sphére de rayon », dont une des bases est un grand
cercle et la hauteur est modi; )
d’un cylindre droit de révolution, de rayon r, et de hauteur modi;
d'un secteur sphérique de rayon » dont ’angle au sommet est 2a;

d’'un cdne droit de révolution dont l’angle au sommet est 2a, et la
hauteur est modi.

‘6 0,0'e pnt . agQ . mod(o—0o) <a .D).
Volum{pnt » 23[mod(x—0) + mod(x—o") <al}
= nala’—(0—0')]/6
Cette P exprime le volume d’un ellipsoide de révolution dont 0,0’ sont

les foyers et le plus grand axe est a. Boggio
3k 812 Hp P802.D). .
Area{pnt ~ x3{mod(x—o)=r . (x—0)Xi &€ OF]} = 27 modi

3 Hp P80'3 .7). Arealpnt » x3[mod[(cmp |_&)x—0)] =r .
(x—o)Xt & OF]} = 2ar modi

‘4 Hp P804 .0). Area{pnt » 23[mod(@—o)=" . ang(x—o,i)<a)}
= 2ar*(1—cosa)

‘5 Hp P805 ._). Area{pnt na3[ang(x—o,))=a . (x—0)Xi & OF}}
= ni'sina /(cosa)’ Boggio
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§vet 81°6 og pnt . a,b,ce Ui(vetmi0) D). Arealo+Us(vet=i0)]n
a3(x—o0 & Qa+Qb+Qc = ang(a;b.c) + ang(d; c,a) + ang(c; a,b) —n

{ HARRIOT, a.1603 dans les Mss. inédits, qui vont paraitre
dans le Bullett. di Storia d. Mat. a.1902; p.1;

GIRARD, a.1629; CAVALIERI, a.1632 |
Cavalieri en a publié le premier une démonstration compléte. (v
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