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REVUE DE MATHEMATIQUES
Tome VIIT — 1902

Recensione.

C. ArzeLA. — Lezioni di Caleolo infinitesimule, (vol. I, parte 12).
Firenze, Le Monnicr, 1901.

L’idea di fondere, in un Corso di Analisi infinitesimale, il Calcolo ditte-
renziale coll’integrale, venne ormai adottata da vari autori, (1) anche in
recenti ed ottimi trattati ; come sarebbero, in'ltalia, quelli del Pean o (a.1893)
edel Vivanti (a.1899). Tuttavia, fu 'Arzela ad esporre pel primo, tra
noi, il programina di tale materia, con siffatta distribuzione, nel Corso che
detta da vari anni nella R. Universitd di Bologna. Aunzi egli, prima ancora
di introdurre i coneetti di funzione continua ¢ di derivata, comincia addirit-
tura (come ta p.e. il Jordan nel suo Traité &' Analyse) con quello di inte-
grale definito di una funzione, che in un dato intervallo & soltanto finita, ed
ha in esso i limiti superiore ed interiore pure finiti.

Il volume che egli ha pubblicato nell’autunno dell’anno seorso, & di cui
vogliamo ora occuparei, riproduce appunto, come 1I’A. dichiara nella prefa-
zione, la prima parte del Corso suddetto; ¢ precisamente la teoria infinitesi-
male delle funzioni di una sola variabile.

I1 prendere le mosse dall’idea di integrale definito presenta senza dubbio
dei vantagyi; giacché questo concetto si applica ad una classe di funzioni
ben pil estesa di quella delle tunzioni continue. Inoltre, dopo aver parlato
in scguito della continuita, si ha subito 'eseinpio di una classe molto gene-
rale di funzioni -continue, nell’integrale definito di una funzione qualunque
(integrabile) cousiderato come tunzione del suo estremo superiore — od in-
feriore — variabile. E questo medesimo integrale, quando la funzione sotto
il segno sia continua nell’intervallo di integrazione, ci fornird anche I'e-
sempio di una vasta classe di funzioni che amimettono derivata in ogni punto
di un dato intervallo.

La tusione delle due parti del Caleolo mi sembra che nel trattato sia riu-
scita veramente intima ed armonica ; giacehé i vari soggetti delle medesime
sono alternati con molto criterio sexentlﬁco ed indubbia efficacia didattica.
Tutti i concetti fondamentali che vanno mano mano suceedendosi nel testo
(come quelli di funzione, di integrale definito, di continuita, di derivata, ecc.)

(1) Di tale fusione si ha esempio fin dal secolo XVIII (veggasi il Bolleitino di Loria,
tomo IT 1899, pag. 91, nota 2).

a.1902 d4.72 RdM. t.8 1.
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vengono esposti, non solo col massimo r\igon-, ma anche con grande ehiarezza.
E sebbene talvolta I'A., nello svolgerli, abbia forse abbondato in dilucidu-
zioni, & un fatto che per esse 'idea emerge linpida sotto ogni aspetto. Inoltre,
tanto i eoncetti, come i teoremni e le formule, sono illustrati con molti esempi 5
e quando ne sia il caso, non vienc mai tralasciata V'interpretazione geo-
metrica.

Ed ora, passando ad analizzarc il testo nelle sue varie parti, i permet-
terd di fare in taluni punti qualche osservazione, di cui il chiaro A. potrd
tener conto, se lo crederd opportuno, nel caso di una nuova edizione del
libro.

T primo articolo & quello ehe riguarda i limiti delle successioni ed i
gruppi di numeri.

Nella definizione di limite saperiore L di un gruppo (pag. 23) invece di
dire che tra L ed L—e¢ deve esser compreso, per quanto piccolo sia ¢, qualehe
numero del gruppo, & forse meglio dire ghe deve sempre esistere qualehe nu-

mero del gruppo, appartenente ad ogni intervallo che abbia per estremi Lied

L—¢; giacché, con tale dicitura, chiaramente non si esclude eche questo nu-
mero del gruppo possa essere L stesso. Cid ¢ bene di far rilevare, per poter
poi concludere che, se esiste il massimo numero di un gruppo, esso ne &, iu
ogni caso, il limite superiore. Analogamente pel limite inferiore.

Mi sembra poi opportuno di notare subito che se il limite superiore, od
inferiore, non & un punto del grappo, esso ne & pero un punto-limite.

I1 capitolo si chiude col cosiddetto lemma di Darboux (che serve di
preparazione al concetto di integrale definito) il quale € esposto rigorosa-
mente hella sua forma piu generale.

Segue il capitolo relativo ai concetti di tunzione e di integrale definito,
ed alle proprietd di questi.

Nella bella digressione sul concetto di funzione & detto (pag. 37) che non
& possibile assegnare in modo arbitrario (cioé indipendentemente 'uno dal-
Valtro) i valori di una funzione in un numero intinito 4i punti; giacche, per
fare cid, occorrerebbe anche un tempo infinito. Ora questa non sarebbe, mi
pare, una ragione d'impossibilitd ; invece & meglio affermare senz’altro che
T’arbitrarietd non puo essere stabilita infinite volte.

 Per quanto poi riguarda il significato geometrico di integrale definito,
mi sembra che nel casoin cui lo si applica alla ricerca di un’area piana in coor-
dinate polari (pag. 51) la dimostrazione debba csser leggermente modificata;
giacehé 'area di ciascuno di quei triangoli considerati non sempre & com-
presa fra le aree dei due corrispondenti settori circolari: pel fatto che il terzo
lato del triangolo (cioé quello che congiunge due punti della linea) pud ta-
gliare I’arco del minore di quei settori. Per lo meno, si faccia notare che la
suddivisione dell’intervallo angolare che si considera & supposta fatta in nu-
mero abbastanza grande di parti, per modo che siffatto caso non abbia mai a
verificarsi. :

Nella dimostrazione dell’integrabilitd delle funzioni crescenti o deere-
scentiin tutto l'intervallo d’integrazione & detto (pag. 69) essere evidente
che la somma degli intervalli parziali, nei quali I'oscillazione della funzione

e
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B
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supera un dato numero ¢, arbitrariamente piccolo, pud rendersi piccola a
piacere. Ma quest’evidenza non mi sembra troppo manifesta. Credo sia prefe-
ribile dimostrare la suddetta integrabilita, ricorrendo alla definizione primi-
tiva di integrale definito; come fa p.e. il Formul. a.1901, pag. 147,149.

A questo capitolo fa seguito quello sulla continuitd e discontinuita delle
funzioni. .

Mi pare che per dimostrare la continuita della somma, del prodotto ¢ del
quoziente tra funzioni continue sia pili semplice fare uso dei teoremi sui
limiti, che non della sola definizione di funzioune continua.

Nella dimostrazione del teorema (pag. 87) (1) che se una funzione & con-
tinua in tutto un intervallo, esiste almmeno un punto di questo, nel quale essa
ha per valore il suo limite superiore L ; ed almeno uno, nel quale ha per va-
lore il suo limite inferiore Z, & detto che nell’intorno del punto di Weierstrass

!
il limite superiore di f(x) sarebbe I—“T—L . Mentre deve dirsi che sarebbe

2
<Lt L
- 2
Circa poi gli esempi di funzioni, che sono o no continue all’infinito
(pag. 100-103:, & bene far osservare che il fatto che possa essere:

lim flx) ='= fllim )

n=-co n=-+w

3 e quindi < L.

si spiega perehd, nei casi considerati, il valore della funzione /() & darto,
per ogni valore di x, come il limite a cui tende una certa espressione
@(x,n), col tendere all’infinito del paramesro variabile 73 e quindi non
sempre sara :
lim § lim g(r,n) | = lim | lim ¢(x,n |
o= o0 n=+ow NI+ L=

Il eapitolo successivo & quello sugli infinitesimi.

Nel trattare delle somme (serie) di infiniti infinitesimi sarebbe stato
opportuno accennare anche a quelle che sono esse pure infinitesimne. Fa-
cendo notare p.e. che se i termini di una serie sono infinitesimi di ordine
uniformemente superiore a quelli di un’altra serie, che sia assolutamente
convergente, allora la somma della prima serie & anch’essa infinitesima.

Riguardo poi all’ordine di infinitesimo della somma di due infinitesimi,
in luogo di dire semplicemente (pag. 121) che se y ed y, sono infinitesimi
di ordini rispettivi 2 ed n,, la somma y-y; sard infinitesima di ordine
uguale al minore dei due numerijn ed #,, deve aggiungersi: se & n=l=n,.
E far notare che se invece & n=n, la somma medesima sard un infinite-
simo di ordine uguale o maggiore dell’ordine comune.

Al capitolo precedente segue quello sulla derivata di una funzione, colle
relative applicazioni alle funzioni crescenti e decrescenti, ai massimi e mi-
nimi; ed infine la parte che tratta delle funzioni inverse.

(1) Formul. 2.1901 Scont. P23 pag. 136.
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Fra le proprietd generali della derivata era bene metter subito qui
anche quella notevolissima, che la avvicina alle funzioni continue; cioé
che se una funzione ¢ derivabile in un dato intervallo, la sua derivata &
capace di assumere in questo ogni valore compreso tra due altri qualunque,
che essa derivata acquista all’intervallo medesimo. Di tale proprietd si da
invece la dimostrazione nel capitolo sulle espressioni di forma indetermi-
nata (pag. 359) per fare poi ivi una osservazione. Mentre allora sarebbe il
caso di richiamare soltanto detta proprieta. :

Vengono poi i capitoli sul differenziale di una funzione, e sul teorema
del valor medio, coi relativi corollari. ]

Fra le conseguenze di questo importante teorema & opportuno aggiun-
gere anche Paltra: Se una funzione derivabile tende ad o, col tendere di
ad x,; e, se essendo f'(xr) sempre finita per x=—=|=mx,, esiste lim f”(x), questo

L=y ’
limite sard necessariamente co. Tale proprietd & dimostrata dall’A. nel ca-
pitolo gia accennato, sulle espressioni di forma indeterminata (pag. 363) per
potere far poi ivi una osservazione. Ma la dimostrazione che ne & data mi
sembra debba essere meglio chiarita, come appresso.

Essendo

[y }-0)— f(-’l'o“l"f):f,[

pR— xyf-e4-6(6—e)]

se lasciamo fisso &, ¢ facciamo tendere ¢ a zero, sard

lim f'[iye+0{8—e)]=-Foo
e=0

Percid avremo pure

lim § lim f'[eytet-6(—e)] | =70
6=0 e=0

In tal modo si viene, in f'(x), a far tendere x ad x,, facendogli per-
correre mna speciale successione di valori (a causa del numero 6, che varia
insieme ed & ¢ a 8). Ma se esiste lim f"(x) quando «x tende liberamente ad
a,, poiché il precedente limite particolare & e, non potra essere finito nom-
meno quel limite pilt generale; ciod sard esso pure co.

Seguono i capitoli sugli integrali indefiniti, e sulle regole generali di
derivazione ed integrazione.

E’ da notarsi che tra lc formule che danno la derivata dei vari tipi di

@
7 ); la quale subito si ottiene, 0s-

9(@)_ si@)og/ @)

_servando che &: f(x) . _

In quanto poi alla dimostrazione diretta della formula che costituisce
il metodo d’infegrazione per sostituzione, non sembrami che sia diventata
del tutto rigorosa nemmeno colle considerazioni che vengono aggiunte su-
bito dopo (pag. 197). Mentre si pud renderla tale, con qualche modifica-
zione, nel modo seguente. ’

.,

— 5 —

Diviso 'intervallo ,..... % in n parti, coi punti w,, wu,..... %n, si ha:

2
o -
Fagde = Y flu)Au, - flugdu, + ... G+ [ )dun
uy Au=0
essendo dus = Usqi—us , dun = U~y .
E poiché u=—u(x) & funzione di invertibile, ai punti vy, u,,..... Un, U

corrispondono gli altri @y, x,..... xn, 2. Ora si ha:

dus = ulws41) — uds ) = w'(@s 4 Us das ) . As
con 0<6; <1 , Axs = as1 —aws .

Ma essendo u(x) una funzione sempre erescente, o sempre decrescente,
sard wu(@s + 0s dars ) un valore di u compreso tra us ed wse1. Quindi
flutes - 0s Axs )] sard un valore di £7z) nell'intervallo us41—1us 5 ed allora,
per la definizione di integrale definito avremo pure:

. .
w fl)du :A]im;of[u’\mx =+ Oudaey)]w’ 2y - 0,40 Ay + flulay +- Oy4.5)]
" o=l

x
2w (g 4 6gdy) g 4 ... ! :/ flafe)] . w'ixydae
&y

Perché flu(as - 05 dws )]u'(xs 4 65 Ary ) & un valore di flule)] . w'x)
in un punto dell’intervallo arsq1—as .

Vengono poi i capitoli che trattano dell’integrazione delle funzioni ra-
zionali e dei tipi pit notevoli di funzioni irrazionali o trascendenti. Se-
guono quelli sugli integrali definiti impropri (sviluppati con molte consi-
derazioni ed esempi) e sulla lunghezza di un arco di linea piana.

. Per quanto riguarda questultimo argomento, prima d’affermare (pa-
gina 318) che esiste, determinato e finito,

lim X85 . V1 + fRaes + 65 85 ),
qualunque sia il modo secondo cui le § tendono a zero, e che tale limite sara
b
T+ 7@ d,
a

era bene dimostrare 1'integrabilita della funzione J147 "*a); a meno che
non si voglia limitarei al caso in cui sia f'(x) continua, o generalmente
continua.

Taluni autori (Formul. a.1901 §Are. pag. 208) preferiscono definirc come
lunghezza di un determinato arco di linea il limite superiore delle lun-
ghezze di tutte le poligonali inscrittibili nell’arco ; la quale definizione pre-
senta senza dubbio dei vantaggi.

Circa poi la formula che da la lunghezza di un arco in coordinate po-
lari, essa & trovata coll'uso di comsiderazioni infinitesimali, che possono
lasciare, in chi non & famigliare con esse, qualche dubbio sul loro perfetto
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rigore. Credo quindi sia preferibile dedurla dalla formula piﬁ' ge.neralﬂ; chgj
vien subito dopo — la quale di la lunghezza di un arco di lmcta, i cui
punti hanno le coordinate espresse in funzione di un parametro indipen-
dente ¢ — quando per ¢ si assuma T'ordinaria ascissa angolare o delle
coordinate polari. Dopo sara bene accennare alla dimostrazione, col e
todo infinitesimale; anche per mostrare la grande efticacia del mcdusm.m.

I capitoli che seguono sono quelli sulle derivate e diﬂ‘erenzia!i d’ordm'e
superiore, sulla formula di Taylor, sulle espressioni di forma {n(l‘etermlt
nata, e sui massimi e minimi delle funzioni. Il libro si chiude infine coi
capitoli sulle seric di funzioni (delle quali & studiata la con\ierg?nm uni-
forme, l'integrabilitd, la continuitd, la derivabilitd), sulle serie di potcn.zo,
o sullo sviluppo di una funzione in serie di Taylor e di Maclaurin.

Ai vari teoremi sulle serie di funzioni, di convergenza uniforme in un
dato intervallo, aggiungerei quello relativo al lmite della somma dcll.u 11‘19:
desime. Tanto pilt che esso pud servire a dimestrar subito la countinuitd
della somma di una serie uniformemente convergente, i cui termini siano
funzioni continue.

Infine ¢ bene far notare che gli sviluppi in serie di log(1-4x) ¢ are tga,
che sono stati trovati nell’ipotesi di laj<1, valgono pure per a=11il prim(f,
e per =71 il secondo; come si riconosce subito. Anche purch(.-, altr‘l—
menti, non sarebbe lecito dedurre dal secondo di essi lo sviluppo in serie

L@
di —4—.

Quest’analisi minuziosa, ¢ forse troppo particolareggiata, del testo,
mostra il vivo interesse che pud destare la lettura del medesimo. Le molte,
ma talvolta insignificanti osscrvazioni, che chi scrive si & permesso di fare,
sono di natura tale che non alterano per nulla Pintrinseca bonta del libro.
Il quale, per la profonditd delle considerazioni, la chiarezza dell’esposi-

zione, ed il rigore del metodo, va certo annoverato fra i migliori.
1l chiaro autore, nel dare presto alla luce le parti che rimangono, verra

-a completare 1’opera gia utilissima che ora ha reso, pubblieando questa

prima parte del suo Corso. .
La stampa del libro & ben riuscita, per la nitidezza dei caratteri; ma
non sono rari gli errori tipografici.

Pavia, 14 febbraio 1902, »
S MINEO CHINL

Confronto col Foruiulurio.

Credo utile confrontare le varie proposizioui contenute nell’opera del
prof. Arzeli, di cui precede la recensione scritta dal prot. Chini, eolle cor-
rispondenti formule del Formulario.

I varii teoremi non sono che il materiale di eui si compone l'opera. Le
lezioni, aventi uno seopo didattico, costituiscono un’ordinata raccolta di
guelle proposizioni, fatta con criterii che si potrebbero dire artistici, ¢ nei
quali il nostro A. & valentissimo. Questo lato importante dell’operv xpa-
risce del tutto nell’analisi ¢he segue.

II controiito che segue & reso possibile, da un lato, causa la gran per-
fezione cui & arrivato il Calcolo infinitesimale, e dal rigere con cui il nostro
A. lo tratta. E anche dal fatto che il Formul. nelle successive edizioni di-
venta una raccolta sempre pin completa di teoremi e dimostrazioni.

Userd Dedizione del Formal. 1902, salvo nella Trigonometria ¢ Geowmetria
in cwi mi riteriro all’edizione 1901, non es:endo ancora pubblicata la nuova-

p.1. L’A. chiama « successione ordinata », cid che da molti chiamasi sem-
plicemente « successione », in simboli « gfNg ».

b)e). Df del lim d’una successione = §lim 3-1.

p.2 d). Invece di yin>uxm leggasi ymSom.

e). Condizione di couvergenza = §lim 3-3.

p.5. Altra forma della stessa condizione = §lim 3-4.

p-6 Ay = §lim 4-2-3.

p-8. LA, porta 'esempio = §lim 10-3.

p-9. limite infinito = §lim 3-2
linea Ga dal basso. Il termine «erescono » deve essere sostituito con «varianos.

p-9-10 n). Da una successione I’A. ne «trae » un’altra. Questo termine
parmi ambiguo. Se estrarre dai numeri naturali, che possono essere gli in-
diei della successione data, un’altra successione, significa formare una
(NofNyeres, tutto va bhene. Se invece si intende di indicare una (NytNy)sim,
allora si deve dimostrare la prima proposizione dell’A. dandone una Dm
equivalente a §lim 51, e ritenere evidente la seconda (poiché ira queste
corrispondenze v'¢ anche 1'identitd), contrariamente a ¢ido che fa I'A., che
ritiene evidente la prima, e dimostra la seconda. .
‘Forse I’A. intende di indicare i tcoremi §lim 624, e colla p) il §lim 62-5.

p-12-13. 11 troppo noto enunciato « aflinché una serie sia convergente &
neeessario ¢ sufticiente che sia lim Ru==0» & un circolo vizioso, perché

N==00
solo & definito il resto, quando la serie & convergente.
p-13. Attribuisce a Newton la formula del binomio molto pilL antica.
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p.15. L’A. parla costantemente del limite d’una successione, secondo
§lim 3'1; e non vi si trova mai definito il limite d’una funzione d’una va-
riabile variante in un campo, i cui valori non sono ordinati in succes-
sione, e spesso non sono ordinabili. Cioé I’A. non enuncia una Df corri-
spondente a §lim 62-1. Cid obbliga I'A. tutte le volte che deve parlare del
limite d’una variabile reale, a ricondurlo al limite d’una successione (pa-
gine 70, 94-95).

p.19. Gruppi di numeri. Enuncia e dimostra §Num 10°7.

p.20. e §Num 11-2.

p-22. Esempi =—-§86.

p.24 = §q2-1.

1 A. dimostra i teoremi sui limiti superiori e inferiori partendo da quelli

sui limiti, eamnmino inverso a quello seguito nel F, ove prima i parla dei
limiti superiori e pol dei limiti.

L’analisi delle idee fondamentali che entrano nella coetxtunone dei con-
cetti di « limite superiore d'un gruppo », e di « limite d'una successione »,
prova che la prima contiene non solo un minor numero di idee aritme-
tiche, ma anche di idee di logica.

p-26. Lemma di Darboux.

Questa P, il cui enunciato occupa una pagina, non trovasi nel Forinul.,
come non trovasi nelle mie Lezioni a.1893, perché se ne puod fare a meno,
per le ragioni accennate in §S nota.

Essendo perd una P vera, ed importante storieamente, si pnd inserire
nel Formul. sotto la forma seguente:

§S 26 feqfO®.171°0,1f*Ogq . heQ .D).
© @ Qrka[neN, . xe (Of0njcres . ay=0 . x,==1 : £ 0" (n—1)
e Xy, <k g 8(fin,2,0)—=S(f,0) <E]
{ DARBOTX a.1875 p.66 |

ciod:

« Sia f una quantitd funzione d'una variabile compresa nell’intervallo
da 0 ad 1. Supponianio finiti il limite superiore e il limite inferiore dei va-
lori della funzione nell’intervallo coincidente.

Fissiamo una quantitad positiva (arbitrariamente piccola) /.

~Allora si pud determinare un’altra quantitd positiva k tale che:
comunque si divida D’intervallo da 0 ad 1 in » parti (# &€ un numero na-
turale), coi valori erescenti axy=0, x;, x3,... &n =1,

. ma in guisa perd che I'ampiezza d’ogni intervallo parziale sia <k,

ne risulta sempre che la somma s’ dei prodotti delle ampiezze degli inter-

“valli parziali pei limiti superiori della funzione in quegli mtervalh, diffe-

risca dall’ integrale superiore 8’ meno di % ».
-p.37. Che non si possa determinare uua successione assegnandone ad ar-

_ bitrio gli infiniti termini, gid risultd in MA. £.37 p.208-210 e p.228. E cio

perché & intraducibile in simboli di logica matematica siffatto ragiona-

s
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mento. Nella trastormazione del suddetto lavoro fatta dal Mie, queste que-
stioni di Logica furono eliminate. E questa osservazione ha molta impor-
tanza pratica; perché spesso nei libri ecomuni si danno dimostrazioni di
questa forma, inconcludenti. Sarebbe tale ad es. quella del nostro A. a
pagina 3, ove non vi si trovassero le due ultlme righe, che la rendono del
tutto rigorosa.

p-41 d). Teorema di Weierstrass, generalizzato = §lim 61-1.

p-96 d). Facendo maggior uso degli integrali superiore ed inferiore,
qualehe D si semplifica; i confronti con §S 3-1.

p-61. Primo teorema della media = §S 3-61, colla stessa Dm.

p-64. Gli eleganti caleoli di alcuni integrali, dedotti direttamente dalla
Df, gi4 interessarono il D.r Boggio, che 1i tradusse in sinboli in RdM, ed
ora trovansi nel Formul. p.182...

p-10. Continuitd. L’A. assume per Df §eont 1-01, ne deduce la 1-0, ser-
vendosi del limite d’una successione per le ragioni dette a proposito della
pag. 15. :

Questo scambio di Df obbliga I'A. a rienunciare a p.81-86 dei teoremi
sulla continuita, che sono la rxpetmoue di quelli sui limiti.

p-87 D) —§L0nt 2-3.

p.88 ¢) = §eont 2-2,

p.92 f). Teorema di Cantor — §cont 1-1. -

Nel Formul. esso & attribuito ad altri. La Dm del nostro A. & abbastanza
semplice, e meriterebbe d’essere tradotta in simboli.

p.93¢g) =§514-1.

p-94-96. L’A. riconduce il concetto del limite d’una funzione d’'una va-
riabile reale a quello del limite d'una suceessione.

Si pud serivere in simboli questo modo di vedere dell’A. enuncmndo la
definizione possibile:

§lim 627 we Cls'q . feqfu . xedu D).
lim(fu,o) =1 23(ye «fN, . limy = ._), . s==limfy) Dfp-

p-104. « secondo teorema della media» =§S 3'7.

p.115. I teoremi sulla sostituzione degli infinitesimi non furono tradotti
in simboli, ¢ s¢ ne pud fare a meno.

p.122. Derivata ordinaria, a destra, a sinistra = §D 10,

p.123 ). Continuitd della funzione avente derivata =8D5-2.

p-130 2.a). == P5-1-11.

p.134 ¢). Merita menzione il tecorema, da aggiungersi al Formul. :

§cont 24 abeq. c;<b . fe (qfa™ b)(contrsim) . 7).
7€ (qfa” b){eresvdecr)

p.138. = §S 20-4.
_ p.1410) =§D2-0.
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p.142¢) = $D48.
d) = §log T-2.

p-143 e) = §log 7'1.

7). Si trova in F1901; sard contenuta nell’edizione futura.

p-156. Teorema del valore medio ==§D 5-4. Nel Formul. ¢’¢ il passo cor-
rispondente di Cavalieri, nientre il nostro A. l'attribuisce a Lagrange.

p-171. E da un punto di vista piu geunerale, ¢ da altro caxo particolare
di §520-2. Invero non & necessario supporre che la derivata sia general-
mente continua, aftinché sia integrabile.

p-179. Derivata della somma —§D 2-2. L’integrale della somma esige,
per questa via, la condizione della continuitd, che, come I'A. ha gia os-
servato prima, & superflua.

p-182 = §S 20°6.

p-188. « funzioni di funzioni» =§D 3'1.

p.-194. «integrazione per sostituzione » ==§S 20'5. Dalla Dm pare risulti
elic non & necessaria la continuitd di «', supposta dall’A. e ncel Formul.
Questione a studiarsi.

Nell’enunciato a pag. 194 I’A. ha introdotto, non so perch®, condizioni
dipendenti fra loro.

p.307. 11 teorema per riconoscere integrabilitd all’infinito d’una funzione
rassomiglia a §510-5. Perd 'enunciato non concorda colle Dt precedenti.
Invero Sdx/(xlogx) esteso all’co, & o, e la funzione a integrarsi ¢ infinite-
sima d’ordine maggiore di 1, secondo la Df a pag. 109.

p-308. Questi integrali corrispondono a §x10 di F1901. L’ultimo di p.308
deve essere corretto secondo il 10°23 del Formul.

p.-310 =§sin12-5 di F1901.

La lunghezza d'un arco di curva é definita con troppe restrizioni, sicche
resta escluso p.es. 'arco della spirale logaritmica, contato dal polo, perché
(p-824-325) non « pud decomporsi in un numero finito di parti incontrate
da una retta qualsivoglia parallela ad un asse in un punto solo ».

p-831. L’arco di spirale d’Archimede va corretto eome in RdM. t.7 p.105
§vetd3 2.

‘p.346 2.a) =§DS'3. .

p.350. « formula abbreviata di Taylor » ==§D11'1. Essa perd ¢ di La-
grange. L’A. non enuncia la P10, di Taylor-Bernoulli.

p-836. Regola dell’Hospital per le espressioni che si presentano sotto forma
indeterminata =§D 6-1. Secondo studi aggiunti al Formul. dal sig. Ene-
strém, essa spetta a Joh. Bernoulli.

Perd la P del nostro A. coincide con §D 6:2; ed ottiene la *1 del Formul.
con ipotesi restrittive non necessarie.

-p.378. La determinazione del massimo o minimo d'una frazione coincide
con §D 124, salvoche 1’A. fa Dipotesi inutile della continuitd della deri-

) vata seconda.

.p.383. « Convergenza in eO'ual grado », LA, da un solo eriterio per ri-
conoscere questa convergenza ; nel Formul. questo criterio & introdotto nei

- teoremi stessi, come in §lim 37'1.

<

g A

g X:

ARG D iy

Trinx g
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p.389 ). = §S 13-12.

p-891 [). =§econt 3.3.

p.392 g). =§D 142,

p.397-398. Curiosi teoremi sulla convergenza eguabile. Mancano nel For-
mulario, ma la traduzione in simboli non & senplice.

P.399. «Seriv di potenze» =§q’ 10-2.

p.403. « Intervallo di econvergenza » = §q' 10-21-22. L’A. parla qui dei
punti limiti d'una successione; ma questi non sono i punti del gruppo de-
rivato (in simboli &), né i limiti (lim) come ha definito 'A., bensi i Lm
(classe limite) del Formulario, c¢he 1'A. non ha definito.

Siccome questa lacuna della Df del segno Lm, o di termine equivalente,
& diffusissima, sard utile uno schiarimento.

La serie 1-4-a--2%4-... ha per intervallo di convergenza —171. I1 gruppo
dei rapporti dei coefficienti consta del solo nuwmero 1; esso non ha gruppo
derivato, ciot mon ha punti limiti secondo le Df di guesti, date dal si-
gnor Cautor, ¢ usate gencralmente (Formul. §6). Quindi I'estremo 1 del-
dell’intervallo di convergenza non & il massimo di questi punti limiti che
non esistono.

In altri termini, quasi tutti gli autori confondone le idee espresse dai
simboli 1 é lim Lm.

p.4UT ei. Aggiungere al Formul.

Qq'll'l Hplo2 .DD.
(n 3™, N)i#,q ~s3(mods <<moda),x| = S{aw 2™ LN

7). Aggiungere al Formul.

§lini 3111 abeqfN, . weCls’q . 0gdu @ weu ),
e, x"i,N,), X(0,2"|1,N,) €q . Sa,an,N)
= 3, 2"n,N,) : reN, D). a,=Db,

Parimenti i teoremni g), ), k) dell’A. meriterebbero d’essere enunciati in
simboli. Essi trovansi pure nelle mie aggiunte alle Lezioni del Genocchi
a.1884 p.229.

p.417. ) = §D 14-1.

p.421. g) =8Dh 11-2.

p-426. Sviluppi in serie == §log4-1-2.

p-429. Areco d’ellisse ==F1901 §sin 14-1.

p.430 = §513-3. .
' ‘ . G. PEANO.
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Théorie générale des séries bien-ordonnées
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BERTRAND RUSSELL
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Au sujet des séries bien ordonnées, on connait beaucoup de¢
théorémes, qui sont das, presque tous, au génie de Georg
Cantor. Mais les méthodes qu’on a proposées jusqu’ici pour

.réduire ces théorémes en symboles, parmi lesquelles on peut

signaler celles de M. Schroder?), de M. Vivanti?, et de MM, Vai-
lati®) et Burali-Forti*, sont tellement compliquées quil est im-
possible de les employer dans les démonstrations, ou de dé-
couvrir des théorémes nouveaux en s’en servant. Pour exprimer
d’une maniére simple les théoremes sur les séries, il faut se
rendre compte des idées fondamentales qui entrent dans ces
théorémes, Une analyse correcte des idées est un préliminaire

- indispensable de l’expression symbolique d’une ‘théorie qui a été

développée par le langage ordinaire. Or on considére une série

.en général comme une classe de termes arrangées dans un -

ordre queclconque. I1 y a la, cependant, une difficulté, savoir

a

B
2 .
A

) Algebra und Log-ik der Relative. (Leipzig 1895), Neunte Vorlesung.
HFIvVL . -
3) RAM. II, pp.71-76..
' -‘) .Hendzconh del Circolo Matematico di Paler mo, vol. VIII, pp.169-179.
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quwon peut changer lordre des termes. Ce ne sont donc pas
les termes & eux seuls qui définissent la série, mais les termes
en combinaison avec une relation par laquelle on les ordonne.
Mais on démontre, par la logique des relations, que si on a une
relation entre certains couples de termes donnés et d’autres
encore, il existe une scule relation entre tous les couples donnés
qui n’a pas lieu pour aucun autre couple (voir Particle précé-
dent, §2, Prop 3:1'11). Donc si cette relation est donnée, les
couples en question sont aussi donnés en méme temps.

Ainsi, si la relation est de 'espéce qui engendre des séries,
la relation détermine complétement la série, et on n’a pas be-
soin de mentionner les termes. Les termes sont en effet ec que
Jjappelle le champ de la relation, ¢’est-4-dire la somme logique

de ¢ et de E, si R est la relation. La théorie des séries n’est,
par conséquent, que la théorie d’une certaine classe de rela-
tions. Ce n’est que par la logique des relations que l'on peut
obtenir un symbolisme simple et utile pour les séries. Cepen-
dant la méthode de MM. Peirce et Schroder n’est pas assez
simple, et il parait qu'il est essentiel de se baser sur le systéme
de M. Peano, en infroduisant les relations comme je 'ai fait
dans Varticle précédent.

Les théorémes suivants se trouvent en général chez Cantor,
particuliérement dans les Mathematische Annalen, vol. 49. Je
n'ai pas cru nécessaire de renvoyer 4 Cantor chaque fois que
je lui dois une Df ou une Proposition.

Je présuppose la théorie des séries finies et des progres-
sions, qui se trouve dans l'article précédent, § 3.

Cde 11 2_“‘R€1"P3(P30 P’DP xemum D

nacuwcwwc.__m.n) Df
2 est la classe do toutes les relations qui engendrent des séries.

Ces relations (1) sont contenues dans la diversité, (2) sont transitives,
(8) sont connexes, c'est-d-dire, entre deux termes différents quelconques du
champ de la relation, la relation génératrice a toujours lieu. Ce sont ces trois
faits qu'exprime la définition.

‘11 Pey D). p=aw Df
p est la série engendrée par P. Il y a dans p un tem‘e au plus qui -
n ‘appartient pas & =.
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112 Pey .=. Pex 132 Pe2.peClsfin.D). dp= A [ Prop 131 . Transp .D). Prop ]
9 D=3n Ps’::m-‘:?: U ). Qe D Az ~ o03(nx = uwni), Df ",l 33 Qinfin=20nr ?3 (pe Cls intin) Dt
0 est 1a classe des relations qui engendrent des séries bien-ordonnées 34 Qfin=20=-0 infin _ Df
je 'appellerai la classe des relations bien ordonnées. 3 '35 o =02infinnPz | seCls. m=n
Ces séries ont un premier terme, et sont telles que toute classe contel.lm-. ] . P an8) s ). S ! Df
dans la série, si elle a des successeurs, a un suceesseur finmédiat, ¢'est-a-dire, D il ):) D 773 3
un terme qui succéde a la classe entiére, mais dont tous les prédécesseurs ap- Prop 1'85 est la Df du nombre ordinal w. Nous verrons plus tard
partiennent 4 la classe ou en précédent un terme ou plusieurs. (Prop 2:12) que tout nombre ordinal est unc classe de relations bicn or-
- données. La Dt qu'on vient de donner doit supplanter la Df de Darticle
21 *Pex D aur £ Elm o L/\ précédent (§ 3, Prop 1-1), qui aurait di étre une Df du nombre cardinal a,.
' [ ey - -~ e . = A.ay=A D. yex . Prop ] (Voir plus bas, Prop 7-32,.
Cette proposition montre que toute série a un premicr terme au plus. - ‘36 Pe.wdp .. P=cw
. 78 — —
99 PeQ . xex D E[;" ys(och . x=P%) & 3L7y8(¥:é s—:.Dyryé.‘_‘): :r-./—:\j.s- L mpans) s . y-es : . P-coo |
- - . w . ) = p '86 . Transp .0). Pr
[ Hp D. 3; A ya(ry = 1 v axh D). qgmk A Yy n L = A) .. Prop ] Pes /4 g { Prop 1'36 . Transp .. Prop |
i i 38 E&2 . )P L HO . ) A=
: Cette proposition montre que tout terme d’une série bien ordonnée (ex- N Dzv VD
i cepté le dernier terme, s'il existe) a un successeur immédiat, c’est-a-dire, [ 7= Dv D). 17~z & v=av )
' un prochain terme. cAa-z= A D). T o))
23 Pe2.D).P,=Pn-l* Df E (2 aeny D v D g p nasiae = vx) @)
. . i — —
94 Pe :) Pe 141 XEP . X = o1 ). XEC~-AT (4; (1).4).D. Prop ]
[ 2Py . aPyz D. y-Ps. 2=Py . 22y v 1y v y . ety 1) Cette Prop montre que toute classe existante contenue dans une série
i ’ Pz . x-P Px . e 7y v ‘ll‘-‘;.‘/ . xesy (&) bien ordonnée a un premier terme. La converse est aussi vraie, de sorte
. Pz . z2.0). x-Py.y-Px.aex Yy .. TE -
; (1"'; 22) yDi Prop ] Y qu'on a R=2nPavp . qe .. gr-nv ce qui est une Dfp.
; 25 Pe@ D). m=n [ Prop 1:22 5. Prop | 39 Pe Qinfin-o ? :462
3 e - - - . | Hp .. q Clsnssia=a s . wy(mn s s . g p=s: (1)
. . . . 7 i d ~— — —
3 26 € ? 713 - se Cls . =a D5 . myia~s) D's . gp-s . Prop 188 .. gp=s=a(p-s) (2)
' 27 Pel. ”D” 3 pe Cls infin Hp 2). :)esp-s-;(p-s) Doaxr s (8)
‘ [ 7. m=1 .D. ;D 1) Hp (). yep . ay Ds . qmy .D. yes A @)
. -z . e (@) @A) . (2) . Pye1=+1.D. Prop ] 3). @) .. =N\ .D. xedp .. Prop ]
i Df On a maintenant prouvé que les séries bien ordonnées qui ont des dé-

3 PeQ.D). dp==nem,
3p est la premiére dérivée de la série p. dp consiste de tous les termos
(excepté le premier) qui n’ont pas de prédécesseur immédiat.

rivées sont celles qui sont infinies sans étre des progressions, c'est-a-dire :
4 Pe . adp = Pefinfin =» [ Prop 1:31:36:39 .. Prop ]
41 PeQ.D):dp= A\ = PeQfinvo
42 o = 2nrP3(peClsinfin.dp = A)
43 w = .QRPQ(;Dn.;‘=;)
44 o = 2nP2ju)p.D): ueCls fin .=. gun|

On pourrait prendre comme Df de w ou bien 1-42 ou hien 143 ou bien 1-44.

Cette Df ne s’applique qu’'aux séries bien-ordopnées, car en général
‘1a dérivée ne se définit qu'au moyen des segments. (Voir le N. ).

+31 PeQ . aop D). pe Cls infin | §
_[-ace_&p . my(mxy=rx . E(am)::mc o_\\;z, . R

D). Tlme) Dmy(max) . ooy wac)=m(acx) .. Prop |

o i ¥ Rt
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% 21 (PL(P).=. P,P’eRel.al+~1nS2(c=nu:.P'=SPS) Dt

L peut s’appeler la relation de similitude (7ikeness) entre deux relations.
Jenferme les relations P et P’ en parenthéses pour distinguer une relation
entre deux relations du produit relatif de trois relations. On verra (Prop 2 *3)
que deux séries sont semblables dans l'acceptation ordinaire de ce mot quand
leur relations génératrices sont semblables dans le sens qu ‘on vient de
définir.

11 Pg Rel .. iP =Rel n P's}(P)L(P)}
12 N, == Cls nz3{gQ2n P3(x = AP)!

N, est la classe des nombres ordinaux. Un nombre ordinal est une
classe de relations bien ordonnées semblables. On a I'habitude de regarder
le nombre ordinal comme une propméte commune d’une classe de séries
semblables, mais il parait qu’il n’y a pas de propriété commune excepté la
classe méme et l1a relation de similitude. Done la Df 2:12 évite I'intro-
duction d'une idée primitive dont on n’a nullement besoin. Puisque les
propriétés de la similitude sont importantes, je vais en développer quel-
ques unes.

R,R'e Rel . Sg 1+-1 .D):
2 Sg y == TEo . xl’y

91 R =25RS.ew D)o R= SRS
[ Hp.D: 2SR’ Sy .=. «SSRSSy .= xRy . x,yes .=. xRy . Prop i
92 R =SRS. o0 Do ovo’ Do
[ Hp . Prop 221 D. R= SRS .D: xRy .=. aSSR'SSy .=
a,yes . R’y 1. Prop ]
923 R'=25SRS.R= SRS D). ovo Do gvo :)o
[ «R'y .=. *SRSy .=. mbSR’bSy =. 2,y . acR y . ¢ e’ Jo o)
xRy .=. 2SR'Sy .=. 2SSRSSy .=. x,ye0 . @Ry . ovg Do ®
1). @ D Prop | _
24 R'=SRS.ew Jo.= B= SRS . 0w Do
[ Prop 2.21-22.0D. Prop ]
28 R= SRS .gw o . al+1nSs®= SRS . ug =0)
[ ovo =v : Xl y oy xer . al'y: §'=1% 8: . R'= SRS .gCZ) =0 ]
Cette Proposmon montre que la Df 2-1 est générale, ¢ est-:i—d.ire que .s’il
_existe une relation S telle qu’on la suppose dans 1a Prop 2:25, il en existe
tou,]ours une telle qu’on la suppose dans la Df 2-1.
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226 Sel-+1.R=SRS.gw Js.R'=8RY . o'y o'
S8 =8".D). R"== S"RS" . gup D"’

[ Hp.D. R"=SR'S' = ¥'8RSS’ = §'RS" )
Hp . Prop 224 .D. R=SR'S. R'= S'R"S' .0,
R=SS'R"S'S =S"RS" (2 (1) . {2). Prop 2:23 .0, Prop |

27 LP=1L [ Prop 2:26.7. L¥DL (1) ReRel - (RLER D). LDL? (2)
(. (@& .. Prop | .

28 R =SRS . 0= guo . D d=o'uo

[ Hp. Prop 222 D). g'vg’ Do n
Hp . 2Sy .D. qz3(yRs . zRy) (2)
Hp . «Sy . yRz D. qre(3Sw) ‘ (8)
Hp .Sy . yRz . 38w D). al'w D). aeo’ 43

Hp . xSy . yRz .. o ws(zSw) ®)
Hp . a8y . yRz . 28w D). aR'w D). xep’ (6)
(2. 145 .16} .. ¢ o'v’ 0

(1) .(7) .. Prop |

29 L=L [Prop2:24-28 .. Prop ] S
3 PPeRel.al-+1nRalo=nur.g =2 :aPy 374‘\\ p
102P 01 : 2Py g 07°P0y} = (P)L(P") =5 Ly
[Hp = o=nm o= PORPR . PORPR . (\7' s
=. g=wvr . g=r'wr’ . PRDRI” . RP'DPR . S~

. e=nv1 . g=n'ur’ . PR=RP" .
o=mur . P'==RPR :2. Prop |

Cette Prop prouve que la Df 2-1 est équivalente & la Df ordinaire de
la similarité de deux séries: On montre que la relation de correspondance
R fait correspondre des termes qui précédent dans une série & des termes
qui precédent dans P'autre, et des termes qui suceédent & des termes qui
succedent; et que ceei a lieu toujours pour deux séries qui sont sembla-
bles sclon la Df 2:1; mais 1'idée ne s'applique pas exelusivement aux sérics.

31 Pe.D).iP D) @
[ Pe2. P'eRel . Sel-+l. p=o. P'=SPS .Dx::

xe amm .=, yax . ~yax 1)
xPy .=. xSP'Sy .=. 10cP 10y @

2.1902 d.182 : RdM. 2
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| (o p ELC 3
@) . p=o .. g ax .= U a'(ox) + Q we == [ 7'(0X) g(4)
1) . @) -Drxe et =, t0 & WA . @
Hp.D. PDO . P*? P
x,ye a'ur’ D). | pazs (55x) . J pn ws(eSy) o
; 7 )
x,ye Ao . 25% . wSy . ZWeEP - WE TR ;
JYE 7 . . i
(6)v. P'=SPS .D. ye a'xutava’x
@:um.q wr D). q T (=) jv ) .
ou T . g (;zl);’ G an y3 [x'y = o (01)) *
O .

A e o i1 est défini dans la
‘tu de cette Prop, un nombre ordinal, tel qu il est ¢ e
E.‘;]VQel tut u(rlxe classe composée exclusivement de relations hien or s
Prop2:12, es !
232 (P)L(P') D). 7w Sim A .
[ ®LE).D. ql-+1ASso=mur . o=n'wt') .D. Prop ]
Pefin D). AP fin | Prop 2:31-32.D. Prop |
*33 efin ). ‘
34 No & Cls’ClsExcl [ Prop 2'27‘;‘2)9&0?; [:::tz ]Df
Cls'ClsExel .=. Cls’Clsmus(,yew . mO’g( :) xny =1/\1)5 C‘is? §
aM &hitehead. Au lieu de Cls'Cls, j'écrirai quelqueto 5% o
35 PgRel D). RelP = Rel n P’2(PDP) o o |
Cette Df est analogue & celle de Cls'k [ F1901,§12, 1 )
¥ . , 017
36 a,peNo . @ pn PajaarRel’Py :Pep . Dr.a aiR -
)N - ‘ .
| P,,Pgep - Pea PP, Se 1+l . o=p, . Py= SP,S .. SPS e an A
1y1gEP - .

— — ’ Dt‘
2 34 R, =21RelrRap=1x.0=1)
- e becde 1 Propl'8.
Voir I'article précédent, §1 Prop ' - o
2 P,Pel p]’)’ =) 3 P4+P = P.Pue Rpp €
. , . G

(4] ) e,
On d()lllle 1c1 la Dt de la somme de deux relations bien or donndée
i ]

t i R, .. estla relation
i rics bien ordonnées. La relation & o /
*ast-d~dire de deux séries T e
\ e'b bsiste entre un terme queleconque de p et un termc quelcong
qui subsi un terino e .
ir I'article précédent, §1 Prop3-S. . N - ’
T pr ’, R, e, qui est une relation différente de P4-1
OnaPJP=Pulve P ,I
et en général pas semblable & P-P".

Df
g1 KDQ D k=asim Ko Pa(x=p)
22 KDQ. ke Cls’Excl. Qef2. =k .D). "
2q K=vKv EQ}‘:‘

~

L?
il
!

g

i 3

blables de séries semblables sont denx séries semblables.
s'appliquer & des séries qui ne sont pas bien ordonnées.
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On donne ici la Df de la somme d'une série bien ordonnée de séries

bien ordonnées. La relation eQe subsiste entr

e deux termes de séries dif-
férentes,

dont la premiére précede la seconde selon la relation Q.
323 ReRel .D): 2ER) .==. wsoug

24 E & Rel
25

Df
[ #Nv.=.NeRel . w'1'pus . 01'R -2 E=eN.D. Prop ]

Cls’RelExcl .=. Cls'Rel n K3{P,P'eK . P®E) D).

(rua (o) = \| Df
Ke Cls'Rel .D). Cls’KExcl = Cls’Kn Cls’RelExcl Df
Qe . geCly QExel D). ¥oq = VquEQE"

Prop 3:27 donne une autre Df de la somme d’une série bien-ordonnée
de relations bien ordonndes. Soit Q une relation bien ordonnée dont le
champ se compose enticrement de relations bien ordonnées. Alors 2Qq est
une relation qui subsiste entre deux termes o et y, si les deux ont une
relation de la classe q, ou si a appartient au champ d’une relation qui a

la relation Q avee une relation au champ de laquelle appartient y. Cette

Df est en général plus simple que la Df 822, mais toutes los deux se

trouvent utiles. Pour obtenir la premiére de la seconde, on n’a qu’a subs-
tituer & Q la relation correspondante entre 1es champs des termes de q,
relation qui est semblable & Q.

%)

6

1

-
i

Df

28 Qef2. ¢e CI¥QExcl . Se 1-+1 . 6==¢ . Q'=5QsS .
¢'¢Cls’RelExcl . SOL.D). xqq & 23qq
[ Peqg . DP.Spel—+l.op=p. 1P = Sy PSy : Sg = a3l qAPa(x=S, ).
ST =Y gRPy=op v oy )! . v8 =8 ..
§q & Cls®Excl . 8'e 141 .. B/(W'g)S" £ A(ufq) :
EQE = §EQES' :
(1) @) . (VQrEQE=A .D. Sog¢' =§'Syqs' O, Prop ]

Dans cette proposition on prouve que les sommes de deux séries sein-

)
@

La preuve peut

29 KX . ke Cls’Excl . ReQ . =k XK e0

[ rK=T .D.-.- !
Xye vk i PeK L e yep 2Py . yPx . 21’y :
Di Ty v, yTe w. 2’y .-. (1)
PVEk . pOy L axep . ysp' O PRY' & p'Rp D 2Ty . yTa @)
20 . T2OT

)
®)

Py= 1912; . Xy== ’:zo;r(, . Xy= 1=t
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Ut . quz . Yoo : p= ;é-@ D). qunp . wr = (unpiz .

D. gfz A as(te == uv 1) (G2

Wt . qur . ke = kn palu np) . roku ..
ik A pu 3(0pu = Ku v oha ) )
6) . =gk n ur A Pu T D 1w tu € a3(ze = ww 1) I

6) . Avkn ur A pu D). Tou - SR A ur A pat D IoPu -
’ . q'ePu M XS(TL == U TW) (8;
MH-2.-6.@.0). (0. ® .0 Prop ]

On prouve ici que la somme d’'une séric bien ordonnde de séries bien
ordonnées cst elle-méme une série bien ordonnée. Il faut remarguer que
1010w, qui parait dans (8), est la série qui précéde immédiatement g, d'aprés
la Df 1-23.

33 Ke Cls’Q. ke Cls’Excl . ReQ . r=Fk D).

Z{;SK).P = 1No n 23(3 K &x) DY

31 Qef . ge Cls'QExcl D). ZSEQZP =
WNo N x3(Xqy &x)

32 Hp3 28 .. ZSEVAP:ZSE’I';.P' | Prop328 . Prop |

Les Df 3-3:31 dépendent de 3-23:29. Elles définissent une somme de
nombres ordinaux dans un ordre donuné. On ne peut pas transformer ces
Df en Df de la somme d'une classe donnée de nombres ordinaux daus un
ordre donné, puisqu’alors le méme nombre ordinal ne saurait étre répété.
Il faut donc définir les nombres comme nombres de telles et telles séries.
Cette restriction reste jusqu'a ec qu'on ait défini la multiplication. Voir
I’article précédent, §2, Prop4-2, Note. '

33 a,8eNo D). a+f = iNo n y3{Pea . Qef . pg=N\ D

Df

P4+Q &} ' Df
34 a,feNo . KDa . keCls’Exel . QQ'ep . g=¢'=Fk ..
s KeixgK { Prop3-32 .D. Prop |
4 a,eNo.D). af = aXp = 1o n y3{K Da . keCls’Excl.
Qep . q=k .. 2 K &y} Dt

41 a,8eNo.D). af = aXf = 1No A y3{Qep .
-qeCls’'a Excl D). 2qq &7}

L'équivalence de 3'4 et 341 résulte de la note 4 la Prop 3-27. On at-
firme dans 3'4 que le produit de deux nombres ordinaux a,f est le nombre
d’une série qui est la somme d’une série de séries" qui a le nombre g ot
dont les termes sont des séries ayant le nombre a.
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KA 1 '
% 4. On va mainienant prouver quc toute série bien ordonnée

est c(}_lmpos:ee de progressions suivies d’un nombre fini de ter
me . 1, -, 1y, Q1 -
; ts ¢ nombre des progressions, ou des termoes qui succédent
a toutes les progressions, peut étre nul.

.y - 7 P ’ ey
1" PPeQ.pp'=A . P4P =R . gren . 0r=0p .y 8y
| R=Pul veRys D Re=(PuP'v eype)/ Pul’y eRypre;
_ = PAP? v eRypel u Pelype )
(). 7=t =t . 7~ =ty ..
B = Ra-R*=(PuDue Rppep=(Pho Pray Ry el PeRy, g,
=P, vP, vty o (2)
2).D. 9= y\r:v:r\;’ v a'-a' "i
~ mevaem . CX
(3). 2. 8r = g~p; = =g a'=n'y D). Prop |
M PPeQ.pp'=N\.P+P' =R.2Dx D
Sr=0pudp vaer -
[ a7 .. R, = Pul, )
0D oy =amr D oo = Spudp va~z . Prop |

Ces denx propositions pr
i lenx dlL)xopo.\ltmn» prouvent que la dérivée de la somme de denx
series bien ordonnées, dont | eI I sounn,
S, & premiere a un dernier terme, es
de Teurs dérivées % - . 't terme, est la sonnne
o -d rivees, mais que si la premiére série n’a pas de dernier terme
a o th
: a{outm le premier terme de la seconde série. Le théoréme s’ l'7
que aussi & une série de séries ; s

12 KD)Q Dok = a2 aKAP(r=0p)| Dt
‘13 Ke ClsQExcl .QeQ . g=tk . R=xK D o k=dr Dt
14 Ke ClyQExcl . QeQ . =k : PeK Dp. gr=n .
0%,k == ' hura|adqrpa(r==in-n)|
13 Ke CIs’'QExcl . ReQ . r=k . K'=KnP3(n ) ..
08 fo = 190,k AP 3 (=1’ 7

Lo s B 01 st e e ENT)
116 ReRel . «D)oue D) xR,y =. xyeu . xRy Dt
17 w41 = QnP3|an=x . Parew! | Dt
18 KDw41.QeQ. g=k D). 0% % = 23|aKAP3(r=17=7)

V23| Aqp3(a==1n=r)|
[ Prop 1-87-39 . 414 .7, Prop ]
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. = .03 k=23 EIE“pQ(ac-:-m-?r)ﬁ
e KD(U - Bel2. ”—k"D i l Pyzop 1-87.415 .. Pro%}

a premiére dérivée p.

9 PeR D). PW=Pspsp

PO) est 1a relation P restreinte aux termes de 1
94 PeQ.aPl) D). PheR

| PO D PO’
x,yedp D xPY . v . oPy . v. xl’y D

@ Py 1P 2)

— , 5
2Py . v.aPly . v. 2l'y _ (43
Hp . Prop 138 .. 361)-;(617) D gnfl)-:il) ( .‘ .
wD3p @[u;(l) . Ercs(ar=usne) - Uy s(eDatly} 5
. b —rt ¢
(5) . Prop 1-38 . alliny3( u D ay)=v .. qe-av (_'
Hp (6) . z=1v-aw .. allz=uva(lu )
M.@-8.4. .00 Prop ]
99 Pe . aPy. army=v D). Pev €0
P, = Phia PW)3, d’aprés la Df 1-23. o
e = P
| o= . tysmy=2r.2D- P_._Pu“ —}—ij_ + e |
3 @
(1) Prop 415 .D. 6])=6puu u&pw viy )

cop 1441 .. P eQfinve  (4)
@) . Pty .D. 6pvv= A (3 (3 Prop141.D o

yeop D). awDy D. veCls infin  (3) ) . () .D. Prop 1

i érie bi ée qui se trouve
que la partie d'une serie bien ordonnée qui

O o cons drivée est une progression.

entre deux termes conséeutifs de la premiére d
On a de méme .

93 PeQ . qép . v=(pn .. Pove
c'est-a-dire, les termes qui précédent le premier terme de
une progression. Aussi

1a dérivée forment

w0i PeQ.gop Jw=0pn D). Puntoulfine\

= p D =N O
[ v=rw D. P=P 4P O p=dp N D0,

(1) . Propl:41 ™. Prop ] _
93 xeNo D). w41l =02nPa(@n=n . Panex) B
96 Pe . xeNo . neNo finuw . Pex : w=Epr .-
Puw en ). PewXx+n+l
. .. | Prop3+4 . 4:22-23-24:25 ,1D. Prop i '
w1 PPEQ. (ap)Esim(op')Tr' . PeaP'(1) D). PelP
'| Prop4-26 .. Prop |

Df

[+

R v

s PRI

— 923 —

428 PPeQ. pa(dplr=i . padpia’=1d . PunelP ..
P1)eiP(1) | Prop4-26 .2, Prop |

%% 5. 1l faut maintenant considérer les segments des séries
bien ordonnées, par le moyen desquelles on prouve que, de
deux nombres ordinaux différents, I'un doit étre plus grand que
Pautre. (Il importe d’observer qu’on nc sait pas démontrer le
théoréme analogue pour les nombres cardinaux). Les thdorémes
de ce numéro, ainsi que les démonstrations que nous allons en
donner, se trouvent presque tous chez Cantor, Mathematische
Annalen 49, § 13. Nous les reproduisons pour montrer comment
on leur donne une expression symbolique.

1 PP .=, P,PeQ.Pugil . g iPrRel’}’ Df
Pour la Df de Rel'l’, voir 2:35

11 P>P = P'<<P Dt

‘12 P<P' .=. P=P .=: P<'...DPeil Df

13 «My =. x,yeNo . wa=y . aynPaianRel’P) Df

Il est néeessaire d’employer un symbole différent pour moindre entre
relations et entre nombres ordinaux. M signific motndre que parmi les nom-
bres ordinaux. On ohservera que wr signifie « nombre moins que 2 » , 7171
ery signifie « successeur immédiat d’un nombre moins que x », c’est-a-
dire, parvix si 2 a un prédécesseur immédiat, et e si @ n’a pas de pré-
décesseur immédiat.

14 oMy =: 2,yeNo cany=/ : Pey .Dr. ar~RelP
[Prop2:34-36 .D). Prop)|
15 xMy =: z,yeNo : Pex . Qey Dpg. P<Q.

2 PeX D). op = Cly'prua(au . qux . =0 i) Df
24 Sgmp == CIs'prug(an . aux . i = i) Df

La premiére de ces Df donne des segments qui peuvent avoir un der-
nier terme; la seconde donne des segments qui n'ont pas de dernier terme.
La seconde Df est la Df générale de la premitére dérivés d’une série, car
la Dt habituclle présuppose sans raison l'existence d’ane limite pour toute
série convergente, c¢'est-a-dire pour toute série qni a des suceesseurs sans
qu'elle ait un dernier terme. Pour éviter cetto erreur, qui est commise par
tous les auteurs que nous connaissons, il est nécessaire, pour leg séries
glnérales, de définir la premitre dérivée commue la classe Sgmp.
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PeQ . e o :
522 w_p. aun D). sequ == 1pru3(ar = Ui ) Df
23 ugsp ). seqiu == 1pe3(nx == u) |Prop52.D. Prop)
94 xEn ). axESP |POP D). Prop)
28 S u = xEn . U = X Df

26 Sel-+l.o, = 7. ;‘, =P
Df

27 uT, v .= u,rep . u Jr. av=
La relation Tp est la relation moindre que parmi les segments de p.

[Prop 5:25°26:27 .. Prop]
{Prop 5:26-28 .. Prop]

lasse des segments forme une série semblable a
est infinie, la séric

- 28 T » = S I,PSP
29 T eAPax
11 s’ensuit que la ¢

la série originale sans son premier terme. Si la séric
des segments sera donc semblable & la série originale.

53 PeQ.Se1-+1.0=p.P=SPs D"
uecp =. ou £cp : U=my = ou = 7'(oy)

| Py .=. 1oxP'ioy T wemy = Jox: & ' (oy) :D. Prop ]
que si deux séries sont semblablus, la relation

Cette proposition prouve
egments & dex segments, et le

de correspondance S fait correspondre des s
successeur d'une elasse au successeur de la classe correspondante.

31 P,PeQ.PP.D).PeQfin
[ Hp . Prop 1:38 .0 uDp' D q u~n'% 1)
(1) . Prop 1-41-43 . 424 .7D. Prop ]
Cette proposition prouve que toute série descendante bien ordonndée
qui est contenue dans une gérie bien ordonnée doit étre finic.

32 P . ugsp D). PullP '
{ Hp .D. PuDP 1)
Puue AP 0. T 1 «+1 AS3(o==u . o=p . P=SPuS (3}

Se 141 . o=u . o=p . P= SPuuS . Prop 58 .. ou £ su .. oUESY 3
Ne'ou = Ne'w . Induet .z ve No fin Do, - Ho¥ ¥ #
(3 . Induet . (4) .2: veNo fin .. 0% U & SP 6))
Hp (3) . @ p~u .. F u~ov ) (6)
@

(6) . Induct . veNofin .. g o? % = ov+lu
(7) : we No fin . Do, %y = seqo &1 xl'y =.

g No fin Ao’z (yl'aw ) s oel'o . YL .. oM’ )
©(8) .. ~Props-31 (9) (9 . Props31 . Pu= 2P (10)

. (1) . (10) .D. Prop ]

*. 5 No fin n ve(ecl’2o ) -

). POP.Pew (8!

-2 —
533 PeQ . upesp . wm=u'. u D' .7D). Pouy<Pru
[ e spuw . Props:82 .. Prop |} ’
B34 PeQ . wesp . D . D). P, <P

'3 > o= g
[ Pove 2P . Se 1-+1 . o=p . o=pe . Pyo= SPS . v =

- v
!} gNo fin mr3(r= 0 v) | . Prop53 . Induct . ). v sper ()]
(1) . Prop5-26 .. )
p D0 v D pw @
(2): ) i , ). .
(25 2 >y N',: o(op ©)Pio (o v) D). -Prop5-3l 3)

(8) . Prop5-:31 .. Pyy=e AP .7, Prop ]

38 PeQ.SS'¢1-1. o=0'==p . SPS = ¥PS’ .M S=S'
— T : =
[ P'=SPS.P"=SPS . Prop2:20 .. o=p'=p"=y" @
—~— S~ - )
1).xep . y= 107 . 3= 15'2 . Prop5:3 .. zep’ . P e AP

’

PI"I ) & ),P 'D' P, e ;.P' 4 2.71'2 XL .
yry ALIXL e’z a'yr'y @)

(2) . Prop5:33 .0). y1'z .. Prop ]

36 PPeQ.ussp D).cp' nea® &P ) € Elm v A

Y uu

| o¢%ep’ . P' eiP . P
oW P edP DUP e arr
W Y ww e o ®

(1) . Prop3-33 .. Prop ]

37 PPeQ.ucep.ue ' P P veep.vDu D)

! , k7472 wuu
sprnv3P €lP )eElm
'Y vY
[ Prop5:3:36 .. Prop ]
38 PPeQ.urecp.wpesp . P giP

uw wu'

P e . D D '

v o'’
[ Prop»-33-37 .7). Prop
39 PPeQ.uresp.up.op n u3(P  giP )= A
v uu o ‘D‘

sp'nv'3®  gap
vl

’

)=A\ .P =g P
v

‘ [ Prop5-32-37 . Transp .. Prop ]
2.1902 d.144 ' ‘ ’
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DO
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54 PeR.D). P =RelnP3ja ¢p » ud(P’ = Pu)} Df
41 PeQ D vep == = T qu. gu;zi D D). wvawesp D Prop ]
42 PeQ.7). VP =P..
43 PeQ.RRecP.D): R<R =. seqr P seqr = rT

"{ Prop5-28-33 .70). Prop ]

44 PPeQ:RecP Dr.asP nIR:RecP Dk
@ P nR ). P &P

548 PPeQ D). PeiP D). P riP=\ . PriP =N :
T cP'n AP ). PAP =A
[ Prop 532 .23: Peil’ D). P il =A . P niP’ =A {1
Prop 5-3 . g <P’ AiP .D: ResP .Dr. o[ P’ AR D). sPAiP =A (2)
(1) . ) .D. Prop ]

49 PPeQ . PP D). PniP =A :
[ PDP". Re P .. 5 sP' nR'2(RDR) _ 1
(1) . Prop 53¢ .. R<P’ .. Prop ] '

[ Prop5-4:41 .. Prop |

Les propositions précédentes, qui ont été découvertes par Cantor, prou-

e o o e linte o 4 et Y.

[ Hp . Prop5:36 .. 1-+1 n Ssjo=¢P’ . o= sP' . SOL!{ & Elm _ (1) vent que de deux séries bien- ordonnées qui ne sont pas semblables il y a
- R toujours une qui est plus grande que l’autre, et que chacun de ces cas
Sel+l. o=cP . o= sP' . SOL D ByRee <P - Ry<R, - exclue I'autre et exclue aussi la similarité.
58848 ). P seqry . 10R, < 10R (2 On peut maintenant prouver que les nombres ordinaux qui précédent
Prop5:38:43 .0J. seqry E 2 b : ) ) un nombre donné forment une série bien ordonnée, et que tout nombre
Prop543.(2). 1oR, =R’, . 10R, = R’y .. seqr’, P’ seqr, ) ordinal moindre qu’un nombre donné s'applique a un segment, et & un
Ry Rye P SRo= R . 10R, = R,y. R\<RY .. seqr; P seqr 4) seul, d’une série quelconque qui a le nombre donnsé.
1,Ree 61 . 2oy == Ry . 1ok == Ry o ]
2).(8).(4). Prop2:8.529 .. Pam &P'%w ®) ‘5 P,PeQ D (P)L(P) w. PP . P>P' E

- 53247 . P 1
(5) . a-zz,7'~x' & Elm .. Prop ] [ Prop 53 . Prop ]

81 P,P'eQ.5PARel'P' . aiP aRel’P D). PeiP

43 PPeQ:ResP .Dr 2P~ iR 1@ P nR3EPAR =A) .
acP'~R"2(PeiR")

[ Prop1-38. 58943 .. g sP'nR"3sPAR” = A : ResP’ . RKR” .Dr.
qsPnlR:ResP . R>RY . Dr. ¢PniR =Al o
R"zsP' . ¢PAIR" =A :ResP’ . R<KR” .Dr. gsPniR : R'e s"’P .
R'>R”. DR sPAAR =A :D: P,R"eQ: ResP .DRr. gsR” n i.R‘ :
R'"e R DR, g sPm iR ' @

(1) . Prop 544 *2D. PeAR” .DD. Prop ]

46 PPeQ.acP nR3(PAIR =A) D)
RecP . Dr. TP’ niR
P’ mniRo=A :Re IR, TP AAR R P L sPAlRy=A:
{ Ro;él:gl;'r; D}R;O 'g/‘;Pnlli'R? l?rop 55'{44 1. ReelRYy D). 5P niR, (1)
Prop 1'38 . (1) .. sPARys|cP nlR, ==A : .
ResRy. DR, HsP AR} =A ) . )
" Prop 1'38.(2) .. sPAR3isP AlR=A}=A .D. Prop ]

i PPEQ D). PP . aeP AP w. a P AP

[ Prop 5:44-4546 D Re¢P..DR. 5 sP' iR : R'e P’ DR '

o FsP AR . PedP'.-. g sP' nR'3(cP A'IR' =A) .. 9 FP AP :
© @ sPARP nIR=A) .. TP AP 2D, l.Prop 1 ..

[ ReAP'AnRel’P . R’e AP A Rel’P’ . Prop 549 2. sRAiP =A .
sR'mIP =A @
(1) . Prop 58 .. sP'AIP =A . sPniP” =A @)
(2) . Prop 547 .. Prop ]

32 P,P'eQ . P<P' .7). ~(P'<<P) [ Prop 5151 .. Prop |
33 PPeQ .70 P<P' .= acP' niP

[ PelP D). -P<P) (1) . FPAIP D). PP (9)
@) . Prop 552 .. ~(P<LP) _ (3)
(1) . 3) . Prop 547 .D: PLP' D). P’ n il 4)

(4) . Prop 5'32 .. Prop ]

34 PQReQ2.P<Q.Q<R .D). P<R
[ Prop 53253 .2 Prop ]

85 MM [ Prop 5:15-64 .23. Prop ]

sk 61 PeQ.seCls. mmenes :upns. aun e

seques ). p)s
[ @p-s.Prop 1:38 .D. g p-smaa(zars) B )

Hp . aep . nxDs .. axss (2) @) . @ D. p=s=A .D. Prop ]
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Cette proposition donne une forme généralisée de 1'induction comnpléte.
Dans une série bien ordonnée, si s est une classe & laquelle appartient le
premier terme de la série, et le successeur d'une partie quelconque de la
série coutenue dans s, alors la série entiére est contenue dans s.

62 Pel .7): uN,x = uesp.xeNo . P, ex Df
24 N el-+1 [ Prop5-33 .. Prop ]
22 M .._NprNp Df

Pour la Df de Tp, voir Prop 527, My est la relation moins que parmi
les membres ordinaux des segments de p, et mp est la classe de ces nombres.
23 M, =IT, =IPz% [ Prop 529 . 6:21-22 .. Prop |
24 PPeQ.P<<P D). acPniP [ Prop 5°32:47 .DD. Prop |

25 Pef . peNo . fMAP .7). fem,, [ Prop 515 . 6:22:24 .D. Prop |

Cette proposition affirme que tout nombre ordinal moindre qu’un nombre
donné s'applique & un segmment quelconque d’une série qui a le nombre
donné.

26 agNo .Pea D). pa=m, [ Prop 513 . 625 .D. Prop ]
27 a,peNo .D: a==f w. aMf «w. fMa [ Prop 5155 .. Prop ]
28 agNo .:). Muopa 2

[ Prop 2:31.6-23 .0: P2 .Dp. My eQ 1)
(1) . Prop 6-26 .7D. Prop ]

Dans cette proposition on prouve que les nombres ordinaux moindres
qu'un nombre quelconque a forment une série bien ordonnée par rapport
4 M. Nous ne savons démontrer que la classe de tous les nombres ordi-
naux forme une série bien ordonnée par rapport & M.

“3  agNo D o=1.ad'=a Df
Y afeNo . auf .).af= abXa - - Df
. *32 aﬂsl\o =N\ D aﬂ__seqxs'{qyﬁhys(x_.ay), Df
' Les trois propositions précédentes définissent les puissances par indue-
- tion, dang_; le sens gél}éralisé qui rés_ulte de la Prop 6°1.
*33 afeNo . uf =N\ . u=a3{a ufry3(@=ar)|. vju LURTH

=N\ .D). af =seqv

[ Hp uwm vu;w D). sequ=seqv .. Prop ]
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6°34 z(:)‘l\o :) Su=1Nora3!Sel-+1.0=u. P=§MM,S .
pe CISQEXcl @ fer . Dp.aou e : ) Spp eal Dt
Pour la Df de Zpp, voir Prop3-27. Su est la somme des nombres qui com-

posent u en ordre de grandeur croissante. Su est unique 4 cause de la
Prop3:2s.

37 Sel-+1.6)No .o )No . SMN DM.D). ¥100 = No Df
LEO

’On domne ici la Df de la somme des valeurs d’une fonetion eroissante
d’un nombre ordinal variable pour une classe donnée de valeurs de la vi-
riable.

4 d,ﬂ,;’é‘ No .D. (a+ﬂ)+;; - a+(ﬂ+;r)
[ Pea . Qep. Rey . p(]:/\‘ SPpr=A . qr=A . PLQ =D, QL =) :)

P'4R & @ty . PHQ & at f+y) D
P'=PuQue Rige .. PR = PuQuRu eRyy £ Ryt |

' =PuQRUeRmeveRpeveRee ()
Q=QuRv ¢ Rgre D). P-Q" = PUQuR v Ry v eR e v eRge 3)

1).(©2). @) . Prop2:3¢ .D. Prop ]

41 a,f,7eNo D). alf+y) = aftay
Qep . qeCls’alixel . Q'ey . g’s Cls'aExel . Q4+Q'=Q" . P=q¢ . P'=
..Q 9 pP=N CPHP=P" D Q'ef+ty . Peaxp. Pe aXy .

e aftay . 2Q q"s a(f-+y) (€3]
P’= PP’ W ERppE ='9)u (v'¢) v EQEVEQE U ERPP'T‘] @
0" =g VEQ'E =(W'¢) v (V¢ ) wEQEVEQEVERppE 3j

1) . (2. (8) . Prop2:34 .. Prop ]

ap, /sI\ Rey . reCls’ pExcl . Q=3y 1 : Q'er Q.
q'e Cls’'aExcl : D).~
42 =a3lare Qar= .‘.‘Q’q'){ < Df
43 oRzy .= rye 7 Q,Qer . r=xqQ1 . y=xQ"¢" D).
QRQ) Df
‘44 Rregy . [ gl-+1n Szi(QSxr .= Qer . r=2q¢! .. Prop ]
145 qDa [Q=3r7.Vr=R, D q=rs = aagraQsireq’) D). Prop]
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646 7, eCls'RelExcl .. ¢e Cls’aExcl
[ fr=Rs . Péq =, Pers = qrnQ'3(Peq") @)
P,P'sq .qraQ'aP,Peg’): Qer .. ¢'e Cls’aExel :D. pp'=A (@)
Q,Q%r . (Q0Q) . R =2¢¢ . R"=30"¢" . Qs =g . Qs =

NG D ==l v ==q"'s (3)
3). roé Cls’RelExel .. ¢'s ng”s =A “4)
Hp(3) . P'Eq' . P”eq” "D' pquls N P"D(Is 4 (5)
@ -6 D " =A ®

(1).(2).(6) . Prop 645 .2D. Prop ]

47 afyeNo D). a(fy)==(ap)y
[ Hp 6-42 . Hp 6'46 D 2Qg=(af)y . ZR 21-2= a(By) 1)

x(ZQq)y = gans(ac,ysp . ®Py) . cEQEy @)
@ :Rs=v'r D). g=rs: .. IZQQ)y .=:[rnQ’s

1590 A Pa@Py)t . @B r wERE)Ey i=: qrnQ'2

1qq nPa(aPy)! v ar A Qs@EQEyY) v xEREy 3
Qer .. 2(2QqQ )y .=: 4q'"P3(xPy) .v. xEQEy . 4)

4 D ac(XRzrz)y =: graQ’zigq ~PsaPy).

NgrnQ '3@EQEy) ~. mE'-’RE*y _ )
3 .06) .0 2q= ZRz'rz (6)

(1) . (6) . Prop2-34 .D). Prop ]

Les Df précédentes des sommes des classes de relations peuvent s’etendre
au cas ol les relations n’appartiennent pas nécessairement & la classe Q.
Cette extension s’effectue dans les propositions suivantes, olt I'on doit aussi
. appliquer & une relation que]conque les Df 1-11, 8-27.

5" ReRel.rDRel .. Rs= ur -
81 ReRel.rDRel, rDRel .D. B, =u7, oDt
-52 - Rel® ==.Rei " ]33(7.:) Rel) S g Df

" 43 Rel=RelnRa(Rel) oe
. B4 Bél’Exél‘:-: Rel n RaRD0’ . ¢ ClsRelExcl) Df
* 33 ‘Rel'Excl=Rel’n Rel'Excl o ot

Yt
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636 Rel’Arithm —

Rel’Excl »n R3(» Rel’Excl . Rz gRel’Excl) Df

87 ReRePArithm . Q=Xr7 .D.Nq¢ =R v ERE ¢ E'RE?

58 ReRelPArithm . a,fyeN, . Rey . # D . 7, Da ..

R« ERE.ERE ¢ afy
[ Prop6-47 Dem . Prop6-57 .0). Prop ]

11 est évident qu’on peut étendre la formule 6:58 au produit d’un nombre
fini quelconque de nombres ordinaux. En prouvant les lois formales de
I'addition et de la maultiplication, je me suis guidé par 1'analogie trés
frappante entre les idées dont on a besoin ici et celles que M. Whitehead
a introduites en prouvant les théorémes analogues pour les nombres car-
dinaux. L'’idée de RelBArithm remplace ici celle de Cls*Arithm, dont on a
besoin pour démontrer la loi associative de la multiplication des -nombres
cardinaux. Cette analogie a beaucoup facilité la decouverte des preuves que
nous venons de donner; et c’est pour la faire ressortir plus nettement que

nous avons donné les Df 6:5--56. Cependant je ne sais pas étendre la mé-
thode de la Prop6-47 & un produit d’un nombre infini de nombres ordinaux.

6 Sg1+1.0=No .o )No . &No . dc No-t0 . 260 =35 :
agNo e . 10(a41) = 10aXy : ¥_JNo ),
10sequ=seqau :): éeNo .. 10t=0y¢

| Prop 6:1-3-81:32 .. Prop ]

Ce théoréme est le théoréme A du §18 de V'article de M. Cantor dans
les Mathematische Annalen, t.49.

61 a,p,yeNo D). yatf = pa yp

[ Prop 647 66 .y~ P =,%f o 2 2f, _ o pH

Yy Y=y 1)

uNo : Esu .DE. ya+§=yay : ﬂ:xa;gunfa(:z:l'ya_*-é)} : Prop 66 .
sequ= "9 )
M=t (@) . (1).(2). (). Prop 61 .. Prop |
62 a,f,7eNo D). yef = (ya)f
[T =% , - W
Prop 661 . 7 = o, ;P o, el @

DNy ¢ feu 'Df' (ya)§= 7«15 s o=z gunfa(el 'yas)t .
' ' sequ A

" seqr =07 ® 1). @ (8. Prop 61 . Prop ]
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W% 71 weCls D). Ne'w= Cls nr2(uSime) Df
‘11 Ne=CIs'Cls n w3)aCls » uz(rew .=. uSimr)! Df

De méme que les nombres ordinaux, on peut regarder les nombres car-
dinaux comme des classes; par ¢e moyen on Gvite une idée primitive qui
ne sert 3 rien du point de vue mathématique.

412 u,peCls . uSime D). "P, = 14-1 n R3{o=u . 0=r) Df
‘13 wreCls . aNc'unCls'z D). P'y =

141 ~R3(o==u . g7) Df
14 1eCls D). 2,=02nPe(p=w) Df

13 u,neCls ) "P, JP"y
.16 weCls fin ). "P,=P", . N¢""P, = (N¢'u)!

47 %eCls infin D). Ne'"P, < Ne'P*, [ Prop 715 .D. Prop ]

uPy est le groupe des permutations de la classe w.

*18 ReRel .D): aRY¥y .=. aNo fin n #3(xrR™y) Df
ueCls . : N

2 Pe®,.Re"P, D). RPRe 2,~iP

24 PPeQ,.PelP D). a"P,nRa(P =RPR)

22 P,PeQ, .D): PeiP = a'P,~Ra(P = RPR)
[ Prop 72:21 .. Prop ]’

23 Pe 2, .RReP,.R-=R .7) RPR-=R'PR'
{ Prop 5'85 Transp :) "Prop ]

24 PeQ, D). NeAPnQ, =Nc¢*P, [ Prop 72228 .0. Prop ]
.25 No, =Nonrxz@aznQ,) ' Df

96 N¢'2, =Nc¢™P,XNc'No, { Prop 7:24:25 .. Prop ]

.Chadue tyf)e de série qu'on peut former de la classe » peut se former

de Ne’ uPy-manitres, puisque 1'on pout permuter les termes autant que I'on
voudra sans changer le type de la série. Done le nombre total de séries
"qu’on’ peut former d’une classe u s'obtient en multipliant le nombre de
. -permutations -de la classe par le nombre de types de séries possibles.

27 wueCls fin. R,REP, .D). RelR’ [ Induct ]
. 28 e Cls fin. PeQ, . w==11-7 . y=17-2 D). P,u Ry €"P,
. Prop132.D. Prop] . . - o
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729 «gCls fin .0). N¢'No, =1
3 PeR,.an D). PeP!

31 PPeQ,.POP,.D). POP'
[ POPy, qP-P'y .D. qun(x,y)zxPy . x=P?y : =Py . P2y

D qunixyzeP-Py v PPy .. Prop ]
PO'P’ n’entraine pas P,0'P,’.

[ Prop 7:26:27:28 .. Prop |

[ Prop 1-24-25°26 718 .2D. Prop ]

32 a=Cls » uzjdaw » P3(u=p)| Df

@y est le plus petit des nombres cardinaux transfinis. J’ai remplacé I’Aleph
de Cantor par a, puisque cetts lottre est plus ecommode.

33 Rel+1.eo . RN D0 . oNz Do . D). oNagq,
D’apres la Df 7°18, ¢Nw=yz;gNo fin Ans@Ra y)! .
[ Hp .D. g 1+1nS3(6=Nofin . s==oN x) .. Prop ]

On présuppose ici la théorie des progressions développée dans ’article
précédent, §§ 3,4.

34 ReRel . v=Clsnwaiuo v g naz(w=o w vty og™x)] ..
7g Cls? Excl [ wacee . xewnw . w=w' 2. Prop ]
'35 @2, .Re Py . RND0 1 gg D).
doNa~g ). 1, nPe(R=P,)
[RePyD.eDe (1) (1).RNDO. go-p .. ucCls infin @)

Hp.(1).Prop7:33. v=Cls nwa.qunxz(w=oNx v :rvvgxm)( e

0 D0y ¢ WED .‘_‘_‘)w. RN/wwsw ... Ne'vXay=Nc'u 3)
(8} . Ne'w=ay .. Ne'veNefinuiay D). g2 “)
3) . Ne'u >0y .. Ne'u = Ne'v .. 5 %Py B
Hp 3).(B). 92 .. g (6)
@. 9.6 D 32 (V)]

Prop 734 . P'eQs . K=Reln Qa1 nws(Q= wa): .P=3py K .D.

P;=R .D. Prop |

Dans la démonstration qu’on vient de donner, c’est principalement la
possibilité de bien ordonner la classe v qu’il faut prouver. Il'n’y a aucune
raison, & ce que je sache, de croire que toute classe peut étre bien ordonnée.
On voit qne P, dépend uniquement de la classe K qui paraft dans la der-
ni¢re ligne de la preuve, et nullement de la relation P’ selon la quelle on
ordonne la classe v qui est le champ de K. Dans la preuve on présuppose
Prop 941, d’olt se déduit la proposition

o aeNe infin . gamua(qQu) D). az=aXa,.

2.1902 d.209 ' RAM t.8 3*
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736 weClsinfin. a®Q, D). N¢’'Q, == Nci@, ~ P3(z D))}
[ Ne’u = a0 X NejQu m Paax)! . Ne'}2u a Ps(@r)!sNe infin .0, Prop ]
37 ugCls infin .0). Ne¢'No, == NeNo,, ra3iPex D). 7 )x
=NeNo, na3!Pex D). (9p)n=A!| [Prop7:36.5. Prop]
4 PeQ.axyep . xPy.y-e0p.odpraxnay= N D). «P Ny

[ 2Py . 2~PXNy D). graxnray (1)
Py . w-PNy . zexrnay .D: x-PNz u. z=PNy )]
Hp ) :zexxAny Dx. 2~P Ny D). yedp (3)

Hp (2). H;mhnynzS’;x-PiNz. zPlNy: . Prop 138 .DD.
g{;achnyhzoe;w-P,Nzo . 5PNy zexz, D . z-P,Ng/ s .
=P Nayt Da . zedp ; 4)
(3).4) D aPy. 2PNy .D: yedp v gdpnarnay %)
(5) . Transp .. Prop ]
41 PeQ.xyep . aPy D) PNy = y-edp.dpnaxnay=/\
{ 2PNy .. q23(zPyw) D Yy-edp (1)
xP2y . xP2 . 2Py .. oPys . 2P,y 2)
neNo fin : 2P,y . «Ps . 2Py .. PNz, :PNy ...
aP" iy xPr . 2Py D 2PNz L 2PNy w21y .
xPNz . 2PN Y, - . (3)
@) . (3). Induet .7 2PNy . &Pz . :Py .D. «P,Nz . 2PNy 4)
(1).(4) . Prop 74 .2D. Prop ]
42 PeQ.aP Wy . wwumxnay=w D). P“;l
{ Prop 422 . 741 .. Prop ] . .
43 PeQ.adp. @;(610)7: - Pﬁv = Pw . szew
| Prop 423.7-41 .. Prop ]
‘44. PEQ . n?n . ?I(ép)n . u=(ép)7 ,_). qu:. Puu . qusm
[ Prop 1:43.4-24.7-41 .. Prop ]
45, PeQ .. '
a op=Clsn uslap rx3(u=nNouiznaNr) Df

=P .PN so
v ww ww

— 835 —

46 PeQ . ugdp . aop A ur Py E® | Prop 74142 D). Prop |
47 Ip e Cls’Excl | Prop 7:34 .D. Prop ]
48 PeQ . uedp .xyeu D). 7;50":73/31// [ Prop7-41(4) . Prop ]

8 uedp D). unm=n v dp)eElm

[ weummu D). u=irva e (1)
(1) . Prop 741 .. u=xndp=A 2
(1) . Prop 745 . aNx=A D ax=A D. aedpuza . (3)

(2).(3) .. Prop }
81 PeQ . wuwedp . ue=0 . aunav D). u)ra

[ Hp . Prop 747 .D. unv=A ( 1)
Prop 7-48 . a,yewe .. ‘;xn Ay u )
quUATe . quaaw D). quaze . CLr 3)
2. @) .D: quare D). quar (4)
. @ D unzo=A ) (1). (8 .D. Prop ]

32 PeQ .7 woPr .=. wvedp . u Dox Df

Jp est la classe des progressions qui partent du premier terme de la
série p, ou d’un terme quelconque de la premiére dérivée, pour continuer
aussi longtemps qu’on n’arrive pas & un nouveau terme de la premiére
dérivée. La relation 0P est la relation de précéder parmi ces progressions.
I1 faut observer cependant, que le dernier terme de dp, c'est & dire

107=0x, 8’il existe, n’cst pas en général une progression, mais une série
finie, ou méme un seul terme.

53 PeQ . xedp D). wop o uz(weu-nu)
[ Hp .D. @dpruslweu . xe=A) .D. Prop ]

84 PeQ D). aN-zN = nezudp [ Prop 7553 .. Prop ]
33 PeQ D). idP = 14-4PW [ Prop 75264 7). Prop ]
6 - PeQ infinew D). Po = Rel nRafaon nua(R=Py,)] Df
614 PeQ infinew . a(0p) =u ). Py = Y0:Pw"

dx signific toutes les classes dp excepté la derniére, s’il y en a une.
62 PeQ.a)n D). 1P = wXidP [ Prop 7445561 D. Prop ]
63 PeQ . gren . 0med.c =u . neNo fin . Puen D).

AP == wXiPMV4-n [ Prop 424 7-44 5561 .. Prop ]
On doit mettre AP(t) =1 quand 8p contient un seul terme.
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164 PeQ.dn=20p .0). AP=wXIPW [ Prop 7:55-62 .7. Prop |

63 m,n eNo fin=0 . PeoxXm+n .0). Phem .
[ Hp .. q2nRzRem . reCls’wExel . AP = iZrr--n) 1)

Rem . reCls’wExel . 73 Dp . p=rs =v . AP=AZr7+4n .D
P=2Rr r+-Pw @

(2). Prop 415 .. dp=wzs|g gnP’s(ml 12— )uacl wezv! D).
Plem .2D. Prop |}

Pour la Df de s, voir Prop 6:5.. La preuve des Prop suivantes est sem-
blable 4 celle de 7-65.

66 e Nofinw0 . Pewrxn D). iPW=n—1
67 agNoinfin . PewXa ._). iPW==q

8% 8. PeQ D

4 8% =4{p} ' Df
8% est la deuxiéme dérivée de p. Pour la Df de P(l), voir Prop 4'2.

‘41 PO=Pspsrp - Df
12 aeNo . dua.D). dap = 8} plra)} Df

Cette Dt atfirme que, si « est un nombre ordinal qui a un prédécesseur
immédiat, alors la etme dérivée de p est la dérivée de la a — 1ems derivée
prise dans 'ordre généré par la relation P.

*13  aeNo. aua ._). P(e) = Psapsap ‘ Df
‘15 aeNo. pa=N\.D). dap=r mzﬂﬂaﬂﬁ3(x=6ﬂp)§ Df

Cette Df affirme que si a est un nombre ordinal de la deuxiéme espéce
(c’est & dire sans prédécesseurs immédiat), la atme dérivée est le produit
logique des dérivées d’ordre plus petit que a.

43 aeNo. pa=A .0). P@)==Psapdap Dt

On a maintenant défini par induction (dans le sans de la Prop 6-1) la
dérivée d'un ordre quelconque, ainsi que sa relation génératrice. La géné-
ralité de la Df résulte de la Prop 6-28. .

2 aeNo. Ay S or=pwme.). 2 or=—qgs
. Xepa . xepavia

[w’l‘i"—}—a)a— w'ﬂia(l-{—m) (oa D P I'OP ]

21 " acNo, /4111.._/\ ﬂs,ua:) S wr=ab D S o =
I me,uﬂwﬁ . &Epa

[,/syZmz.ma=/\ Prop553626:) qyanﬁa,ysy =z wﬂ‘ C @
- wepa upwp .
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(1) - Hp .. guan fa(ys pwp) @
(1).(2). Prop 6:33.D. Prop ]
22 aeNo.dpa.D). 3 wT=w®[w=1+w. Prop 6:1.82:21.7), Prop |

XLEpavio
23 aeNopo=A.7). T wr¥=we [Prop61.82122.0. Prop ]
) XEpa
2% aeNo.D. I or=—qa [Prop 8-22:23.2. Prop |
wepuy(pa)

Voir 5:13, note. Il s'ensuit de Prop. 823 que X w? =w®,
xeNo fin

'3 meNo fin w0 =1 . Pewm ) dmp = : ndm D). adnp
. : n

[Pz . Prop 6:61.7-67 .2D).P(le @m—1(1) (1) . Induet.D. Prop ]
31 meNo fin -0 . wmMiP . (AP)Mom+1.70). gdmp . om+1p=/\
32 Pew».)..ngNo fin.D). @énp : dop =/
e

| Prop 4'15.8-23-3 .D: ne No fin . Dy, gonp @™
Pe I on.xep.D.gNofinAamal Momi.
neNo fin AT -
D.aNo tin A majaz A dmp =A! @

(2) . a=p . Prop 8:14.D). §®p =A (3) 1) . (3).D. Prop ]

33 Pewe . neNo fin.D). P(t) g ww
[ Prop767 8:23.00.Ple X won (1) 1) Induct .2). Prop ]

neNo fin
34 Pe wot1.D), dop = z-n
[Hp .. 8p & 0®L1 . 7=z ) op (1

(1 . Induct . #eNo fin .. 7 D dn p (2) (2) . Prop 814 .. Prop ]
385 PeQ:neNofin.D). @dnp : dop =\ : 7). Pewo
n
[AP)Mo® .. gNo fin A m2(AP)Mem ! D). gNo fin n m3(dmp =A) (1)
©PM{AP) .. gRel'P A (0®41) .. q8%p (2) (1).(2).D. Prop ]

4 weNo 1 Pew”™. DJp.8%p =/ D Pew™ Dp. 8"’ =\
[ 0o+l = w2 Xw Hp .D:

. Rew . 7¢ Cls‘w® Exel .D). Z 7 e ot ' 6N

(). Prop 416 . P'== 7 .. 8p' = “‘, v ya;gb R's(y = 10"=0")} (2)
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- Hp.(2).Prop61.D.8zp = ys;;{;ﬂ Ris(y = 19-5’)( 3)
(). Rew D). Ploew D). oHp’ =A |

41 v ONo .o Dur . &= seqv : yev . Pew’ 3 W =N\ D)

y,P
! . Pew” D &7p' :
. P
| Hp . Prop 823 . P’swz .. P's T w* 1
sev
@A) . aep’ D. qsP' APslasp . yev . Pe T w3 | @)
REMYAY
(@) . Prop 415 .. qunys(a ~& 8 p’) 3)

3 . Prop 814 .71D. 82 p’ =A .2D. Prop ]
42 @aeNo . Pew™ .D): 6"p =\ 1yeux D)y . a6'p
[Prop6-1 . 8-3-32:441 .7). Prop ]
Pour la preuve il faut ajouter & 84 la proposisiou
xeNo : Peox. ye pxr . D) . 0¥ p ) Plewr+l , y's prvix D) . qéy'p
Py Py’
qui se démontre trés simplement. '
43 xeNo . Pe 0™+1.0). aé’p
[ Prop 82442 .. 7~z =8z p.2). Prop ]
44 weNo., PSOG )6 p=/ =. 2P g u(w” +1)
[ Prop 8'42:43 .. Prop |
] PSQ D No na3{ad“p| & em [Prop 8-44 .D. Prop ]

Cette ptoposxtlon affirme que les nombres des dérivées non nulles d'unc
série quelconque forment un segment de la série des nombres.

31 PeQ 7). dp = uzlaNo » x3(3é"p . u= &°p)) Df
52 PeQ 7). No(dp) = No n a2(3é"p) Df

33 PeQ D). a= seqNo(dp).=: iPg u(ws +1):
' " BMa 3/3 wBM@AP) | Props-44. D). Prop |

34 PeQ . a= seqNo(Ap) .No A f3(IP = wp) ._). IP—=wma
. [Prop 8:53. D. Prop ]

Cette propommon atfirme que si un nombre est un puissance de o, I'in-
dex de la puissance est la plus petit nombre pour lequel la dérivée d une
série qui a le nombre donné est nulle. ~ :

ékl 91 w‘, = Q A Pa{u)p .D): usa,w Cls fin .=. | Df
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11 a, == Cls n u3}aw, n P3(1s==p)| Df

w,; ¢st le premier nombre ordinal de la troisiéme classe, selon l¢ langage
de Cantor. w; est la classe des séries telles que toute classe finie ou dé-
nombrable contenue dans une telle série a des successeurs, et que toute
classe qui a des successeers est finic ou dénombrable (¢f. Prop 1'44). e, est
le premier des nombres cardinaux plus grands que «, Mais il est néces-
saire avant tout de prouver que ; est un nomhbre ordinal.

2 Pew, D). sp D,

21 Pew, . ). p -€a, [ «Dp . wewy D qua .. gp=1 .. Prop |
22 Pew, . P'eQ . p'eu,. ). asP n IP" [ Props-47.9:21.0. Prop |
23 No(a,) = No n 83\Pef ._). pea,} Dt

24 Pew, ). in, = No(a,) v No fin
[ Prop 6:2:21-22 . 9:22-23 .7). Prop ]
Cette proposition montre que les nombres moindres que w, sont les mémes
que les nombres finis et les types qui se forment avee une classe dénom-
brable.

23 w,&eNo [P,P’sw; . Prop 9-24 . D.mp =my' Q)
1) . Prop 6-23 .2D. Prop ]

26 Pew, .. M gw, [ Prop6:23.2. Prop ]

Cette proposition atfirme que la série des nombres ordinaux moindres
que o, en ordre de grandeur croissante, est du type ;.

27 PeQ:axep ). ax €ay v Cls fin :
up . wuga, ). gum:_). Pew,
u .
28 Nc¢'No(ay) ==a, [ Prop 9-11-24:26 .D). Prop ]
3 Peow, D a=p |rep D). axeay .. ak v X £ay .. R D). xen ]
31 Pew,. u)p.au. un =\ D.P &o,
k7217

e .. 7 & D ax D). & x €ap v Cls fin @
wY U

U . aw gay D). vz o (2) @) . uz =N D gm 3)
). (3) . Prop 927 .2D. Prop ]
32 aeNe . a<la, . ). a=q,
[ wea . Pew, . 4)p . Prop 9-81 . Transp .2, gur .. Prop |

33 Pew, D). Op)7 =N\

gt o1 <
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{ xedp . Prop 9°3 .D. 37132 i (1
(1) . Prop 9-31.DD. P ew . D.mépn P ) Prop ]
wATL

"84 Pew,.uDp.D: P, 0, = un =/ |Prop91-31.D. Prop |
38 Pew, D). Pew, [ Prop 9-31-33 .. Prop |
36 Pew, . neNofin ). Pen, | Prop 935 . Induet .. Prop |
‘4 ' & No(a,)
[ Q,Q'E@ . q¢ =N : xeq Dx u= Cls A vsiq’ mysiv == Ay
U= wsg A 3= u ) . u= V'u i
q & 4
xyeq D i u Pu =. :z-Q,z) coEq L Yzeq )i v :yl;’mcuzz = yQz.

zy T
K= Ps;q9 nxs(P=P’')! . 2 K=R.".D. Rew? . r=u 1)
x »
8,8e 1-+1 . o==0'== No fin . Q= SMS . Q'=5'Ms'

YR =L even e vy L v= i vy L xeq L xeq .
Dirox 4 16’y Miox'~4-16'y" . 16-+16" y=10x' 16"y’ yQ'y's:
D-E'DQ’ . Z;'i:;’; ) (2
(2). Prop 143 .D. R'sw 3)
A).(8).r=u.D. Prop ]

Cette preuve peut se traduire en mots de la maniére suivante.
Prenons deux progressions, dont les relations génératrices sont Q Q’. Soit
« un terme de ¢, et soit uz la classe des couples dont un terme est x, et
I'autre est un terme variable de ¢’. Rangeons ces couples dans 1’ordre qui
résulte de la relation Q' entre les termes prises de ¢'. Soit ug la classe de
toutes les classes gz, et u la classe de tous les couples dont un terme appartient
& g et V'autre & ¢'. Rangeons les classes wug sclon Dordre des termes de ¢
qui entrent dans leur définition. Il résulte un ordre de u qui est du type
®?, puisqu’il est formé par une progression de progressions. Mais on peut
alissi arranger la classe » de la fagon suivante. Si & et y sont les termes
qui composent un couple uzy de la classe u, et sia est le méme terne de ¢
et y le néme de ¢’, on peut prendre d’abord les couples pour lesquels m-4n
est moindre, ensuite ceux pour lesquel m--n est plus grand; et pour deux
couples qui donnent la méme valeur de m-n, ou prendra d’abord celui
- pour lequel n est moindre. Il résulte que la classe % forine une progre:sion.
" Done elle a le nombre cardinal ao, ce qu'il fallait démontrer.

41 at=a, [ Prop 94 Dem .2D. Prop ]
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42 ne Nofin .D).w"e No(a,) [ Prop 9:5 . Indues .. Prop |
43 ng Nefin.D). a"=q, | Pewn D). peagn :2). Prop ]
Il ne faut pas inférer de w® eNo(a,) que ay® = ay, ce qui serait faux,
44 oo g No(a,)
[ Prop823 .D. w® = = w,
neNo fin
(1) . Prop 9-41-42 .. Prop ]
43 x & No(gy) . ). @* & No(a,)
[ Prop 941 .D: w® & No(ay) .. w+1 & No(ap) (1)
T
u D No(ap) - wDuw : x=sequ . & s No{ay) : yeu .. wv & No/ay):
. ’ Y
Prop 8-23 . 94142 :2). wr & No(ay) 2)
(1) . (2) . Prop 6:1 . 944 .. Prop ]
46 a0 & No(a)) . D). 7 No(a,) n y3(xr M ")
[ z=w® . Mw? : Prop 9:45 : D). Prop
On présuppose iei la Prop 10-1.
47 x & No(a) . Pex.D). @ No(a)) n y3(8"x =)
. | Prop 8-44 . 946 .. Prop |
48 Pe . a No(a) » x3(6"p=/) .D). iP & Noja,) v No fin
[ Prop 844 . 945 .7). Prop ]
49 xeNo .): xe No(a,)) v No fin .=. @ No(a,) » yz(Pex .
. 8"p =A\) [ Prop 9:47-48 .D. Prop |
5 Pew, . x& No(a,} .. & §p [ Prop 9-21-49 .. Prop |

81 Pew, . & No(a,) .. Pleigy,

[ Hp . Prop 549 .. P <P’ 1
Prop 95 : 2,y & No(a,) .. a4y & No{ag) :D: ye Nolay) :3 g 0Y (8% p) (D)

(2) . Prop 949 .0, iPui-e No(a.,) D = (PimgP) 3)
1).(3).D. Prop ]
‘52 Pew, . ve No(a,) D (" p)= —/\ [Prop 9:34:31 .2). Prop ]
83 Pel D). da)p = nzla No (a) n x3(u= 6"p)! Df -
84 PeR.7). dwp =~‘A(a)p | Prop814.9243 .. Prop |

33 Pew, D). dop =\ : . :
[ xep D). axcea, (1) PeQ . wezp . xew D) xedp =. @6 Spun (2)
(1) . (2) . Prop 945°49 .2D: aep D). 5f No(ay) A yz(a =& v p) :. Prop |




— 4

56 Psw‘ = dop = 1weNo(a) .D),. A6p
[ Prop 9-49-51:55 .0). Prop ]

11 résulte de cette proposxtmn que le nombhre ordinal des dérivées non
nulles d’uné série du type o, est lni-méme w,. Dans le numéro 10, nous
“ allons étudier la classe des nmombres ordinaux qui ont cette propriété,
c’est & dire, des nombres a tels que la série des dérivées est du type a. Les
propositions du numéro 10 se trouvent pour la plupart dans § 20 du mé-
moire de Cantor deja cité.

% 10t agNo. ) a=wa .. adlwe

{aeNofin.D. aMo® (1) oMe®.D. a+1 M wa+1 . @
a=w? D). a-+1Mws+1 3)
aENO . pyaz= A\ . u:ya'. rz=3 wn ylw—wy ) D). o% = seqe i

- yEu :) y=aw¥ ~. yMoy .- D: a=e® v aMe® 4)
a. (2) . (3). (4) . Prop6-1.7). Prop ]
‘11 e == No n a3(a=we) . A Df

12 Pew . pNo . t7en - euOul : aP,f .
D). f=wa ). seyp = wseqp
| seqp = seqn'z seqx . Prop6-32.2. Prop ]
13 Hp10'12 .1t € No(a,) .. seqp & No(a,)

[. agp . ?rop9'45 D)t ae Nolay) D). 1m0 & No{e,) @
(1) . 3=z £ No(ay) - Induet .. p 2 No{ap) - 2)

(2) . pea, . Prop9-24 3 q Nolagnpe .. Prop ]

‘14 ag No . Pea .D): age .=. No(dp)==pa [Prop85354 .. Prop |
11 résulte que les nombres de la classe e sont ceux dont les séries sont
semblables aux séries de leurs dérivées.

483 @, = w® | Prop956.10-14 .. Prop ]
2 ag No=e ._). ea= 1¢ ~ f3iPew . t=m =a : yPS .

. D. d=awr D). p=seqp{ Df
‘21 aee ). €a==a Df
22 e No fin =0 =id v D.e,=e,’ '

[ Hp. n\[n D) wr Mot n/Mon ’ )

(1) Induect. P,P'sw . 1~z =n . a7 -;’. =n': aPyf .
D p=w® : aP'4f 0. f=w® D agp . AP '~ a'ep’

o D E{P"‘I‘“ i seqp =seqp’ D). Prop ]
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23 a,feNo . aMB . pMea . D). ep —ea

Hp.P,Pew . 11 =a . 17" = : yl’@ D d=w? : yP'8 D d=w?
Doapnwp @y fup (1)
Hpl) . ye pApp’ D e, =¢y 2)
aMB . My D eg==eg ~. cq Meg:eg=e, v egMe, 3)
(2).(8).D. Prop ] . L
2% a,feN, . e« Mf .. eaMeg | f=eg v pMleg:D. Prop |

25 a,8eN, .D): ea==cp .=. fM(ea+1) . en waDup
[ Prop10-23-2¢4 .7D. Prop ]

26 aM(a,) .=. a,8¢ No(z)) . aMB - Df
27 Mee n M(a,) € w,
[ Prop10-12:13-24 . P=M.e A M(a) .2D. No.ap) A pre =A 0

1) . Prop9-31 .2D. Prop |
3 af0eN,.a=¢es.a-=8.pf=at+l. . en na A nepg =N\

C'est & dire, si ¢ est la limite d’une sérice de la forme définie dans 10°12,
et si § est l¢ successeur de a, il n’existe pas de nombre de la classe e entre
a et eg .

| yee . D. y= ey

/Eﬂaﬁ[t('ﬂ Prop10-23.2D. e, =eg .. &) ==y (2) (1\ (‘) .. Prop |

31 Pew p e .POM . D.seqpee
[ agp D). & = w? D). seq p = seq;as[y p Aas@= o®]! =w¥4?r .. Prop |

32 agNo .aw n P3(PDM . p e . seqp =a).
D). =iua A fala=cp)
| Hp . fepa .D. gp n y3(Be uy) Dt eg=y . eg My :D. Prop ]

Il s’ensuit que les nombres de la classe e ne sont pas tous les limites de
séries de la forme definie dans 10-12. Il y en a aussi, méme parmi les
nombres de la deuxiéme classe, qui sont les limites de séries de nombres
de la classe e, sans &tre les limites d’aucune série de la forme de 10°12.
Du reste, d'aprés 10-15, il y en a qui ne sont les limites d’auncune pro-
gression.

Note a la P6-28

« M. Burali-Forti (Una quesfzone sui numeri transfiniti, Rend. del Cire.
Mat. di Palermo, vol.XI) nie le théoréme 547 a cause d’une contradiction
qui se¢ trouve dans 2M, si MeQ. Cependant la démonstration de 547 que
donne Cantar parait concluante. Je préfére donc nier MeQ, dont je ne

connais pas de démonstration. Ce théoréme ne résulte pas de 61 et 628,
comme on serait tenté de le croire ». -
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ADDITIONS A F1901.

p-48. Dans la notice sur WIDMAN, je voudrais mettre « par-
ticuliére » au lieu de « différente ».

p.60. Dans la notice sur DESCARTES, 1644 est probablement
une faute de plume au lieu de 1637,

p.74. s, a été trouvée par les arpenteurs romains, et la va-
leur en a été signalée dans le Codex Arcerianus; voir CANTOR,
" Yorl. itber Gesch. d. -Mathem. 1* (1894), p.519.-520

p-74219. ALQACHANI, appelé GIJAT EDDIN AL-KascHl par
CANTOR (Vorl. itber Gesch d. Mathem. 1* (1894), p.32) et EL-KASI
par SUTER (Die Mathematiker wund Astronomnen der Araben,
1900, p.173-174) est mort vers 1436.

p-140,22%. La premiére &dition des Principia de NEV\TO\
n’a paru qu’en 1687.

=0 x=0
p.142. La découverte de la formule ) ‘w () pour ¢(0) =

w(0)=0 appartient & JEAN I BERNOULLI, bien quelle ait été
publide pour la premiére fois par HoPITAL; voir p. ex. Jalrb.
wber die Fortschr. d. Mathem. 25, 1893-44, p.66-67.

p.177. L'expression pour = donnée par VIETE est incxacte;
il faut lire .

‘/H—ll ] 2]/1+~l %—

La corrcction a été signalée par F. Rupio dans son éerit:
Vier Abhandlungen #ber die Kreismessung (Leipzig 1892), p. 34.
'p.185. Pour les propositions 6'3 voir BM. 2,,1901, p.444.
p.220. L’Algebm de RAraer BOMBELLI & paru en 1572, voir
" BM. 1893, 15-17. -
o "p278 (cf.p.60). L’mdmatxon que PELL a publié une «Intro-
ductio in algebram » dépend d’un malentendu. L’ouvrage cité
- par WALLIS est une traduction en anglais de RHONIUS (= RAHN):
‘Teutsche Algebra (Zirich 1659). Cette traduction, faite par
" THOMAS BRANCKER et augmentée de note par PELL a été publiée
4 London en 1668 sous le titre: An infroduction io alg(’bra

. .Zramlated out of the hzgh -dutch into english.

G. E\Eb’l‘RO\f.

THEORIE DES NOMBRES ENTIERS ABSOLUS
(remarques et modifications au Formulaire)

par A. Papoa, & Rome

Avant-propos.

En considérant I'emploi qu’on a fait jusqu’ici des symboles
logiques, et en décidant de ne pas les employer en d’autres cas
on peut insérer dans le F (Formulaire) le P {propositions)
qui énoncent ces décisions.

L’application compléte de cette méthode offre des avantages
trés remarquables, méme inattendus, dont je m’occupe dans une
¢tude sur la Logique, qui paraitra prochainement. Ici je me
borne & énoncer les P dont je vais me servir dans cet écrit.

Puisque.l'on n'a «xea» ou «@z> que si « agCls », conve-
nons que

% 01 wea D). aeCls (%)
2 ga ._). agCls
Puisque 'on n’a « g 7 beCls » que si « a,beCls », convenons que
'3 anbeCls D). a,beCls (*%)
Des P2°3 on déduit les P
31 "@anh D). a,beCls [ P23 .. P |
32 @anb D). aa . @b [ P-81.89 P1'3 D). P ] (%%

(*) La légitimité de la P-1 a été reconnue plusieurs fois dans le F (voir,
par ex., F1901, p.5, 1.2 du bas); mais elle n’y a pas encore été insérée, bien
gque j'en aje démontré 1'utilité dans mes Nofe di Logzca matematica (RdM
£. VI, a.1899).

{*¥) On remarquera que la P+3 est la réciproque de la F1902 §2 P2-1.

- (#%) La citation des P de la derni¢re édition du I (a 1902) n’est précédée
que par la simple indication du §.

P T
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Puisque Von n’a « =agCls » que si « agCls », convenons que
4 =~agCls D). aeCls (*)

. *
L
~ Voici quelques P, relatives aux symboles «t» et «7»,dont
je me servirai et qui manquent dans le F.
‘3 weCls [ §1 P-1.§16 P11 .D. awewx . P'1 .. P ] (¥%)

6 ag=r == XEQ: 5EQ ), F=X
[ 5.0 a=wx .D. asCls 1
(1).P1.F1901 §6 P4 .D. P ]
7 w=a~b.ba D). a=wxwb . b=a-x
© [Hp.Pb .D. abeCls. P38 .D. a-beCls . P4.D. ap eCls n

Hp. 1) .D. xDa.bDa D. xvda 2)-
Hp. 1) .0 a=bDix .. aDixvb . (2) D). a=ix W (3)
Hp. (1) .. exD=b .. b =i (4)
"Hp. Q). .D. Da=x 5)

“Hp . {(8) .. aDrwd D a~xDb . (3) D). b=a=-x ]
< '8 rea = Eanw [ P-1-31.F1901 §6 P71 .D. P ]
© 9 xea :sEQ .'_');'~_w ). we=a
e [ P-1'6.F1899 §7 P3 .D. P ]

INTRODUCTION.
Dé;ﬁs‘l.é.s formules de cet derit:

N = « nombre entier absolu »
suc = « le successif de » (**¥).

‘(¥ Cette P est la réciproque de la §7 P1-1.
~ (*) La P'5 est sous-entendue dans tout le §16; la P « were » n’est que la
-§16 P12 Dm (4). )
(’***) Da.ns les explications et dans les notes j’emploie des écritures du
_type a=«a» qu’on lira: x signifie ce que signifie d’ordinaire a.
- Dans cet éerit, je rempla(,e le symbole «N;» e la notation «a+» da F
par « N » ‘et «suca». :
. .Le symbole «suc» avait été employé avec la méme signification par
M. Burali-Forti dans sa Logica matematica (Milano, Hoepli, 1884); je
.- I'ai déja adopté dans Numeri interi relativi (RAM, t.VIL, a.1901).

— 4T —

Dans le F la thdorie des « N » est d:veloppde moyennant 3
symboles primitifs 0 N suc
et H Pp (propositions primitives) (¥*):

% 141 0eN = §10PI] ¢
2 agN .. sucaeN b= 2
‘3 a,heN.suca=such .D). a=D L= 4

4 aeN D). suca-=90 : D
‘8 Ogs:xes ), sucxes: N _)s : 3§ (%)

i

. *
* %

Ces Pp sont absolument indépendantes entre elles (F1899, p.30);
mais ce systéme de symboles primitifs n’est pas irréductible par
rapport au systéme de Pp (F1902, p.14, 1.15-28), car de ce systéme
de Pp on déduit la P-6 qui permet de définir le symbole « 0 »
moyennant les deux autres symboles primitifs « N » et « suc ».

6 0=1N n23[~gN nia(sucy =x)]} ()

[ P4 .= -yNnyssucy=0; 1)
1.1) .. 0e;N Axs[-gN nyssucy =x)! @
=N nys(sucy =3) . s==N=1z .D.". (3)-(T)
5==0 .D). Ogmtz . P1.0). Oes 3
yes oy . yeN . P2 .y, sucyeN 4)
yes Dy . yeN.Dy . sucy -=z -y
(4).(®) . yes .y . sucy &s (6)
(3).(6).P5 . z-=0 .D. NDs : (7N
~gN ays(suey =32) . (7) .D: s===0 .1). NDN=z : D
=(z==0) .D. =(2eN) :D): zeN D). z=0 8)

(8) .=: 26}N n3[~N nys(sucy =x)] D =0 e (9)
@.9).P09 D.P] .

(¥) Dans mes Nofe di Logica matematica (RAM, t.VI, a.1899) j'al re-
marqué la nécessité d’insérer dans la deuxidme partie du F (Aritmetique)
la P « NeCls » 5 cette P a été insérée dans les éditions successives (F1901
§20 P4-0, F1902 §10 P1-0), mais comme Pp: tandis que, en acceptant la
P0-1 (voir 1'dvant- propos), on aurait pu la déduire de la PI-1. .

Par conséquent, je supprime la P « NeCls » parmi les Pp, en revenant
ainsi & I'ancien systéme de Pp (F1898 P002:'1-'5, F1839 §20 P2:1-'5).

{*¥*) J’al supprimé le facteur « seCls» de 'Hp de cette P, car moyen-
nant la P0-1 ou le déduit de 1'autre facteur «Oes ».

(¥*) 0 == «le N qui n’est le successif d’aucun N »
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Il n’est pas inutile de remarquer que, puisque
7 - N=u3(mN nyasucy =a)] ()
{ §11-P2-0.§11 P1'1.§10P33 .D. P}

la P6 ne ditfére que par la forme de la P

‘8 0==[N-N) [P67.D. P] 1 =817TP7 (%)

Et c’est justement aprés avoir écrit cette P (F1899 §22 P-7)
qué j’ai songé a supprimer « O » parmi les symboles primitifs
- et & construire un systéme de Pp relatif aux autres symboles
(« N'», «suc»). (%)

Je vaxs exposer tout de suite ce systeme, que j'ai déja énoncé
dans mes conférences sur L’Algebra e la Geometria quali teorie
dedutlive (Rome, 1900) (**#%),

NOUVELLE THEORIE

Maintenant, les symboles primitifs sont

- N- suc

et les Pp sont :

% 24 aeN D). sucaeN 1 = P12
2 a,beN . suca = such D). a=D . 1 =P18}
3 N Ax(-gN nyz(sucy =x)] (%)
4 gseNn » 1285 .),. SUCT £8 1), N s (k)

(*) \, = «nombre entier positit» == « N qui est l¢ successif d'un N »
© (¥%) 0== «le N qui n'’est pas un N, »
(#*%) Puisque je voulais définir e sxmbole « 0 », bien que dans le F le

symbole « N, » s0it” considéré comme un tout mdécomposable, je lui ai pré-
-féré le symbole « N ».

o (%#x¥) Clest dans ces conferences (p.19, §5) que j’ai posé et resolu la que-
" stion de 1'irréductibilité -des aymboles prlmmfs d une théorie par rapport
& ses Pp (F1902, p.14, 1.11-28). -

(e 1y a (au moins) un N qui n’est le successxf d’aucun N »(vou P1-6).
(eEEERE) o« Bi parmi les (mdlwdus d'une classe (vou' P0-381)ysil y a (au

e moins) un N qui n’est le successif d’aucun N et si le successif de chaque’

B ‘est un s, alors chaque N est’ un_s».
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Nous avons donc 2 symboles primitifs au lieu de 3, et 4 Pp
au lieu de H (voir I'Introduction).

*
E

Les nouvelles Pp sont aussi absolument indépendantes entre
clles.
En effet, si ~-==h . h-—c¢ . c~=a
Uinterprétation:
N=ta . suca==b
ne vérific pas la Pl (#), tandis qu’elle verifie les P2:3:4;
N=tavthvic.suca=b. such=r.succ=Db
ne vérific pas la P2 (*¥), tandis qu’elle vérifie les Pr1-3(*%)4;
N=t«t . suca =a
ne veritic pas la P-3, tandis qu’clle verifie les Pr1-2:4 (¥
N= «nombre enticr absolu »: xeN .0 . sucxr= «x+42>
ne véritie pas la P-4 (%) tandis qu’clle vérifie les P+1-2+3.

E3
¥k

Mais cette fois le systéme des symboles primitifs est irré-
ductible par rapport au systéme des Pp.

En effet, Pinterprétation

N = «nombre entier absolu»: weN .D),. sucw = «x+41>»
vérific les P1-2:3'4 et continuc & les véritier si l'on remplace
Ia signification d¢ « N » par

N = «nombre enticer positif »
ou si I’on remplace la signification de « suc » par

xeN D), suce = « zF142X(—1"» (HidddF),

(*) En effet: « aeN . suca ~eN ».

(¥¥%) En effet: « a,ceN . suca = suec . a===¢ ».

(*%%) La I3 est verifié car « aeN . meNAya(sucy=—a) ».

(**#%) La P4 est vérifiée car (Ia P'3 étant fausse) son Hp ne peut pas
¢tre vérifiée. A

(**¥k) Jon effot, si $= « nombre entier absolu pair »
I'llp de la P-4 est vérifie, tandis que la Ths ne 1’est pas.

(¥*#%2L) C'est comme si 1'on disait de permuter chaque N pair avec son
successif ordinaire (danz. la suite naturcl des N), c’est-a- due d’ordonner
ainsiles N: 1,0,3,2,5,4,..
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Par conséquent, il me semble que la nouvelle théoric doit
étre préférée 4 l'anciennc.

*
* %

Maintenant, voyons comment la nouvelle théorie se rattache
4 Vancienne.

Pour abréger les formules, je définis le symbole «N,» (%)
par la P

% 31 N==as[gN nys(sucy ==x)] Df p =P
moyennant laquelle les P2-2:3 deviennent
2 [N-N, [ P1.D. P22=P ] (*¥

‘3 gsnN-N, :xes ), sucees :). N s | P1.D.P23=P ]
Aprés quoi, on peut démontrer la P
4 abeN-N, .. a=b (**¥

[ Hp . ae=id .2). ag(N-b)nN-N; .. qN=ib ~AN-N, (N
Hp 7). be=N; . P-1 .. ~gN nys(sucy =b) @
Hp.(x |y (@) .0 xeN Dz . sucxe-ib (3)
Hp.P2:1.(8) .DD: aeN<tb .z . xeN .Dr . sucr eNath &
Hp.ae=b.(1).(4).P3 .. NDN=b .. ND-b ®)
Hp . (6) .DD: ~(a=b).0D. =(beN) :D: beN .. a=b ®)
Hp .7D. 5eN. (6) .. Ths ]

¥k
%

En suite, je définis le symbole « 0 » par la P

M 41 0=2N-N) ' =PL8 !

et j'en déduis les P
‘2 N-N, =0 [ P324.P1.817P0.D. P ]
'3 0OgN-N, [P2.P06.D.P]
.31 0eN S [P3.D.P],;=P11}

- 32 O-SNl ) [ » > ] 1 =§11 P22}
33 -gN y3(sucy =0) [P82.P31.0. P ] ;= FI898 P0036 !

*34 aeN \D). suca -=0 ) [=D33] ; =P14!

(*) Qu'on doit considérer comme un tout indécoinposable, bien qu’il soit
typographiquement composé.
C(**¥) «Il y a des N=N; » == «Il ¥ a des N qui ne sont pas des N, ».
T _(¥*%) «Il n’y a pas de N=N, différents entre eux ». .
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4 Ogs:xes ), sucxes ). NDs  {=P15! |InductN |(*)
[ Hp .D. Oes . PO'8 .. gsn0 . P2 .7 gsAaN=N, (1)

Hp . (1). P33 .D. Ths ]

Et maintenant, puisque dans la nouvelle théorie ou trouve
déja (P-31.P23.P22.P34.P4) toutes les Pp de lancienne
(P1-4-D) on pourrait en continuer le développement comme
dans le F.

CoE
* ok

Pour s’assurer que les symboles arithmétiques employés jusqu’-
ici ont la méme signitication dans les deux théories, aprés avoir
déduit dans la nouvelle théorie (P4-31°34°4) les Pp de ancienne
(qui ne sont plus considérées comme Pp), il faut voir comment
Ton pourrait déduire dans Pancienne théorie les nouvelles Pp,
c’est-a-dire les P2'3'4 (car on y a déja deéduit (PL1-7°8) les nou-
velles Df (P31 . P4'1)).

De la P (2) de la démonstration de la P16 on déduit immé-
dintement la P23,

En suite, des P (2) et (9) de la démonstration de la P16, mo-
yennant la P06 et la P17, on déduit la P42, d’ot par la P08
Ogs .=. g5 ~nN-N,
ce qui rend la P13 identique & la P3'3, d’oi par la P17 on
déduit la P2-4.

*
£

Mais, la simplification logique obtenue dans le point de départ
de la nouvelle théorie étant évident, ce que précéde pourrait
justifier le doute que son développement soit plus compliqué que
celui de Vancienne, particuliérement & cause de la démon-
stration de la P34 qui est nécessaire pour tirer des consé-
quences de la P41 (voir la démonstration de la P4-9).

Par suite, il n’est peut étre superflu de constater que, mo-
yennant les P déjd énoncées on peut démontrer, plus aisément

. que dans le F, les P suivantes qu’on pourra insérer entre les

(*¥) Dans le T cette P est appelée « Induct »; je préfére 1'appeler « In-
duct N », tandis que j'appelle « Induct N, » la P55 et j'appellerais « In-
duct n » chacune des P34,35,35 de Numeri interi relativi (RdAM, t.VII, a.1901).
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P que je viens d’énoncer, & la place indiquée par leur numéro.
En méme temps j'ajoute quelques autres propriétés des sym-
boles arithmétiques considérés jusqu’ici.

6 NeCls [ P5.P02.D. P
‘7 abeN D) suca =such .=. a=b ;= F1899 §20 P32
{Hp . P2 .1: suca =sucb .D). a=b )]
a=b .. suca=-such (¥) )

Hp.(1).(2 .. Ths ]

sk 335 yeN D). sucy &N,
[ Hp .D. gNays(sucy = sucy) . (sucyle) P-1 .. Ths ]

6 qN, [ P5.P25 .. P
‘7 NeCls [P6.P02 D). D]
'8 NN | =§11 P21 ¢

[yeN . sucy =x . P2-1 .2). aeN (¢

xeN, . P1.(1) Dz, xeN D). P ]
‘9 suc & (N,fN)rep

[ P2:6.P37 .. N,N,eCls 1y
(1). P5. 8§31 P1:01 .2D. suce (N,fN) 2)
1).(2).P22. 831 P30 .. suce (N,;fN)sim (3
1).(8).P1.§31 P35 .D. P ]

% 43 zeN-N, .. =0 1 P2.P06 .. P}
‘6 N==10 N, [ P2.P38. P07 D P =§16 P21
7 N=N-0 [ » » ] 1 =816 P22 !

‘8 aeN D). suca-=a
| $=N nys(sucy -=y) .2D: (1)-(4)

P-31-34 .7, Oes )
xes x . suexe-=x . P2:1-2 .y . suc(sucx)-==sucx 2)
2es . P21, (2) . Dz . sucw es 3)
(1) . (3) . InductN .. NDs 4)

(4) .. ND yaisucy==y).D. P ]

(*) La P (2) n’est que la F1899 §20 P3-1; dans la démonstration qu’on

y donne on cite seulement des P de logique; en effet clle n’esprime qu'une ~

propriété du symbole «=» et ne dépend aucunement de la signification
" du symbole « suc » (Voir le §3 de ’Avant-propos de mon Issai d’une théorie

- " algébrigue ete., Bibl. du Congrés Intern. de Phllobophm £.IIT, p.313, Armand
~ . Colin, Pans, 1900‘
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Nole sur les nombres enliers posilifs.

Définissons le symbole « 1 », comme dans le F, par la P

¥ H0 1=suco Df L= §10 P2 !
et démontrons que toutes les Pp du F (P1-1-'3) sont vérifices si
Pon y remplace 0 et N par 1 et N,
4 1eN, [ P431L.P35.P0 .. P |
2 aeN, .D). suca &N, [ Hp. D385 .. Ths |
3 abeN, . suca =such .D). a=b [ P38.P13 .D. 7]
‘4 aeN, .D). suca -=1
| Hp.P38.P431-82 .. a,0eN . «-=0 . P1:3 . 0 .7). Ths ]

B lestaes D), sucres i) N Ds - ¢ InduetN, | (%)
| 2=0wus ... (1)«5)

0D . §16 P12 D). . Osu 1)

§16 P11 .D): e D . =0 .v. xes )

Hp . P00 .D: =0 .0 . sucxes (3)

Hp . (2. @) .D: weu Dy . sucxss .. suereu 4)

Hp . 1). (4. Induct N .D. NDu ®)

Hp.®).D. NDiOws .. N-0Ds . P47 .. Ths ]

Par suite, ceux qui veulent développer sculement la théorie
des nombres entiers positifs (0 exclus), peuvent adopter comme
Pp lesP51-5, qui sont absolument indépendantes entre elles,
ainsi que les Pp du F (P1:1-3) dont elles different par une
simple substitution de symboles.

Mais alors lc systéme de symboles primitifs

1 N, suc
n’est pas irréductible par rapport au systéme des Pp, car de
ce systéme on déduit la (1, N, | 0, N) P16 qui permet de définir
le symbole « 1 »,

Par suite, on pourrait répéter tout ce qui précede, en y rem-
plagant O par 1, N par N,, N, par X, (**), 1 par 2; et ceux
qui voudraient s’occuper exclusivement des N, n’auront qu’a
transcrire la Nouvelle théoric e¢n y faisant la substitution
indiquée.

(*) YVoir la note & la P4-4.

(**) N = « nombre entier & commencer par 0 »
Ni=« » » » 1»
Ng=« » » » 2.

S . S TP
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En d’autres termes: pour développer immédiatement la

théorie des N, on adoptéra comme primitifs les symboles
- N, suc
et comme Pp les (N, | N)P21-4.

Mais ceux qui voudraient suivre cette méthode pour s’occuper
d’abord des N, et définir plus tard le symbole «0» (selon 'u-
sage commun), trouveraient des difficultés (F1902, p.32, Noles
1.5-6) .que je vais préciser.

-La Df de «0» serait
a) 0= 1r3(sucx ==1)
aprés quoi, la Df de «N » serait la P46 N==Ou N,

Mais, pour pouvoir tirer des conséquences de la P (a) il faut
savoir d’abord (§17 P-0) que
B) qa3(suck =1)

7) mselxa(suce =1)] Dys y==3

Or, puisque les P(f) (y) sont indépendantes entre elles et des
Pp (N, | N)2:1--4 (%), il faudrait les considérer comme des nou-
velles Pp; et l'on viendrait ainsi & porter inutilement de 4 & 6
le nombre total des Pp de la théorie des N.

(*) En effet, si 'on décide de n’employer la notfation «suexr » gue si
«xeNg » les (N(IN) P2-1-4 sont encore vérifites et la Py) aussi (car son
Hp ne peut pas étre vér iﬁ(-e), tandis que la P(8) ne Pest pas; et si,

,2e=N, . . suey =1 . sues =1,
les (NjIN)P2:1--4 sont encore Vénﬁucs et la P(f) aussi, tandis que la Pyy)
ne Pest pas. (Les (N/N)P2-1--4 ne bornent la liberté d’interprétation de la
notation «sucxy » que si « xeNg » 3 par suite 'interpretation que nous ve-
nons de considérer n’est pas en contradiction avec la (N,iIN) P2-2..

Nomizig Brograricne st ERNST SCHROEDER
per il Prof. Dr. HAUSSNER
- (Trad. di G. Vacca)
_~ -Dr. Phil. Ernst SCIIRODER, .consigliere di corte del gran du-
cato di Baden, prof. ordinario di matematica all’Istituto Tecnico
Superiore di Karlsruhe jn Baden. '

 Friedrich Wilhelm Karl Ernst SCHRODER, nato il 25 no-

.

"vembre 1841 in Maunheim, discende da una famiglia di dotti.
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Studio nel Liceo (Ginnasio) di Mannheim e poi all’ Universita
di Heidelberg, dove nel 1862, dopo di aver studiato per due
anni presso HESSE, KIRCHHOFF ¢ BUNSEN fu promosso colla
nota summa cum laude. Subito dopo SCHRODER si reco all’U-
niversith di Konisberg dove oltre a seguitare le lezioni tisico-
matematiche, prese parte agli csercizi di Scminario per queste
discipline. Nell’autunno del 1864 terminé i suoi studi coll’ esame
per Vabilitazione all’insegnamento in Baden. Subito dopo perd
domandd un permesso per divenire docente privato in mate-
matica al Politecnico federale in Zurigo.

Dall’autunno del 1864 fino a Pasjua del 1868 insegné in pari
tempo come supplente alla Scuola Cantonale di Zurigo dove
diede lezioni di algebra, trigonometria, geometria ¢ meccanica.
In seguito ritornd al servizio dello bmto di Baden insegnando
come supplente alla Héheren DBitrger Schule in Karlsruhe
¢ poi come titolare al Paedagogiuin di Pforzheim.

Nell’ottobre del 1869 diede il secondo cosi detto esame di
servizio (Dienstpritfung). Nel 1870, nominato professore del
Gran Ducato di Baden, occupo subito dopo una cattedra per
la matematica e scienze naturali al Pro- ¢ real gymmnasiund di
Baden-Baden e nel 1874 fu chiamato come professore ordinario
di matematica all’Istituto Tecnico Superiore di Karlsruhe, dove
inscgno aritmetica, trigonometria ed analisi superiore.

Fra i lavori di SCHR6DER devono ricordarsi una quantitd di
memorie comparse in diverse riviste tecniche e programmi, su
alcune questioni relative al suo insegnamento, come:

MacLaurin’sche Suinmenformel.

Algorithmen zur Auflésung der Gleichungen.
Tterirte Functionen.

Vier Combinatorische Probleme.

V. Staudts Rechnung mit Wiirfen.
Trinomische Glexcllun«rcn

Theorem der Funktxonslehre, ecc.

A questi si aggiungono le note ¢ studi sull’aritmetica e V'al-
gebra, le quali iniziano le ricerche del secondo gruppo dei suoi
studi. Essc stabiliscono per queste discipline una base piu larga
riannodandole all’algebra assoluta, ossia ad una teoria gencrale
delle relazioni la qudlu prescinde anche dalla legge associativa.

Dei lavori come questi che rappresentano il primo campo
di ricerche di SCHRODER, ¢ stato pubblicato ancora poco. Citiamo

s o < i
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fra gli altri Die formalen Elemente der absoluten Algebra,

una memoria Ueber Algoritlinen und Kallwln,come pure qualche
Javoro nei Reports of the British Association. _

11 terzo gruppo dei lavori del prof. SCHRODER comprende gli

studi relativi ad una riforma ed allo sviluppo della logica. In

questo campo cgli seguitd le ricerche di numerosi predecessori

¢ contemporanei, come LEIBNIZ, PLANCQUET, BOOLE, DE MORGAN,

CHARLES PEIRCE ed altri. 1 lavori fatti in questo senso cercano

di condurre la logica ad un algoritmo calcolatore ¢ in special

modo di rendere accessibili i concetti relativi ad una tratta-

zione esatta, cd emancipandosi dalle pastoic abitudinarie della

parola anche nel campo della filosofia, di togliere alla frase

«ogni efficacia (ndhrboden) ». Avrebbe dovuto percid essere

costrutta una lingua scientifica universale completamente di-
versa dai tentativi linguistici alla Volapitk ¢ rappresentata piu
come lingua dei segni che dei suoni. Un piccolo lavoro intorno
a questo tema risale al 1877: Der Operalions Krels der Logik-
kalkwuls. Un’opera pid complessa é in corso di pubblicazione dal
1890 :* Vorlesungen dtber die Algebra der Logik, di cui il PR )

primo volume tratta il calcolo delle classi, il secondo il calcolo o s
delle proposizioni ed il terzo Yalgebra dei relativi. Pensicri o T
“analoghi si trovano anche in alcuni articoli, come nel suo di-
_ scorso (Rektoratsrede): « Ueber das Zeichen » cosi pure nel o
Monist col titolo On pasigraphy e nella Bibliothéque du Congrés
Inlernational de Philosophic 1900, sotto il titolo Sur wune ex- e

tension de Uidée d’ordre. Come appare dalle date sopra ricor- Dl
"date, SCHRODER appartience alla schiera di quei pochi docenti R ‘
di matematica degli istituti superiori che, come gia WEIERSTRASS, ¢ L e T
PavL pu Bors RayMoxD, hanno percorso tutti i gradi. La ten- e o

. denza a schematizzare e lo sforzo di appoggiare la pratica alla. L IO
' teoria spinsero SCHRGDER a far avanzare LL fisica mediante il IR
o _perfezionamento della matematica. A c¢id scrvi 1’ approfondi-
&~ mento della meccanica e della geometria e sopratutto della
o ,\amtmctlca ed in relazione a cio gli si presentd gradatamente . :
. la necessitd di I‘lfOrde'C anzitutto lc fonti di tuttc queste dx- ' e e _
' scxphne Ll LT :
© .11 16 giugno del corrente anno SC'IM)DLh mori in seguito ad n .I' N G L o :
At un colpo cagionato da una mﬂammazlor}e di cervello. : Stampatn cm txpx della < Rmsta dx Matematlca > dalln Tlpograﬁa Cooperatm\ N
_ . . : SR, Tonno-(}orsoValdocco,15 SR
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777 Riviste

AGGIONTE ALLE NOTE STORICHE DEL “ FORMULARIO »

§ Def.

Delle due principali specic di definizioni, adoperate nel

« Formulario », cio¢ da una parte le definizioni, di classi o di

individui, non precedute da alcuna ipotesi, e dall’altra parte le

. definizioni di funzioni 0 relazioni, sussistenti tra individui di

date classi (definizioni che devono quindi essere precedute dal-
I'ipotesi che gli individui rappresentati dalle lettcre che vi figu-
rano appartengono alle classi di cui si tratta), le prime soltanto
sono state prese in considerazione dalla logica ordinaria. :

Le seconde, invece, sebbene delle loro varie forme,. <ol k
presa quclla delle « definizioni per astrazione », si 1‘iscontriq9:§ ’ e
gia esempi nei geometri greci (enfr. per esempio la definizione:|
data da Euclide della relazione di proporzionalita fra quatt é;
grandezze) non sembrano aver formato mai oggetto di conside-&”

anteriore ai recenti sviluppi della logica matematica. Solo
qualche vaga e indiretta allusione ad essi si trova nella Topica
d’Aristotele (Lib. 1, cap. 4°) dove egli osserva come, non solo
le parole isolate, ma anche le frasi intere siano suscettibili di
essere definite. (dvvardy pag xai 1@y dad Asyov e GNUAYopEVRY

~ égioacfar.)

*

® ¥
La frase piu frequentemente usata da Aristotele per carat-
terizzare la definizione della prima specie sopra accennata, cioé
le definizioni di classi (senza ipotesi), consiste nel dire che esse
« onualvovery b 7l fjy evar > frase tecnica della quale non & fa-

.¢ile trovare la corrispondente nel linguaggio filesofico moderno,

e che gli scolastici traducevano, altrettanto letteralmente quanto
barbaramente, in latino con laltra: « significant quod quid eral

-esse ». Colle notazioni del Formulario il significato di tale frasc
. si pud rendere esattamente dicendo che, se A & il simbolo della

classe che si tratta di definire, la definizione consiste nel dichia-

s 1003 d. 278 ) RAM 8 5




rare il senso che si intende attribuire alla proposizione xe4,
o, in altre parole, che la definizione si effettua scrivendo un’u-
guaglianza nella quale figuri come primo membro la.proposi-
zione xeA e come secondo membro una proposizione di noto
significato.

Che questo sia il preciso senso attribuito da Aristotele alla
suddetta locuzione e all’altra, pure promiscuamente adoperata,
colla quale egli afferma che le definizioni indicano l'essenza
(v odolav onualvover) della cosa definita, risulta chiaramente,
tra gli altri, dal passo (Categorie c. I) in cui parlando, della defi-
nizione di {dor, la fa consistere nell’indicare che cosa si asse-
risca d'una cosa o d’un’altra col dirla uno {dov. (¢i 80w Exardoe
atrdy 16 Lde eral).

E 3
¥ %

Alla distinzione tra le definizioni e le altre specie di pro-
posizioni che figurano in una data trattazione, ¢ dato da Ari-
stotele il massimo rilievo.

Essa sta a base della nota classificazione delle varie specie
di « predicabili », (xarpyogodueva), classificazione nella quale le
proposizioni sono distinte in quattro classi (rérrages diagogal. To-
pica I, 7) a seconda che le proprietd, che in esse sono attribuite
~‘al soggetto dai rispettivi predicati, sono: .

1) o Vinsieme delle proprietd che costituiscono la defi-

nizione del soggetto (6gos);
2) o una parte di tale insieme di proprietd (yévos);

8) o delle proprietd che, pur senza far parte di quelle.

che figurano nella definizione del soggetto, sono tuttavia pos-
sedute da fufti gli individui della classe che esso indica, e solo
da essi ({wov); . .. . - . o

4) o delle proprieta che non si trovano in alcuno dei tre

 casi precedentemente considerati (ovuBefyxds).

Nel primo caso si hanno le definizioni propriamente dette,

. -. “nel secondo le proposizioni che, pur non essendo definizioni,

-sono vere per definizione (sempre s’intende in una determinata
“trattazione), nel terzo le proposizioni che, pur non essendo de-
'ﬁnizioni, si possono mettere sotto forma di eguaglianze (Defp),
© - e nel quarto tutte le altre proposizioni. B
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11 significato fondamentale della suddetta classificazione
aristotelica, cosi chiaro nell’esposizione generale conservataci
nella Topica, si trova in gran parte offuscato e falsato nell’cla-
borazione alla quale essa fu assoggettata da Porfirio in quella
sua Introduzione (sloayoyd) agli scritti logici d’Aristotele che fu
il principale tramite attraverso al quale la dottrina aristotelica
esercito la sua prima influenza sulla cultura occidentale (Boezio).

E nell’Isagoge di Porfirio che la classificazione sopra in-
dicata viene a trasformarsi nell’altra cosidetta delle « cinque
voci » : genus, species, differentia, proprium, accidens, adottata
in seguito dalla tradizione scolastica, e nella quale va smar-

_rita quasi ogni traccia della precisione e simmetria originale.

E pure a Porfirio, se non anche-a qualche piu antico com-
mentatore, che andiamo debitori dell’enunciazione della nota
regola che « ogni definizione debba procedere per genus et
differentiam» ,regolalaquale,ol trecché privadivalore intrinseco,
non poteva trovare alcun appoggio nell’autoritd d’Aristotele il

-quale parla anzi pia d’'una volta delle varie differentiae (diapogai)

che possono figurare in una stessa definizione.
» %*
* ¥

Anche la distinzione fra definizioni reali e nominali deve la

" sua origine ad elaborazioni posteriori della dottrina aristotelica.

In quei capitoli tuttavia dell’ Analytica Posterior (IX, X)
nei quali Aristotele prende ad esaminare 'ufficio delle defini-
zioni in una scienza dimostrativa (dmodewxtixny &motjun) si tro-
vano alcune notevoli osservazioni riferentisi alla questione che
doveva in seguito dar luogo all’introduzione della distinzione
suddetta.

Aristotele insiste ivi sulla necessita di ben distinguere-le
definizioni propriamente dette da quelle proposizioni nelle quali,
insieme alla definizione, & implicata anche I'asserzione dell’esi-
"stenza di cio che si definisce. :

Tali asserzioni di esistenza sono da lui qualificate o come
delle ipotesi o come delle proposizioni da dimostrare, a seconda
che si riferiscano ai concetti fondamentali (vd npdira) della

* scienza di cui si tratta, o ai concetti « derivati », definibili me-
- ‘'diante i primi. ‘ g e Co -
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G géempi in proposito sono da lui desunti dall’aritmetica
e dalla geometria. (Analytica posterior lib. I cap. 10).

Le considerazioni ivi svolte da Aristotele trovano il loro
perfetto riscontro nelle seguenti di Leibniz (De organo sive arte
magna coyitandi. V. Opuscules et fragments inédits publiés par
L. Couturat 1903):

*°...sufficiet nobis ingentem (rerum) multitudinem revocare
ad paucas quasdam, quarum possibilitas vel supponi ac posti-
lari, vel ex cperimento probari polest.

Ita omnes lineae motuum in geometria revocantur ad duo
tantum motus, unum in linea recta alterum in linea circulari.

" His duobus enim suppositis, demonstrari polest omnes alias Ii-

“neas (e. c. Parabolam, Hyperbolam, Conchoidem, Spiralem) pos-
sibiles esse. Rectam autem duci et circulum describi, Euclides
non _qdcuit sed postulare satis habuit. (Op. cit. Couturat p. 431).

11 nesso che sussiste tra le suddette considerazioni e le di-
stinzioni tra definizioni nominali e definizioni reali, nel senso

-in ecui questa & intesa da Leibniz, risultera chiaro dai seguenti
altri passi (che riporto dalla stessa pubblicazione del Conturat):

« Definitio realis seu definitio talis ex quo slutim palet remn
de qua agitur esse possibilem (p. 220). [Definitiones] non sunt

* veritates, sed explicationes terminorum nisi guatenus de possi-

- bilitate agitur, nam eatenus’ ad axiomata vel postulata referri
‘debent (p. H538).

Cié che intende qui Leibniz per posszbzlzlas ¢ da lui ulte~

" riormente spiegato:

 Possibiles sunt termini de quibus demonstrari polest nuin-

quam in resolutionem occursuram contradictionem. (Ib. p. 371).

Le definizioni che non soddisfino a questa condizione sono

~ ‘quelle che egli chxa.ma « definizioni nominali » (definitiones pure

" ‘nominales). ’ -

- Sull’ importanza di non scambiare queste per definizioni
reali, nel senso sopra deﬁmto egh si esprime nei seguenti

‘-termlm' :

= 8i definitionem ahquam ‘demus nec ex ea appareat ideain,

. quam rei ‘adscribimus, esse possibilem, non possumus demon-
"~ strationibus fidere quas ex definitioue duximus, quia si idea
illa forte contradictionem involvit, fleri potest ut contradictoria.
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etiam de ea simul vera sint, adcoque demonstrationes nostrae
erunt inutiles. Unde patet definitiones non esse _arbitrarias.
Atque hoc est arcanum Vix cuique satis animadversum “», (Ib.
pag. 331).

Linteresse che per Leibniz presentava la dtstmnone cosi
stabilita, si connette al fatto che egli vedeva in essa l’umca
via per sottrarsi a quell’obbiezione, alla quale egli spesso al-
lude sotto il nome di « difficultas Hobbesiana circa definitiones
arbitrarias ». (V. Ib. pag. 220, 516, ecc.), e che consisteva nel-
’asserire che, essendo le definizioni proposizioni esprimenti sem-
plici convenzioni arbitrarie, tali dovessero ritenersi anche tutte
le conclusioni che, per loro mezzo, si ottenevano nelle scienze
dimostrative. (Hobbes, Computatio sive Logica, Pars I, cap. 5"

s
* ¥

Quanto ai mezzi per distinguere se una data definizione
sia <reale» o puramente «nominale » & importantc notare come
Leibniz ammetta esservi casi nei quali la questione non pud
essere risolta se non coll’addurre degli esempi, nei quali le
proprieta considerate dalla definizione, si trovino effettivamente
riunite.

« [Si A=E.F.G] necesse estut demonstreiur A esse possi-
bilem, seu E.F.G non involvere contradictionem, idest non in-
volvi X non X. Quod cognosci non potest nisi experimento,
si constat A existere vel extitisse, adeoque esse possibilem, aut
saltem extitisse aliquid ipsi A simile ». (Ibid. pag. 372).

I sotto questa forma che compare, per la prima volta nella
storia della logica, la questione relativa alla « compatibilitd »
del sistema di Pp che si assuma a base d’una data trattazione:

« Si dico A = E.F.G, non tantum scire debeo E, F, G singula
esse possibilia, sed etiam inter se compatibilia; id autem patet
non fieri posse nisi experimento vel rei vel alterius rei similis
in eo saltem de quo agitur ». (Ib. pag. 374). )

Idee analoghe a queste erano, “quasi contemporaneamente
espresse, da Gerolamo Saccheri (1), nell’opuscolo portante il titolo

(1) Di tale opuscolo del Saccheri (n. a S. Romo 4667, m. a Mllano
1733), si trova una copia alla Biblioteca di Brera (Milano) con sola indi-
cazione manoscritta del nome del vero autore, di cui non & fatta menzione
né sul frontispizio né altrove. . . L e
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" Logica demonstrativa, pubblicato a Torino nel 1697, rimasto

sino al presente non meno ignorato dei manoscritti di Leibniz
contenenti i brani sopra riportati. '

_TI capitolo della Logica del Saccheri che si riferisce alla
questione di k;ui parliamo, & quello che figura in fine dell’opera
e nel quale vengono esaminate alcune specie di sofismi, non
considerati- dalla Logica tradizionale. (Huc usque de fallaciis
communiter observatis. Duas adhuc superaddemus nec eas ut

, opinor parvi momenti. ‘Hanc « fallaciam complexi » appello,

L}

argomento_ asserendo

illam « duplicis definitionis» seu « hypothesis ». (Log. dem. p. 256).
Le forme di ragionamento illusorie esaminate: dal Saccheri
sotto il nome di « fallaciae duplicis: hypothesis » sono appunto
quelle che consistono nel credere di poter dedurre conseguenze
attendibili da sistemi d’ipotesi tra loro incompatibili (tali cioe
che fra esse.ne esista alcuna la cui negazione possa essere de-
dotta dalle. rimanenti); ed egli ne passa in rassegna vari casi,
a cominciare dal piu semplice (cio¢ quello di un sillogismo lo
cui premesse si contraddicano direttamente,fino ai casi piu com-~
plicati nei quali la contraddizione pué essere rivelata soltanto
dallo sviluppo successivo delle conseguenze del sistema di ipo~
tesi, o postulati, assunto a base dellintera trattazione. '
. Queste considerazioni insieme alle altre d’indole analoga re-
lative agli errori di ragionamento che possono derivare dall’a-
dozione di definizioni « sovrabbondanti » (fallacia definitionis
complexae) sembrano aver avuto gran parté nel guidare il Sac-~
cheri a quelle ricerche sui principii della geometria, i"cui risul-
tati furono da lui pubblicati quarant’anni piu tardi, cio¢ I’anno
stesso della sua morte, nell’opera « Euclides ab omni naevo vin-
dicatus » (Mediolani 1733). Ivi rito'rné; ;'ipétuﬁarhénte sullo stesso
che, dal trascurare_le ricerche relative

L

Lo

Nella lista delle opere del Sacchéri data, ,;ia P. Stickel Tbe_orie,ééx}

- Parallellinien, Teubner 1903) ne & indicata erroncamenteé ‘la data di pub-

9.

. "blicazione, Lo Stickel fa pure cenno di altre'due -edizioni, 1'una pubbli- =

- cata a Pavia (1701) e l'altra & Colonia .(Augustae Ubiorum 1735) avver-
- ~-tendo di non -averne potuto .consultare alcuna. ) '

Della seconda esiste una copia alla Biblioteca dell’Universita di Pavia,

© «della terza, particolarmente. interessante per una prefazione contenento
©soeuriosi 4 articolari biografici e un -giudizio .del Leibniz sulle opere geome-
... triche: del -Saecheri, .trovai , due .copie l'una _alla Biblioteca @i Colonja.

(Gereon's Kloster) e un’altra alla Biblioteca Universitaria di Lovanjo. )
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alla compatibilitd dalle ipotesi che si assumano, consciamente
0 1o, a base d’una teoria deduttiva «irritus est omnis progressus
ad adsequendam veritatem absolute talem ». (Euclides vindicatus
pag. 100). . ' . '
*
& &
Delle trattazioni moderne della logica, anteriore ai recenti
sviluppi della logica matematica, quella nella quale sulla que-
stione delle definizioni nominali e reali sono sostenute idee mag-

~ glormente conformi a quelle adottate nel Formulario & il « Sy-

stem of Logic dello Stuart Mill » (1838). A

In essa quelle che il Leibniz chiama « definitiones reales »
sono chiaramente riconosciute non essere definizioni affatto, ma
proposizioni sulle quali, a causa d’un imperfezione del linguaggio
ordinario, si trovano riunite due asserzioni diverse, l'una delle
quali soltanto ¢ una definizione mentre 'altra & un’asserzione
relativa all’esistenza di cido che la prima definisce:

« The distinction between nmominal and reul definitions,
between definitions of words and what are called, definitions of
things, though conformable to the ideas of most of the Aristo-
telian logicians, cannot, as it appears to us be maintained. —
All . definitions are of names and names only; but. in some de-
finitions it is clearly apparent that nothing is intended except
to explain the meaning of the word, while in others it is intended
to be implied that there esists a thing corresponding to the word.
Whether this be or be not implied in any given case cannot
be . collected from the form of the espression. — There are there-
fore expressions commonly passing for definitions which in-
clude in themselves more than the mere explanation of the
meaning of a term. But it is not correct to call an expression
of this sort a peculiar kind of definition. . .

... Its difference from the other kind consists .in this that it
is not a definition but a definition and something more. — There
is.a real distinction then betwen definitions of name and what
are erroneusly called.definitions of things: but it is that the
latter along with the meaning of the name covertly asserts a
‘matter of fact. This covert assertion is not a definition but a
postulate.- (Syst. of Log. B. I, ch. VIIL § 5). _ :
: i - "G VAILATL
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LLA LOGICA DI LEIBNIZ

L

Alla storia della logica matematica mi sembra applicabile
il seguente criterio di J. B. Say ():

« L’histoire d’'une science ne ressermble point & une narra-
tion d’événements. Elle ne peut étre que 'expcss des tentatives
plus ou moins heureuses, qu'on a fait & diverses reprises et
dans plusieurs endroits différents, pour recueillir et solidement
établir les vérités dont elle se compose.

« Que pourrions-nous gagner & recueillir des opinions ab-
surdes, des doctrines décriées et qui méritent de ’étre? Il se-
rait &.la fois inutile et fastidieux de les exhumer. Aussi lhis-
toire d'une science devient-elle de plus en plus courte & mesure
que la science se perfectionne; car, suivant une observation
tres juste de D’Alembert « plus on acquiert des lumiéres sur
un sujet moins on s’occupe des opinions fausses ou douteuses
- quil a produites ». On ne cherche pas & savoir ce qu'ont pensé
les hommes, que faute d’idées fixes et lumineuses auxquelles
on puisse s’arréter.... Les erreurs ne sont pas ce qu il s’agit
d’apprendre, ma ce qu’il faudrait oublier »,

Ed ¢ partendo da questo punto di vxsta che io intendo ana-
lizzare qui gli Opuscules el fragmenls inédits de Leibnisz, ex-
traits des Mss. de 1a Biblioth. roy. de Hanovre, par Louis Cotr-
- TURAT, Paris, Alcan, 1903.

Mi limito quindi & ricercare nei Mss. d1 Leibniz quali siano
- le ‘parti_che oggi pil inferessano la logica matematica nel suo
attuale stato. _ :

Le ‘citazioni, quando non risulti altrimenti, si nferxscono a
questo hbro :

o f(’) J . B. -SAY, Hist. abrégée de 1’écon. polis. Cburs compl. P. 11, p. 540,
. ed. Guillaumin, a. 1840 — citato da Pantaleoni, Giornale degli Economisti,
© . b, 1898, 6. 17, 8. 2; p. 407, :

A
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II.

L’erudizione di Leibniz era prodigiosa. E quindi difficile
scoprire a quali fonti egli abbia attinto. E certo pero che se si
possono trovare nei suoi predecessori molti tentativi di costi-
tuire un’arte di ragionare completamente in. simboli, questi ri-
masero sempre vani sogni.

Cid non esclude che i tentativi di molti ricercatori tra Ari-
stotele e Leibniz siano privi di interesse.

Sarebbe anzi desiderabile, ed io spero, che il D' Gregorio
Itelson vorra presto pubblicare le notizie storiche che egli co-
municod in parte al Congresso di scienze storiche di Roma nel-
Paprile del 1903, relative a Joh. Weigel, Chr. Sturm, J. C. Lange,
Pierre du Moulin ed altri, e dalle quali sembra risultare che
prima di Leibniz era gia nota la suggestiva rappresentazione
delle figure sillogistiche per mezzo dei cerchi attribuiti ad Eu-
tero, e che gia si era osservata la fransitivilia di altre rela-
zioni, oltre quelle indicate dai simboli ), >, =, come ad es.
Vessere legato insieme con, ecc.

Pure c¢id non toglie che Leibniz abbia visto per il primo
in modo. chiaro Vesistenza di una logica matematica ed abbia
cercato di costruirla.

« Sentio, egli diceva, Logicam quae habetur in scholis tan-
tum abesse a Logica-illa utili in dirigenda mente eirca veri-
tatum variarum inquisitionem, quantum differt Arithmetica pue-
rilis ab Algebra praestantis mathematici » (pag. 419).

Tuttavia non pubblico nessun saggio dei risultati che aveva
ottenuto. ) ]

1 suoi successori, sopratutto Lambert nel secolo XviI, poi
Boole e De Morgan, infine Mc Coll, Peirce e Schroder sapevano .
che Leibniz era giunto a costruire un algoritmo logico fondato
sulle proprietd dei segni D), A v, =, =, A. Essi riuscirono a ri-
costituirlo e precisarlo senza aggiungervi perd nulla di note-
vole, come risulta dal F1902, nel quale sono adoperate 28 P
attribuite a L.; ed appena una o due a ciascuno degli autori
sopra citati.
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" Ed ¢ importante osservare che il primo di questi autori,
- il Lambert, conobbe assai probabilmente i Mss, inediti di Leibniz
(conf. Acta Erud. a. 1765, p. 541)

Quindi, malgrado che la pubblicazione dei Mss. medm di
L. sia avvenuta soltanto dopo due secoli che furono scritti, essi
hanno una effcttiva importanza nella storia della logica.

E questa & resa maggiore dal fatto che in Leibniz solo, ad
esclusxone de1 suoi successori, si trovano alcuni tentativi per
spmgers1 pitl innanzi nel simbolismo.

“Infatti L. fece ripetuti sforzi per fissare le regole a cui de-
vono soddisfare le Df, per scrivere proposisioni contenenti let-
tere variabili, ecc.

Questi sforzi perd passarono inavvertiti.

_Soltanto nel 1879 il Frege nella sua Begriffschrift riusci a
scr1v_ere. parzialmente in simboli qualche proposizione conte-
pente lettere variabili, ma si arrestd subito a causa sopratutto
della notazione poco felice.

. Finalmente nel Formulario si riuscl all’analisi completa
delle idee di Logica, e quindi ad esprimere dapprima poche
proposizioni di matematica, poi teorie complete.

. . : 111

Ecco alcuni passi relativi alla teoria delle Definizioni:

« DEFINITIO (DEFINITUM seu NOMEX) est terminus magis com-
. positus (simplex) propositionis reciprocae pro “arbitrio assumptae,

ex termino simplici et composito constantis. Itaque. definitio est
_propositio CUIUS RATIO NON REDDITUR, SED QUAM COMPENDII TAK~

TUM CAUSA ADHIBEMUS. Est ergo definitio hypothesis quaedam,
de cuius veritate disputari non debet, sed tantum an sit apta

clara prudenter assumta » (p. 242).

*‘Leibniz ‘dice qui, d’accordo col F, (§ Df p.11) che ogm Df
- é una eguaglianza. (propositio- reciproca), che esprime la con-
-venzione di scrxvere un segno semphce in luogo di un gruppo
. d1 segni. - -
»- “Quindi per L.' come per 11 F. le deﬁmzmm non si. d1mo-
strano. Non tutti gli autori moderni banno idee ben chiare a
- questo riguardo, credendosi essi spesso in. obbligo di dimostrare
'~"ia vahdxta delle definizioni date. . .

-
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Leibniz continua poi a parlare delle definizioni possibill
Dfp del ¥):

(p 258) « Eiusdem definiti multae possunt esse definitiones..

... Omnis proprietas reciproca potest esse definitio.

« Si una-ex definitionibus eligatur, ceterae ex ea. demon-
strabuntur ut proprietates. Unaquaeque proprietas reciproca
totam subjecti naturam exhaurit, seu ex unaquague proprietate.
reciproca duci possunt omnia ».

Egli porta 'esempio: 24 aequ. 6,4 - 24 aeq. 8,3-24 aequ. 12,2,
et denique 24 aequ. 2,3,4.

Anche nel F si chiamano Dfp tutte 1e eguafrhanze che pos~
sono essere prese come Df di un dato segno.

Quando si sia scelta una di esse, le altre sono teoremi che:
si dimostrano.

Anche queata idea non & um"ercalmente accettata dai ma-
tematici odierni. Cosi vi sono alcuni autori che cercano o cre-
dono di aver trovato LA definizione della retta, del piano, ecc.,
mentre tutto al pit essi possono aver trovata wna delle tante
definizioni possibili di questi enti.

Essi credono che si possa parlare della deﬁmzmne di un
ente senza aver.prima detto quali idee e quali proposizioni si
ammettano come gia note, mentre l'assunzione a definizione di
una eguaglianza non dipende soltanto dalla. eguaglianza stessa,
ma dal.posto che essa.occnpa.in unadata teoria.

Leibniz trova poi che.ogni,segno rlgorosamente definito pud.
essere soppresso. sostituendolo col suo, yalare. :

« Si formula quaeddm aequwaleat characteri, ita ut 51b1 mutuo
substitui possint, ea.formula dicetur VALOR characteris. Valor
primigenius characteris,.qui scilicet pro arbitrio ei assignatur
pec probatione.opus habet, est eius bIGl\‘IFICAT[O » (l’undamenla‘
ealculi ratiocinaloris) (p. 284).- Coe ,

« RESOLUTIO est substltutlo deﬁmtloms in locum deﬁnm
CoMPOSITIO est substitutio definiti in locum definitionis » (p. 258).

Conviene dire che queste idee di Leibniz sono assai pro-
babilmente il frutto della lettura del Saggio di Pascal (opera

postuma anch’essa) sull’Esprit géométrique.

. . L. continud poi a cercare delle condizioni che rendessero
pit perfette le Df, senza perd riuscirvi.



—_ 68 —

Ecco alcuni suoi tentativi i quali serviranno a farci vedere
se e fino a che punto vi sia oggi ancora una difflcoltd da su-
- perare. Opusc. p. 258:
« Definitio eo perfectmr est, .quo minus resolubxles sunt
~ termini qui in eam ingrediuntur.

« Definitio satis perfecta est, si ea simul explcata dubitari

non potest an definitum sit possibile ».

La prima di queste due regole non & sempre opportuna:
infatti p. es. & preferibile la Df: 3=2 + all’altra: 3=0 4 4 4.
XNel F si ammette piuttosto la regola opposta, proposta presso
a poco dal Padoa; che cioé ogni simbolo gia definito deve sempie
adoperarsi ogni qualvolta cid & possibile; in particolare quindi
in tutte le Df che lo seguono, ed in cui puo facilmente comparire.

Tuttavia nel desiderato di Leibniz vi é qualche cosa che
soddisfa, come risulta ad esempio dalle Df:

a,beN,.D. '

m(a, by ==min (N,a~ N,b) Df

» ==iN,nx3[Nx=N,arNpb] Dfp F 1902 §mit 1-0-32.

La seconda Df contlene il segno 7 incluso nella Df del se-
gno min. :

' Quindi secondo la condizione di Leibniz, la 2° & da prefe-
rirsi alla prima.

Altre. volte il F 1902 segue le regole di Leibniz.

Cosi la Df di C, § Cmb 1'0 & preferita alla ‘6 la quale con-
tiene il sigbolo !; la 10 non differisce dalla ‘6 che per avere
"in luogo ‘del segno ! la sua Df, per mezzo del prmclpw d’in-
duzione.

.La seconda regola di Leibniz & qualche volta apphcata
. nel F. Infatti in molti casi, in F 1902, subito dopo la Df del
nuovo segno segue la proposizione che ne afferma l'esistenza

'--’_’»che pud essere condizionale se il simbolo definito contiene let-

: tere variabili.

Altre voltée L. d& per le Df una regola in contraddxzmne '

_ ,colle precedenti da lui date, qualora si riferisca agli stessi og-
getti. Egli dice: - xo-

"~ «In omni definitione constare debet id quod definitur esse
_;poss1b11e, interdum etiam quaeritur, ut actu ex1stat ut in deﬁ-

'.mtxoue morborum > (p. 328).
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Ma probabilmente le definizioni di cul qui si tratta escono
dal campo della logica matematica, e si riferiscono alle discus-
sioni filosofiche, assai vive altra volta, tra nominalisti e realisti.

Questo ‘diverso senso, che qui non interessa, della parola
definilio, risulta ad es. dai due passi seguenti in relazione con
quello sopra riportato:

. Tta si quis definit febres hecticas, malignas, simul as-
serlt cas observari. In his quae distinctae non intelligimus opus
experientia ad costituendas definitiones » (p. 328).

« In notionibus empiricis, ut auri, et aliorum in quibus de
possibilitate non constat nisi a posteriori, non habentur defini-
tiones nisi provisionales » (p. 329). :

IV.
Come abbiamo detto, Leibniz trovo la maggior parte delle
P contenenti i simboli =nruv= A

Esse si trovano spesso ripetute in molti fogli sparsi. I piu
importanti tentativi di redazione sono i tre registrati dal Ger-
hardt coi numeri XVII, XIX, XX nel t 7 di Phil. Schriften
ed i quattro:

V11, B, 1L, 2; VII, B, II, 62; VII, B, 11, 63 ; VII, ¢, 97 pubbli-
cati dal Couturat a p. 246, 260 261, 306

In nessuna di queste redazioni egli riusci a fondare in un
tutto organico le diverse P scoperte.

Sono queste :

Per Leibniz « quaelibet litera ut @, b, I, cte. significat = vel
terminum,... vel propositionem.

Cid posto le P di Leibniz coi simboli del F, si scrivono:

l.a=a 2. a=b.D).b=a 3. a=b.b=c.D. a=c¢
4 adDda  hoadb.bDe.D.a)  6.ava T arb b

8. a )b .a e D). abrc. 9. aDb D). arc)bre
10. a b . cDd D). arc Jb~d 11. a=ara 12. anb=10bra
13. a=b=ab.bDa 14. aDbre .=.a b .a_)c
15. 6 = a=ad ° 16. =a)=a 1T a2V .. =) )=
18. aDaub 19. bDavb 20. a)c . Ve .. ab e
21. - @ )b D). awc_ b 22. a Db . cDd D). avc b
2. ava==a . 24 ab=bwu 2. b= ab=a

26. a=a = N\ 28. a b =. ab= /\
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E da notarsi ‘perd che queste 28 P. che ho trascritto sosti-
‘tuendo alle notazioni non sempre uniformi di Leibniz quelle
del F, sono in questo accompagnate dall’ipotesi che le lettere a,
b, ¢, siano classi. La doppia interpretazione che da loro Leibniz
si trova ancora nel tomo I del F, e piu diffusamente in RAM

~ ‘tomo I, p. 1, a. 1891; ma fu abbandonata nelle successive edi-
zioni del F, essendo le P stesse prive d’ipotesi e percio alquanto
‘vaghe. (Cfr. Introduction au F, a. 1894, p. 17, §15).

“Ma per passare dal calcolo delle classi a quello delle P,
serivendo completamente in simboli anche Yinterpretazione pro
‘posizionale delle P considerate, occorrono i simboli Cls, 3, £ e
gli indici al segno ). _

Aggiungerd che L. vide che queste P erano dipendenti le
~une dalle altre. Cosi prendendo le P15 come Df al segno D),
riuscl a dimostrare le P4 — 10, 13 e 14.

A Ecco come dimostra p. es. la P6:
a=aa.ab=ab.”).ab==aab.”).ab=aba._).(@b)a(p.263).
E cosi la P5: ' '
adb.=.a=ab:dbc.D).b=bc (1)
a=ab.b=bc.).a=abc)=(@bc 2
» > L@Q.D.a=a.D.a)c (p. 229)
<oppure in altro modo: ‘
a=ab.b=0bc.).ab=abbc=abc=(ab)c.D).
abDec.a=ab.D.a)c . (p. 264).

Per brevita, non cito i passi relativi a queste P, perché
in gran parte furono gia riprodotti nelle varie edizioni del F.
Noteré soltanto che conviene aggiungere ad F 1902 dopo la-

§ 2 P52 la citazione: LEIBNIZ, opusc. p.264: « patet coinci-
-dere has duas simul A estBet A est C, cum ista A est BC ..»;

e cosi pure dopo la §v 2-2 LeipNiz, PhilS. p.237: « B4+N=N+B

“seu transpositio nihil mutat ».
' V.

- Egli seriveva:- " - o _ :
Lo (p40T7) «Si A po_ntinef B, C continet D, potest sic formari:
. A-continere B continet C continere D... ». o
"7 (p408) « Si A est'B et inde sequitur C est D... Aest B

" “Leibniz intravide I identita della deduzione, col simbolo D).

C
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vocetur L, ...C est D vocetur M. Erit L = LM. Ita reducitur
hypothetica ad cathegoricam ».

Altra volta cercando il senso di omnis, serive:

(p. 252) « Omne B est C significat si A est B etiam A est C»,
dicitura molto vicina-alla P:

beeCls. D:b Dec.=.aeb),.ae F§2 P42

(p. 265) Distingue le letterc in determinate a, b, ..ed inde-
terminale y, Z,...

(p. 383) Considera certe literae generales che indica con
y o con 5 e scrive ad esempio:

Cum dicitur nullum A esse B, sensus sit negari Ay esse B,
che sembra voler dire:

a,be Cls .. a D=b. =:1yea. Dy -y=€b.

Precisa questa notazione, applicandola alla geometria:

« Locus constituitur per puncta seu loca simplicia. Itaque
locus vocabitur X si lubet, qui constituitur per puncta quorum
quodlibet dici potest X. :

« Ttaque locus in eo est quodvis eius punctum est. Si omne
X sit Y, erit X in Y.

... Spatium est locus omnium punctorum: sit quodvis pun-
ctum P, erit spatium P ». (p- 540).

Con queste notazioni imperfette riusci a scrivere diverse P
di geometria, tra cui le notevoli Df di retta, piano, sfera, cir-
colo, riportate in ¥ 1902 § vet.

. Pero un ostacolo grave per L. era il non aver egli visto la
differenza tra € e _). Essa era nota agli scolastici.

Ad esempio in PETRI HISPANI, Summulae logicales, Venetii,
a. 1572 a p. 237 si trova: :

« Sciendum quod omnis: dupliciter sumitur: uno modo col-

“lective, ut omnes apostoli Dei sunt duodecim, non sequitur, ergo

isti apostoli Dei sunt duodecim, demonstratis aliquibus de ipsis,
alio modo sumitur distributive, ut hic omnes homines natura-

‘liter xire desiderant ».

Ma egli era costretto a rigettare dal suo calcolo tutte le
distinzioni degli scolastici, quasi in blocco. Infatti i parva logi-

“calia contengono non solo’ delle sottili distinzioni sulla parola

omnes, ma altresl su aliquod, nihil, possibile, est, si, tunc, ergo,
possibilis), ecc. (conf. Leibniz, opusc. p. 243, 265. 362).
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E noi abbiamo una prova della infruttuosita di questa via
nel tentativo di Richeri del 1761 (cfr. RAM. a. 1894 t. 4 p. 120
e Lambert, Nova acta Erudilorum, a. 1766) che conclu;e assai
-Poco appunto per aver voluto introdurre tanti simboli, quante
sono le parole possibile, aliquod, nihil, ete.

VI.

Infine Leibniz vide che le formole da lui trovate ammet-
tevano una rappresentazione aritmetica, che differisce alquanto
_da quella di F1902, § Dvr H5.
o Est et al%a. representatio propositionem per nﬁmeros.
Nempe pro terminis ponendo numeros, Universalis affirmativa
A est B, significat: A dividi potest per B » (p. 385).
.Questa.rappresentaz_ione consiste nel considerare due nu-
meri egua.h quando contengono gli stessi fattori primi. Cid
posto, se si fa la sostitazione seguente:
- @b pm) | (@eN,D,X,1)
si trasformano le P:
§2 Ied 240886 30203 41 524 §= 1-2-6
in altrettante verita aritmetiche.

VIL

o Qa quanto precede appare quanto sia elevato il posto che
L.eleIZ occupa nella storia della logica, e quanto da questo punto
di v1sta_ sia‘ stata utile la pubblicazione del Couturat.

Bgli dice, troppo modestamente, che la sua pubblicazione

_(p.II}): « est un recueil de morceaux choisis, qui parfois se
'r(?dult presque & un catalogue ». Il volume edito dal Couturat
A'dll oltre 600 pagine supera di gran lunga le cosi dette edizioni
- -complete di Gerhardt e di Erdmann. '

o Se peré questo volume & venuto in buon punto a soddisfare
i pu‘z ux.'genti desideri degli studiosi di logica, non conviene perd
.fh»mﬁentlcare che urge tuttavia la’ pubblicazione completa ed
“integrale delle opere di Leibniz. : :
o E un’opera colossale: si tratta di un centinaio di volumi
“in ottqv? che . occorrera . comporre, raccogliendo e decifrando
con pazienza tutti i'frammenti grandi e piccoli che Leibniz ha
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" Jasciato, e di cui il primo buon modello & quello ora datoci dal

Couturat.

L’Associazione internazionale delle Accademie si & assunta
nell’aprile 1901 il compito di curare quest’edizione, riguardo alla
quale credo opportuno riportare due ottime considerazioni.

La prima é relativa all’integritd e alla obbiettivita del-
I’edizione (p. VII):

_ « On ne peut s'éléver trop énergiquement contre un avis
qui aurait été émis au sein de I’Association, et qui tendrait &
« faire un choix » entre les manuscrits. Faire un choix! Mais
c’est ce quont fait déja tous les éditeurs précédents; et le ré-
sultat en est que nous n’avons de documentation compléte sur
aucune des parties de I'ceuvre de Leibniz, sur aucune des faces
de son génie encyclopédique et de son activité universelle. Si
’édition projetée ne doit pas étre absolument compléte, ce n'est
pas la peine de I entreprendre, et de metire en branle trois
Académies pour faire un recueil qui soit & I’édition Gerhardt
ce que celle-ci est & I’édition Erdmann. On dira que ces savants,
pourtant intelligents ont mal choisi, et que le choix futur sera
meilleur. Quen sait-on ? Tout choix est essentiellement subjectif
et arbitraire: ce qui intéresse celui-ci parait sans importance
a celui-la. Et puis, qui peut prétendre juger si tel fragment
offre ou n’offre pas d’ intérét? Faut-il donc rappeler & des érudits
que rien de ce qui émane dun grand esprit comme Leibniz
nest insignifiant et indifférent, surtout lorsque cet esprit n’a
presque rien publié de ses idées, et les a légudes &.la posterité
‘sous la forme de notes détachées et de brouillons parfois informes?
On publie jusqu’aux moindres ébauches de Victor Hugo, et méme
&auteurs de bien moindre valeur; et 'on dédaignerait les « petits
papiers » de Leibniz, et on lui marchanderait le nombre des
volumes? Ce n’est pas possible, cc scrait indigne de notre temps,
si curieux @’ histoire, et si respectueux du passé, parfois jusqu’a
la superstition »- .

" La seeconda & relativa alla classificazione e all’ordinamento
delle opere: ) ]

«Jl 0’y en a qu’un qui soit vraiment scientifique et objectif,
"car seul il respecte les connexions naturelles et génétiques qui

‘existent entre les diverses productions de Leibniz: c'est lc clas-
2.1993 4.203 RdM. 6 -



—Th —

sement par ordre chronoloo'ique des tous les écrits sans distin-
ction aucune ». »
Questa edizione sara senza dubbio, come il Couturat dice

(p. XIV):

v« la résurrection d’un génie vaste et divers comme la nature
" méme qu’il embrassait et pénétrait, du plus grand esprit des
temps modernes, et peut-étre de tous les temps. Ou plutot ce
sera sa premiére apparition et sa véritable revélation, puisque
sa pensée, ensévelie dans une masse de manuscrits inédits, n’est
pas encore complétement connue, qu’elle nous réserve encore
des découvertes et des surprises, et qu’elle n’a pas encore
produit tous ses fruits ».

G. VACCA.,

DE LATINO SINE FLEXIONE
" LINGUA AUXILIARE INTERNATIONALE

’

Lingua latina fuit internationalis in omni scientia, ab im--

‘perio Romano, usque ad finem saeculi xvur Hodie multi re-
putant illam nimis difficilem esse, iam in scientia, magis in
‘commercio.

Sed non tota lingua latina est necessaria ; parva pars suf-
“ficit ad exprimendam quamlibet ideam.

§ 1. — Casus.

. « Nominum casus semper eliminari possunt
- T ' ) substitutis in eorum locum particulis qui-
4 ' busdam ».
LEIBNIZ Ed Couturata 1901, p. 67,

~

P ngua latina exprxmxt nominum casus cum praepositio-
: mbus « de, ad, ab, ex,..» et cum postposmombus vel desinen-
tus Prlma, methodus sufﬁc1t 1psa sola-invenitur in latino po-

q
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pulare, a quo derivant linguac ncolatinae, ut italica, franca,
hispanica, etc.

Sumimus nomen inflexibile sub forma simpliciore, quae est
ablativus, vel nominativus, vel alia.
_ Indicamus genitivo cum de, dativo cum ad, ablativo cum
ab, ex, ... Accusativo indicatur cum constructione, ut in linguis
neolatinis, scilicet cum serie: nominativo—verho—accusativo,
vel cum serie: qui-accusativo—nominativo—verbo.
~ Vocabulario latino commune continet nominativo et geni-
tivo de nomen. Regula commoda haec est:

« Sumimus nomen inflexibile
« @) aut identico ad nominativo, : ‘
« b) aut nominativo, mutata desinentia  -us, -um, -u, -es
« . in -0, -0, -0, -é,
« ¢) aut genitivo, mutata desinentia -7 in -0, -is in -e.
« d) ad nominativo ego, tu, aliguis,
« responde (ablativo) me, fe, aliquo. »

Regula @) producit nulla ambiguitate, quae iam non sit in
latino.

Regulae b)) ¢) d) brevi exprimunt formatione de ablativo, cum
reductione de 4-a declinatione ad 2-a, et cum reductione ad
forma unica de 3-a declinatione.

§ 2. — Genere masculino, feminino el neulro.

« Diserimen generis nihil pertinet ad
grammaticam rationalem ».

EIBNIZ.

Nomen isolato non habet genere. Quum volumus indicare
ille, scribemus explicite *“ mas, femina ” )

Ita “ mater est bona ” fit “ mater est femina bono 75 sed
idea de femina iam continetur in mater; igitur post simplifi-
catione ('): “ mater est bono ",

Indicatione de genere evanesmt saepe in lingua sc1ent1ﬁca.

In lingua familiare sufficit conservare genere in uno pro—
nomen “ is, ea, id ”, vel in antiquo * hi, hae, ho ”.

(*) Juxta Formulaire de Mathématiques a. 1902, p. 7, Prop. 31 et 53,
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§ 8. — Numero singulare el plurale.

« Videtur pluralis inutilis in lingua
rationali ». LEIBNIZ.

) Nomen isolato non habet numero. Ad indicando ille scri-
bemus explicitc «“ uno, plure ,,. -

Ex. “unum os habemus et duas aures "’
fit ~ * habemus uno uno ore, et duo plure aure ”,
et post simplificatione logico « uno uno” ==* uno ”, et duo plu-
re ” = * duo ”, nam * duo ”’ continet idea de * plure 77  propositio
fit : “ habemus uno ore et duo aure .

Ex. “Omne homo est mortale, aliquo homo est nigro,
multo homo est pauper, pauco homo est divite, plure homo est
sapiens .

Propositione : “ Romani eligebant duo consules ”
fit « Populo Romano eligebat duo consule ”.

" § 4. — Conjugatione de verbo.

« Personae verborum possunt esse in-
variabiles, sufficit variari ego, tu,
ille, ete. ». LEIBNIZ.

Lingua latino habet discurso directo,-ut:
« Amicitia inter malos esse non potest ”
et discurso indirecto:
“(Verum est) amicitiam inter malos esse non posse ”,
Si nos utimur semper de discurso indirecto, in verbo eva-
nescit desinentia de persona, de modo, et saepe de tempore.
Sumimus ergo nomen inflexibile, per persona modo et tem-
pore, sub forma magis simplice, qui es imperativo, activo et
_passivo. Regula es: '
<« @) Ad forma inflexibile ““ es, pote, vol, f7”
.« vesponde infinito _« esse, posse, velle, fieri
- w.b) Ad forma inflexibile de alio verbo adde-r¢, et te habe
« infinito, ut es in vocabulario latino. : -

124
.

.« ¢) Ad verbo activo adde re, et te habe Passivo.— ——— -

«* « d) Nos transforma verbo deponente in activo ».
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(Verbo * vol, dice, duce, face ”, et regula d) non es eXacto
Jatino classico). » § ‘

Nos indica persona cum * me, te, nos ...”, modo cum si,
ut, quod,... ”’, tempore cum  heri, jam, in passato, nunc, cras,
in futuro, vol, debe, ...”

Ex. “ Me scribe. — Vos lege. — Cras me i ad Roma. —
Cras me, postquam veni ad Roma, scribe ad te, — Heri me lege
dum te scribe et antequam Petro veni. — Si te narra, nos audi.
— Ut te vale. ” '

§ b. — Altero reductlione de desinentia de rverbo.

Exsta aequalitate logico:

lauda-nte = qui lauda
lauda-ndo == dum lauda
lauda-to = qui aliquo lauda
(hoc es: “ quem aliquis laudat 7, juxta regula de § 1)
lauda-turo = qui lauda in futuro
Petro lauda-re ab Paulo .= Paulo lauda Petro.

Si in loco de primo membro de uno ex hic aequalitate nos
seribe secundo, omne desinentia evanesce.

Sed aliquo desinentia, et non necessario, pote es utile, ut
« _nte, -to ”’, desinentia ¢ -vi, -bi ” de passato et de futuro, et

»”

forma neolatino: ¢ habe ama-to, es ama-to, ... .

" § 6. — Vocabulario.

Vocabulario latino commune suffice ut nos traduce hic
lingua. Sed si plure auctore adopta latino sine flexione ”,
tunc es utile publicationé de proprio vocabulario, qui:

1) Contine nomen et verbo, solo sub forma inflexibile.

. . 2) Contine vocabulo internationale, ut * metro, dyne, ..."”.

3) Elige suo voce ex toto latinitate, etiam ex latino.popu-
lare. Igitur nos posse sume regula: . -

«.Omne voce qui pertine ad duo lingua neolatino, p. ex;
italo et franco, es latino ». - . v

4) Simplifica derivatione et compositione de vacahulo..
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_ De ultimo subiecto me hic breviter dice.
a) Substantive diminutivo: “ hortulo == parvo horto ”, etc.
b) Substantivo abstracto ex adiectivo vale adiectivo. Ex.
“ bonitas = bono 7, “ altitudo = alto ”.

"¢) Adiectivo qui deriva ab sustantivo vale gen1t1v0° “ aureo,

== de auro ”, “ vitulino = de vitulo ”, “Romano = de Roma ”
* chartaceo = ex charta.”, “ animoso = cum animo ”.

d) Substantivo abstracto ex verbo vale verbo.

“ Laudatio ” = italico “ il lodare ” = anglo * to laud ",
vel simpliciter “ laud . - .

“ Vita est cogitatio ” fi “ vivere est cogitare ”, in dis-
curso indirecto (§ 4) * vivere esse cogitare ”, post reductione

ad radice: * vive es cogita .

' Ita “ amor == ama ”, “ gaudio = gaude ”,...

¢) * Lauda-tore == qui lauda ”, vel ‘‘ qui sole lauda ".
f) Adiectivo verbale: ¢ erra-bundo == qui saepe erra ”,
“ tim-ido = qui sole time ”, *‘ mord-ace == qui sole morde ”

“ ama-bile = qui aliquo pote ama ”.
g) Adverbio extracto ex adiectivo vale adiectivo. Ita in
latino classmo “ brevi, raro, ..."” es adiectivo et adverbio.
h) In modo simile ad “ ne-sci, ne-fasto, n-ullo ” nos forma :
“ ne-facile = dxﬁ’icﬂe » « pe-digno == indigno ” “ ne-normale
abnormale ” & ne-es = de-es” “ ne-multo == pauco ”, etc.

i) Alio praefixo; p. ex. * ab.”, indica oppositione.

J) In modo simile ad * agricola = agro-colente " * homi-
cidio == homo-caede 7, lice scribe: * auro-corona = corona de
auro ”, “ rie-patre = Théo’ patre ", etc. .

ngud sinense habe omne hlc s1mphﬁcatlone et aho.

gy 7. — Pronuntia de latino.-- - -
» Pronuntla de latmo non es umforme in- dlverso populo.
-_Forma meliore es antiquo: - PR .

-Ce, Ci ut italo che, chi, franco que, qm germano ke A

. ge, gt > ‘ghe,ghi, » Tguejgui i - ge gz..

o e tt, non zi. . . vt e DAL

Y ut franco o, germano L R LA v

~ N
A
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ae ut e aperto, franco e, germano d.

oe ut franco eu, germano d (hoc es conventione).

th ut anglo R, graeco moderno 6.

ph, sono producto quando nos suffla flamma. (Deriva ex graeco
antiquo ¢; graeco moderno pronuntia f).

¢h, ut germano ch, etrusco ¢.

k, aspirato, ut germano.

+h, ut franco 7.

qu sona ut cu in neolatino; hic duo syllaba es differente et in

positione, et in pronuntiatione antiquo ().
Omne alio litera ut in italo.

HISTORIA

Quum plure populo es in reciproco contacto, per raLtior_xe
de politica, scientia et commercio, semper se manifesta neces-
sitate de inter-lingua.

" Diverso populo, sub imperio Romano, adopta latino popu—
lare, qui es latino cum simplificatione de caso (§1).

Populo Saxone, in contacto cum Anglo, forma lingua anglo
moderno, qui contine simplificatione de caso (§ 1), de genere (§ 2),
et in parte simplificatione dé persona et de modo (§ 4).
Lingua anglo tende ad perdita de omne flexione et ad mono-
syllabismo. S .

Ita, in tempore historico, ori ¢ merua franca ” in porto de’
Mediterraneo, “ Pidgin” in Sina, “ Urdu ” in India, ete. ‘

Hodie omne homo de Europa et de America, qui habe
plure relatione’ cum extero, clama lingua internationale. Nam
suffice lan'ua nationale ad qui habe solo relatione nationaler
Conoscentia de tres aut quatuor lingua principale suffice ut
nos lege, in originale aut in versione omne libro jam celebre.
Sed hodie Russo, ‘Polacco, Rumeno, Japonico, ... publica in suo

lingua libro originale, et non solo libro scholastico.

Adoptio, ut inter-lingua, de lingua vwe—nte, non es 'poss1-_,
bile, per causa de pohtlca .

(') Vide Al Mexllet, Introdtwtumb l’étude comparatwe des langues

) mdo-européenms, ‘Paris a. 1903 pag. 6.
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Plure homo propone latino classico. Vide :

: Prof. A. VALDARNINI-de universitate de Bologna, Necessild
d’una lingua internazionale e lo studio del latino, in ¢ Primo
congresso internationale latino ”’, Roma a. 1903.

Hic congresso exopta:

« ut sermo latinus inter gentes universas communis ha-

"« beatur, et adhibeatur ad humanitatis commercium fovendum,
« augendum, tenendum »,

Ibi congressista loque neolatino, ut italico, franco, pro-
venzale, rumeno et castellano, raro latino classico.

Et periodico * Phenix ” in London, “ Pracco latinus ” in
Philadelphia, *“ Vox urbis ” in Roma sustine idem idea; sed
primo mori in anno 1892, et secundo in 1902. Ergo adoptio
de latino fi semper minus probabile. -

* . ‘Multo auctore, in vario tempo, propone lingua plus vel
minus artificiale.

Vir doctissimo, L. COUTURAT professore in Universitate de

-Toulouse, in libro La Loyzquede Leibniz, Paris a. 1901 p. 608,
expone: .
' Ars magna de B. LULLE a. 1234- 1315,

Ars magna sciendi de KIRCHER a. 1669,

Ars sigrorum de DALGARNO a. 1661,

Philosophical language de WILKINS a. 1668.

Postea Leibniz diffuse et profunde stude hic subjecto; sed

- nihil publiea. Suo studio mane sepulto in bibliotheca de Han-

. nover, usque &d nostro die; primo D" Vacea in RdM., postea
Couturat in libro citato detege et publica parte de hic manu-

. scripto. Suo fmportantia magis pate, et demique L. COUTURAT
publica « Opuscules et fragments -inédits de Leibniz », Paris a.
1903, p. x¥1-682, qui contine studio de Leibniz, summe praetloso
per constructione de Vocabulario philosophieo.

Libro, munc édito, L. -CorTURAT -t L. LEAU Histoire de la

‘ langue universelle, Paris a. 1903 p. XM-H’)'H expone 56 pro-

Jjecto -de lxngua art:iﬁcml-e
’ Me ‘hic breve loque de mawxs noto.

SCHLEYER, pa.rrocho, in- anno 1881 pubhc:a « Vol&pﬁk >,

qu1 es transformatxone de’ 11ngua ;afnx}o, ut npse dice,

-

A e A
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Hic lingua regularisa declinatione de nomen, et conjuga-
tione de verbo; sed introduce nullo simplificatione rationale,
qui Leibniz propone. Ille contine immenso numero de conven-
tione. Volapik sume in principio multo diffusione. In anno
1888 habe 283 club, et 25 periodico, in omne partc de terra.
Plure conventione produce discordia inter sectatore, et post
congresso de Paris, in anno 1889, hic lingua -decade et mori.

ZAMENOF, doctore in medicina, in anno 1887, publica « Espei
ranto », qui contine simplificatione de genere (§2), de persona
(§4). Sed non contine simplicatione de caso (§1), de numero
(§3) et de modo (§5). Esperanto reduce toto grammatlca ad 16
regula, de qui nullo es necessario.

Et Esperanto contine magno numero de conventione, etsi
minus quam Volapiik, et in grammatica, et -in vocabulario.

Esperanto hahe hodie 9 periodico; jam plure sectatore
propone simplificatione; ille seque via de Volapiik.

Et notato-digno es « Langue bleu » de L.BoLLAck. Ibi, ex
rumero de littera, nos vide si voce es vacuo, wel pleno, ut in
sinense.

Nunc me loque de projecto cum pauco novo conventione.

« Lingua » de HENDERSON, a. 1888, es vocabulario latino,
cum grammatica de typo Anglo.

. Dr Daniel Rosa sim»lifica idea de Henderscm, et publica
« Le nov-atin » ()..Ille dice:

« Le nov-latin non requirer pre le sui adoption aliq con-
« gress. Omnes poter, cum les praecedént regulas, scriber statim
« ist lingua. ... Sic faciént ils vol valide cooperar-ad le universal
« adoption de ist international lingua et simul ils vol poter
¢ star legé ab un mult major numer de doctes quam si ils haber
« scribé in quilibet alter vivént lingua ».
~Ex boc resulta quéd Novlatin-conserva pauco ﬂexxone (plu-
rale in -s, 2 participio,” ...), et es quam proximo ad * hngua ra:
tionale ” de Leibniz et ad * latino sine ﬂexmne

(’) Bollettmo dez Muaaz dz ,Zoalogea e Anatomza comparaia della’ Regza
Universita di Tortno, 8. 1890." ‘
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Dommo George J. HENXDERSON, in periodico, « The lingu
franca of the future », qui ille dirige, a. 1901, perfectiona suo
pro,;ecto et dice:

& Quare debe-nos non fa,cere ex i Latine Lingue i Interna-
« tionalé Lingue?

.« I Latine ngue esse nimis difficile. Post decem annes
« de studere, pauce discipules pote, legere facile, vel scribere
« accurate, vel loguere aliquantulum i Latine Lingue. »
(I articulo, plurale in -s, desinentia -e, ...)

" Societate, qui habe nomen “ ‘Akademi internasional de
lingu universal ” adopta vocabulo magis internationale, et post
_multo studio et discussione, in a. 1902, publica  Idiom neutral ",
« Idlom'neutral es usabl no sole pro scribasion, ma et pro
parlatlon »
"Ergo, principio de maximo - mternatlonahtate duce ad
vocabulo latino.

, i@ The Amerlcan Philosophical Society ” in an. 1887, pro

formatione de’ ‘inter-lingua, propone abolitione de articulo (ut
in latino et in russo), de flexione de adjectivo, de caso de no-
men, -de persona et modo de verbo, et, in modo dubitativo,

: _.abohtlone de plurale de nomen, et tempo de verbo.

Quaestlo de mter-lmvua nihil habe hodie commune cum
ideographia, qui nos adopta in « Formulario mathematico ».

" ' Ideographia es synthese; cum auxilio de pauco idea primi-
‘tivo, circa decem ille compone idea complexo; ita hodie cum
'ideographm nos pote scribe toto mathematma sed mathema-
"nca solo., RS

" ngua artlﬁcmle es analyse. Tlle decompone 1dea de lmgua
commune in aho idea plus simplice. _

Siin futuro analyse et synthesc invicem conveni, ut ‘duo
f-exercxto de minatore, qui labora tunnel ex duo extremitate, tunc
® ngud rahonale » et « Charactenstlca universale » de Leibniz
,"ffore 1dem. : :

'.""‘. I R

“Vide quoque :

- H..DIELS, Ugber LEIBNIZ und. das Problem der Umversah‘
spmche, Berhn Sltzungsbemchte d. Akademle, a. 1899 p. 579.‘

-

]
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Prof. G. BELLAVITIS, Pensieri sopra una lingua universalé
e su alcuni .argomenti analoghi, Mem. dell'Ist. Veneto; vol. XI
a. 1862, pag. 33-74. .

Délégation pour Uadoption d’une langue auxiliaire inter-
nationale, qui porta firma de numeroso scientiato de plure uni-
versitate, academia, repraesentante de socictate philosophico,
de commercio et de sport. Ipse delegatione declara: ’

« Lingua auxiliaria internationale

« 1. posse servi ad relatione de vita socjale de commercio,
« et de scientia et philosophia. :

< 2. Omne homo, qui habe mstructxone elementare medio,
« facile disce hic' lingua.

« 3. Hic lingua es proprio ad nullo natione. »

Prof. L. CouTurAT explica hic idea in opusculo: Pour la
langue inlernationale » a. 1901. Periodico Revue des. questions
scientifiques, Bruxelles a. 1902, t. 1, p. 547-586 reproduce
scripto de Couturat, cum observatione de P. P. PEETERS. Cou-
turat responde in t. 2, pag. 213-230. Nullo objectione de PEE~
TERS vale per “ Latino sine flexione ”

CONCLUSIONE

Articulo, qui praecede, proba quod ﬂexio_ de nomen et de
verbo non es necessarid.

. « Se, invece di’ d1z1onar10 latmo, noi cercare ogni parola.
« in dizionario italiano, noi scrivere in 1tahano seqmi p§§1‘one »

. Articulo, .qui .seque, contine versione htteraie 169, plure
propositione Germano et Anglo. Ille pr oba, quod suppressio de
omne. ﬂexm non redde discurso magis, longo

pr PEANO.

- .. - o .‘.~,‘+irv
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PRINCIPIO.DE PERMANENTIA

Ex_ercitio de Latino pecto

{ Omne vocabulo es inflexibile.

Vocabulario latino commune, qui contine nominativo et genitivo de
nomen, infinito de verbo, contine omne vocabulo de hic Nota, aut identico,
aut cum abreviatione: '

@) Si termina in -2, muta -a in -are, vel in -ari, et es infinito de verbo.
" b) Si termina in -e, muta -¢ in -ere, vel -i, et es infinito de verbo
vel muta -e in -is et es genitivo de nomen,
> » » -es et es nominativo de nomen.
‘ In loco de me, te, aliguo, quaere ego, fu, aliguis.
¢) Si termina in -¢, muta -£ in -ire, vel -iri, et es infinito de verbo.
d) Si termina in -0, muta -o in -us -um -u, et est nominativo de nomen,
vel muta -0 in - et es genitivo de homen.
€) es quaere sum, esse. |
~ Aliquo auctore introduce numero negativo, fracto et ima-
.ginario, ut applicatione de regula, qui ille dice * principio de
permanentia ,. Hic principio varia aliquanto prope diverso
auctore. ' :
~ Prof. SCHUBERT, in Encyclopidie der Mathematischen Wis-
~ senschaften, t. 1, p. 11, expone hic principio sub forma claro
". sed erroneo. Ille dice:
« Princip der Permanens in viererlei besteht:
= erstens darin, jeder Zeichnen-Verknilpfung, die keine der
« bis dahin definierten Zahlen darstellt, einem solchen Sinn
« zu erteilen, dass die Verknipfung nach denselben Regeln
« behaldelt werden darf, als stellte sie eine des bis dahin defi-
« nierten Zahlen dar; o _ ‘
» « zweitens darin, eine solche Verknitpfung als Zahl im er-
« weiterten Sinne ‘des Wortes zu definieren und dadurch den
« Begriff der Zahl zu erweitern; :
. «drittens darin, zu beweisen dass fur die Zahlen im er-
« weiterten Sinne dieselben Sitze gelten, wie fiir die Zahlen
“« im noch nicht erweiterten Sinne;
_ ~« viertens darin, zu definieren, was im erweiterten- Zah-
"« lengebiet gleich, grosser und minor heisst ».
-, Versione: - -~ S

-
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« Principio de permanentia ex quatuor articulo consta:

< 1. ad omne signo-reunione (') qui non repraesenta numero.
« qui nos ante defini, nos tribue tale senso, ut nos posse tracta
« reunione juxta idem regula, velut si hic reunione repraesenta
« numero, qui nos ante defini; ' .

« 2. nos defini hic reunione ut numero, in lato senso de
« vocabulo, et ita nos extende idea de numero; .

« 3. nos demonstra quod per numero in lato senso omne
theorema vale, ut per numero in non lato senso;

« 4, nos defini, quod in campo de numero lato nos voca
« aequale, maiore et minore ».

Si omne regula et omne thcorema super numero in senso
non lato subsiste super numero in senso lato, necesse es ut.
pumero in senso lato es identico ad numero insenso non lato. Nam
duo ente esinter se aequale, si omne proprietato de uno es quoque
proprietate de alio. Hoc es ipse definitione de aequalitate:

« Eadem sunt quorum unum in alterius locum substitui
potest, salva veritate » (Leibniz, vide Formulario § 2, P4:3)
quod me traduce: « Plure ente es idem, si nos posse substitue
uno de ille inloco de altero, et veritate (de propositione) es salvo ».

Quum nos trans{ ab uno specie de numero ad specie magis.
lato, semper debe omitte aliquo proprietate.

Relatione at+b>a
es vero per numero absoluto, falso per numcro cum signo. .

- 8i nos trans- ab pumero imaginario simplice ad quater-
nione, nos omitte proprietate commutativo de producto.

‘Ergo definitione, qui nostro auctore da de 0, de numero.
negativo, de fracto, etc. basa syper principio absurdo. Hic de-
finitione non es legitimo.

Nos repete idera critica ad Elementare Arithmetik und
Algebra de ipse Prof. SCHUBERT (Leipzig a. 1899, pag. 33) qui
enuntia ipse principio cum primo et secundo articulo.

" HANKEL, Theorie der Complexen Zallensysteme, Leipzig,.
a. 1867, quum nancisce « principio de permanentia de lege for-
male », dice in pagina b: )

() Vide « Latino sine flexione » § 6 7).
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« Wenn b>c ist,... die Substraction ist... unmoglich. Nichts
« hindert uns jedoch, dass wir in diesem Falle die Diffcrenz
« (c—>b)alsein Zeichen ansehen, welchesdie Aufgabe [(c—b)4-b=c¢]
‘« lost und mit.-welchem genau so zu operiren ist, als wenn es
< eine numerische Zahl aus der Reihe 1, 2, 3... wire ».

Versione: « Si i>c es, subtractione es ne-possible. Nihil
- « obsta tamen, quod nos in hic caso considera differentia (c—5)
-« ut signo, qui resolve quaestio, et cum qui exacte nos debe
= opera, ut si ille numero ex serie 1, 2, 3,... es»,

Contra hic modo de ratiocinio Gauss antea dice:

« Quodsi quis dicat, triangulum rectilineum aequilaterum
rectangulum impossibile esse, nemo erit qui neget. At si tale
triangulum impossibile tanquam novum triangulorum genus
<contemplari, aliasque triangulorum proprietates ad illud appli-
care voluerit, ecquis risum teneat? Hoc esset verbis ludere seu
potius abuti », (Formul. pag. 219). Versione:

< Si aliquo dice quod triangulo rectilineo aequilatero rec-
« tangulo impossibile es, nemo tunc es qui nega. Sed si aliquo
«velle contempla tale triangulo impossibile tanquam novo ge-
-« nere de triangulo, et applica ad illo omne alio proprietate de
'« triangulo, an qui tene riso? Hoc es lude cum verbo, vel po-
- « tius abute ».

A Prof. CHRISTAL Algebra, Edmburgh a. 1889, p. 6, re-dice
Jdea. de Hankel:

« Assuming that the quantity 4-a—>b always exists, we may
show that the laws of commutation and association hold ».

. Versione: . : '

« Si nos assume quod quantxtas +-a—b semper existe, posse

monstra quod lege de commutatio et associatio mane ». )

. Hoc es, 'si nos assume absurdo, non solo nos posse deduce
-,lege ‘de ‘commutatione, sed .orane lege qui nos velle, nam ex
absurdo, omne consequentla deriva.

- Non sub forma de prineipio absoluto, sed sub forma de con-

o ; ,.sﬂxo lice quod nos dice: .

-« Quum 1nos mtroduce novo calculo és multo utile Quofl

: _.f_.(i) Nota gmalqgia grammaﬁéale de « shdw » cum « monstra », -
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nos sume nomenclatura et notatione ita ut novo -calculo fie
quam maxime simile ad calculo antiquo ».

Me dice « quam maxime simile »; « identico » es absurdo.
_ Ita Algebra, qui indica cum idem signo +, X, =... opera-
tione non solo inter numern integro, sed etiam inter fracto, es
magno progresso super longo methodo de antiquo graeco; Al-
gebra reduce toto libhro X de Euclide, noto per magnitudine et
difficultate, ad uno pagina, qui professore sole doce in uno
lectione in Instituto tecnico (Vide Formul. p. 111),
.. In saeculo ultimo plure auctore indica cum idem signo -+,
sive summa de algebra, sive resultante de vectore, et ita con-
strue Calculo geometrico, qui in respecto ad Geometria, es idem
progresso quam Algebra in respecto de Arithmetica graeco.

Tunc principio dé permanentia ‘idem es ac principio ge-
nerale de oeconomia, qui subsiste in linguistica, didactica et po-
litica, ut demonstra E. MacH, in capitulo de « natura oeconomico
de progresso physico » de Populir Vorlesungen, Leipzig a.1903,

G. PEAXNO.

Sphaera es solo corpore qui nos pote vide
_ut circulo ab omne puncto externo.

Clar. Liroth ') cense hic theorema novo, et da primo
firmo demonstratione. '

Me hic expone alio demonstratione magis simplice.

Theorema dice: Si projectione de aliquo corpore convexo ,
ab omne puncto externo es cono circulare, hic corpore es sphaera.

1. Me appella e puncto externo ad w. Et b alio ‘puncto

_‘externo ad cono’a” u. (Symbolo a u mdxca cono solido inde-.

finito qui habe vertice in @, projecta u, et’es circulare per
hypothesi; et symbolo ¢~ b indica recta indefinito qui transi
per puncto a et b). - :

Duo cono a™w, et Hw habe duo plano tangente commune
qui se interseca in @ h. ‘

- 1) Zwet Beispicle fiir die Ableitung der Wahren aus der schefnbaren QGestalt eines
Korpers, von saco Lurors, Freiburg, 1902,
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-+ 2. Super omne generatrice de superficie de cono a™ v, sta
uno puncto de #. Me enim appella g aliquo generatrice de
superficie de o "w. Post, me projecta % de alio puncto b, qui
es eXtra g sed super plano tangente ad cono a~ u, sccundum
generatrice g.

Tunc cono 5 u habe super hoc plano (1) uno generatrice
¢'. Ergo puncto intersectione de g et g’ es unico puncto de w
super plano tangente, et super g.

3. Omne alio cono qui habe vertice super &b et projecta u,
es tangente al duo idem plano tangente ad duo conoa uet b u.

Omne hic cono involve sphaera.

4. Corpore « es parte de hic sphaera.

Nam si hoc non es, existe puncto de « eXtra aliquo cono
qui projecta #, quod es absurdo.
= 5. Omne punto de superficie de sphacra es puncto de u.

Hoc es evidente per omne puncto de sphaera (me nunc
exceptua duo punto qui es super perpendiculare de centro de
sphaera ad recta @A), quia per omne puncto de sphaera transi
- uno generatrice de superficie de aliquo cono qui projecta u,
- de aliquo puncto de a™ 5. Super hic generatrice es uno puncto de

#, et uno puncto de sphaera. Ergo hic duo puncto coincide (4).

_ ‘8. Etiam duo puncto qui me ante exceptua es puncto de

u. Sit ¢-uno de isto. Tunc me considera aliquo puncto p de
' plano tangente ad sphaera in ¢. Cono qui projecta sphaera de
p habe generatrice de superficie qui transi-per ¢; sed hoc cono
projecta u: ergo ¢ es in w.
_ 7. Figura u es convexa. Ergo etiam omne puncto interno
‘ad hic sphaera es puncto de u, et hic solo (4).
’ Ergo u es sphaera solido, sicut me vole demonstra.

Cum symbolismo a summo Leibnitio divinato, et nunc

tandem in Formulario de mathematlca redacto in systema
. ‘me sic scribe hic theorema

1. sphaera =praz g (@.b)2 [a,bep . a~=D . dw.a) < d(a,h)] Df

L 2 cono == pna3 1 (a,5)3 [s€ sphaera . ag p=s . x€ ¢4-Q(s—a)] Df .

8. ue Cls'p . qu - Medu-—-u a:ep Do x+Q,(u—-—ac & cono D
T ue sphaera

Genova, anno 1903 die 240.; s 'G. VacCA.

EM

"‘f'__;(mwsTA ol MATEMATICA)

mm‘m PAR. -

M. Cxpom Thm\a de Wﬂuﬂtm mtra mmwm mtegm R ‘ .
R Omomo - Supor fommlada Smu 7‘, ‘A. R . o 11‘.7‘.

BN

TURIN _ ST
BOCCA FRERES - L
R '_ Lmaunns "
ST "?'1 S e U U R

-Ce Numéro de la Revue est aocompagné du Formulano Mathemanco 12 5 .

’ o fascwuto .t, pag 1304 .f': o




THEORIA

de
CONGRUENTIAS INTRA NUMEROS INTEGRO
per . N
- MICHAELE _CIPOLLA 2

Congruentiax in genere - Theorema de Fermat, de Eulero et de Wﬂé&'ﬁii !
Congruentias de primo gradu - Congruentias de secundo gradu o
Congruentiax binomio - Gaussiano, radices primitivo, indices - Ap-
plicationes. '

. In ce scripto me collige, in ordine de tractatione, propo-
sitiones de theoria de congruentias intra numeros lntewl'o, que
constitue primo parte de theoria ‘de numeros que me spera -
confice postea.

Me adde et aliquo notitia historico et blbho"raphlco ut
que lege pote cognosce origine et progressu de theoria et adhlbe
operas que coutine suo explicatione.

Me non arroga ad me ut asseque proposito omnino in per-
fecto modo, sed me spera Teverte ad incepto ut commuta et
corrige, et adpone additamento sive in propositiones sive in
notitia historico et bibliographico. Ideo me pete benevolentia et
favore de omni que excole et dilige tali parte de Analysi,
que cum optimo iure Gauss appella regina de Mathematica
et me es laeto recipe consilio de omni genere.

) Operas
.que tracta de theoria de congruentias

. A. M. LEGENDRE, Essai sur la théorie des nombres. Paris
1¢éd. an VI (1798), 20 ¢d. 1808; 3* éd. 1830; réimpression fac--
- ‘'simile de la troisieme €éd, Paris: Hermann, 1899 — Traductio
in lingua germanico per H. MASER ex Jed., Lelpmg 1886; ex
. 2 ed. Leipzig 1893. L
"~ C.F. Gauss, Dzsqutsttwnes amtlunetwa«’ Llpsxa(, 1801 =
Werke t I) — Traductlone in franco de POULLET DFLISLE ‘

..190‘5&‘31'42 S " RAM. t86 -
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{Recherchea arzt/zmetzquea, Pau is, 1804) — Traductione in lmn ua>
-germanico de H. " MASER {Untesuchungen itber holzere Arith- . .

- ‘melik, Berlin, 1889).
. L. POII\SOT Réflexions sur les prmczpes fondamenmux de
la théorie des nombres, Journal .de Liouville, t. X, 1845,
P. L. TcHEBYCHEF, Theoria de congruentias (in russo), S. Pe-
", .troburgo, 1847, — Traductione in lingua germanico per H.

- SCHAPIRA, Berlin 1889. — Traductione in italico per I. Massa-

' RI‘\I Roma 1895,

. V. A, LEBESGUE, Exercices d’Analy yse numérique, Paris
1809 Inlroductzon a la Théorie des nombres, Paris 1868.
- H. L 'St.-SanTH, Report on the Theory of Nembers, British
" Assoc. for. the advancement of Sc., 1859, p. 228; 1860, p. 120;

1861, p. 292; 1863, p. 168; 1865, p 322 = Coll. Math. Papers

“t. L, p. 38, 93 163, 229, 263, 289. - »

P. LEJEUNE-DIRICHLET, Vorlesungen itber Zahlentheorie, her-
. ausgegebenen von R. DEDEKIND, Braunschweig, 1 ‘Auf. 1863, 2
CAuf, 1871, 3 Auf. 1879, 4 Auf. 1894 — Traductione in italico
ex 3 ed. per A. FATFOFER, Venezia, 1881. — Traductione in
* russo, parte 1, per J. M. NASARJEWY S. Petroburgo, 1899.
~J. A. SERRET, Cours d’AIgébre Superzeuw 4 éd., 2 v, Pa-

-~ ris 1877, 5 éd., 1885,

L~ Txaductlone in hngua gemnamco per G. WERTHEIM, Leipzig

s,

-G, WER&‘HEIM I’lemente der .{ahlentlzeorw Leipzig, 188‘
. J. SocHOTZKY, Algebra - Superiore, v. 2, Fundamenta de
theoria -de numeros (in russo) S. Petroburgo, 1888,

T. J. STIELTIES, Sur la theorie dés nowibres. Etude biblio- .

- graphigue. Ann. de Toulouse 1V, 1890, pp- 1-103; Paris, Gau-

. .thierVillars, 1895. ‘ _
- . E. Lucas, Théorie des Nombres, t. 1. Paris 1891 (Aho tomo ..
L .non ‘es ‘publicato pro morte de auctore).

P. BACHMANYN, Die Elemente der Zahlentheorie, Leipzig, 1892.

S o A SGARPIS Pmmz elementz della Teoria dei numeri, Mi-
‘_"‘lano ‘Hoepli, 1897,
E CABEN Elements de la The’ome des nombres Paris. 1900

Lol Gy B MATIIEWS Theory of Numbers, Part. I, Cambndfre
'_ 1892 . '

A 1
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P. BACHMANY, Niedere Zahlentheorie, Encykl. d. math. wiss.
t. 1, pp. 551-581. — 1 Teil, Leipzig, pp. X + 402, 1902.

L. KRONECKER, Vorlesungen  iber Mathematil:; 2 Teil,
Vorlesungen iber allgemeine Avithimnetil: ; hrsg. von K. HENSEL,
1 Absch., Vorlesungen wuber Zallentheorie, 1 Band, Leipzig,
1901. '

G. WERTHEIM, Onfangsgrinde der Zahlenlelhre, Braun-
schweig, 1902. :
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§1 Congruentias in genere

% 1. mueXN, . abeden D)
‘4 ag b4mmn = be a+mn .=. a—b emn
GAuss scribe relatione ag b+4mn ita
a=b (mod. m)
et voca illo «congruentia»: «Si numerus ¢ numerorum b, ¢

-differentiamy metitur, b et ¢ secundum ¢ congrut dicuntur, sin

minus, trncongrui: ipsum a moduluin appellamus. Uterque nu- -
merorum b, ¢, priori in casu alterius residuwm, in posteriori
vero non residuum vocatur» (D. A,, art. 1). '

™~ LEGENDRE scribe a==b+M (m) et es contrario ad symbolo
et denominatione de GAuss: «Ces équations entre des restes...

. se traitent comme les équations ordinaires, sans qu’il soit besoin

des signes nouveaux d’égalité ni des dénominations nouvelles

‘assez incongrues, dont quelques géométres font usage ». (Lssai,

ete,, 2¢ éd., 2° suppl., p. 12, note).

CATALA\ seque notatione de LEGENDRE: <« Admirables (les
Recherches Arithmétiques de Gauss) sauf les dénominations et
la notation. POULLET-DELISLE, traducteur de Gauss, dit qu’ elles
peuvent élonner. De son coté, LEGENDRE s’est raillé des espres-

- sions incongrues, adoptées par le Géometre de Brunswick. Mais -

LEGEXDRE et DELISLE avaient des oreilles francaises» (v. Mé-
langes mathémaliques par E. C. CATALAX, in Mémoires de la
Société Royale des Sciences de Liége, t. X111, s. 2, 1886, p. 334).
- Hodie denominatione et symbolo de GAUss es communi ad
maximo parte de auctore, sed non es necessario introduc novo
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symbolo m ce scnpto quod notatione ag b4mn es satis sim-

~ plice. - )
2 ag Jb-.{—ml_n . bs c¢tmn D). ag cdmn’
*3 —-——-—-———:) a+-c & b4-c4mn .
7 P—— D). a—c & b—ctmm
‘_"4 e ¢ d4mn D). atc e b+d+mn
T4 : . a—CE& b———d-}-mn
g —D acsbc~|—mn
~ B e cg dan D). ac & bd+imm
B2 e peN, D). " & b m

6 ac & be+mm D). a & b+-{m/Die,m)n
7 (b+mnb4nn) = b-4mlt(m,n)xn
‘8 @ =g b+nD(m,n) D). =g (a4mn)n(b+nn)

-9 ag b+nDn) D). (@+nmNb4nn)= :
a+m3»nnx3[mx/D(m,n') g (b—a)/D(n,n)4nn /D) ]}

91 D(m,n):l- . {a+nmprb+4nn) = atamn(b—a-4nn)

. §2 Residuo de functiones particulari

“ e{e 2. peNp. mmne N, .
1 Canyn) & Clquot(m,p), quot(i.p)X
XC[rest(m,p) rest(n,p)] 4+ pn
2 C(m,n)aII [Cirest[quot(rz,p")] rest[quot(n,p"),p o N, 14np
24 m ne np .0). Cm,n) & Clquot(m,p), quot(n,p)}+np
22 nsl (p—l) D Cip,n )sN,Xp |
: tLEIBNIZ Math Schr t’I p- 102; . ‘
;',-1__ 23 neo (p—1) D C(p—1, n)e(—-l)"+NDXp
s 94 'ﬂsO (p—~2 D C(p—-2 rz)e(—-l)”<n+1)+Noxp

93—

28 ne 0 (p—3) .. C(p—3.1n) & (—1)"(n+1)n+2)/2+NXp
26 pe Np=2 . ne 2+(p—1) .. C(p+1n) e NXp
§2-4-2-26, Lucas, American J. a. 1878, t. L. p. 229, et Théorie
’ des nombres, 1891, pp. 417-420]
P2:22 = Form. 1902, p. 72, 127 . 23 = F, p. 72,1271 . 24 =F, p. 72,
1273 . 26 = F, p. 72, 12:72, '

% 3. peNp.meN, .

1 m =g (p—1)XN, .. X1 (p—1]" € N,Xp :
{L1I0NNET, V. CATALAN, Mém. de I'Ac. de Belgique, t. 46, 1886,

p. 14}

2 m e (p—1)XN, D). X1 (p—DI" £ —14+N,Xp

3 peNp . p>3 . D). nty/[1(p—1)] € P*XN,
$OsBORN, 1892, The Messenger of Math., t. 22, p. d1}

4 peNp . p>3 D). nt3’[1(p—1)J* € pXN,
{GLAISHER, 1900, Quarterly Journ. of Math. t. 31, p. 337}

P31 = F, p. 138, 201 . 3 = F, p. 135, 201 . 4 = F, p. 135, 20:2.

«.§3 Theorema de Fermat, de Eulero et de Wilson

% 4. meN,.peNp.aen )
1 Dam)=1 0. aMPm & 1+nm
Ce proposxmone es dicto «theorema de ECLERO», nam 1110
pertine ad EULERO, que primo stude functione ¢ (EULER, Novi -
Comm. Acad. Sc. Petrop. a. 1760-61, t. 8, pp. 85-103, Act. Ac.
Sc. Petrop.-a. 1780, t. 4;, p. 18; ®m==numero de numeros que

"non ‘supera #m et es primo cum ). Symbolo @ es introducto

a Gauss (1801, Werke t. 1 p. 30); EULERO ute simbolo II (Acta
Ac. Sc. Petrop., 1780, p. 18). Lucas (T. de Nombres, 1891) voca
illo indicatore, vocabulo introducto a CAUCHY (Oeu\'x es, s. 1, t.
6, p. 124) in sensu pauco dlﬁerente)
41 gmenp D). @’ ‘81+11p
Ce theorema maxime elegante et fondamentali in theoria
de congruentias es appellato theorenia de Fermat, quod FERMAT
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primo (a. 1640) enuntia illo (v. Oeuvres, Paris 1891, t.2 p. 209).

. LEmxiz primo demonstra illo (Math. Schr. t. 7, p. 104), sed suo
demounstratione non es noto in tempore de GAUSS (v.D. A, p. 54
nota).

_* ECLERO pubhca primo demonstratione in Comm. Ac. Sc.
Petrop., t. 8, p. 143 (a. 1736), et altero in Novi Comm. Ac, Sc.
Petrop., t. 8, p. 70. Vide et LAMBERT, Acta Eruditorum, a. 1769,

p. 109; Gauss, D. A. art. 49-51; LEGENDRE, Essai ete, 2¢ éd.,

n. 129. o
‘Secundum HEeixs (Messenger of Math., a. 1898 t. 27, p. 174),
Mathematicos sinense novi ce theorema, per a=2, e tempore de
CoxFUCIO (CON-FU-TSE) a. —ddH0 ™ —447; sed illos puta es vero
propositione inverso: ’
. . peN, .27 2 e NXp .D). pe Np,
quod es falso (v. meo scripto: Sui numeri composti che veri-
~ficano la congruenza di Fermat ¢'=1 (mod. P), Ann. di Mat,
a. 1903, t. 9, s. 3, pp. 139-160; v. et P 49, 50 de ce scripto).

2 mE (’\*i+4 -\'p ). (m—2)! & Nyn.

T (p—2) e 14N Xp
22'3 LI:IB\IIZ, Mss. Mat. t.3 B11 fol. 10

‘4 (p—l)' g —14+N,Xp
.~ Ce propositione es dicto «theorema de WiLsoX », quod
WaRrING, (Meditationes Algebricae ed. 1., a. 1770, p. 218; ed.
II1, a. 1782, p. 382), attribue illo ad WiLsoN, suo discipulo. Primo
- demonstratione dc ce P. pertine ad LAGRANGE (Nouv. Mém de
.Y'Ac. de Berlin, a. 1771, t. 2, p. 125 = Qcuvres, t. 3, p. 425). LCLERO

" trade novo demonstratione in Opuscula analytica, S. Petr. a.1783,

.. t.1., p. 329), Gauss alio in Disquis. arith., art. 77 et alio LEGENDRE
~in Essai, 2° ed. n. 130.
' Theorema de WiLsox es casu particulari de propositione

_circa numeros primo que pertine -ad J. STEINER (J. f. Math.
" t. 13, a. 1835, p. 356 = Werke t. 2, p.7: vide et Jacosi, ibidem

_ t 14, a. 1835, p. 64 = Werke t. 6, p. 262).
o 5 - pE Np =, peN,+1. (p--l)'+18N><p
6 p£4N1+1 D 2(10-1 2211 e —14+NXp

T . ) .
e e @
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T peAN—1 D {(p+1)2)f e 1+\1xp
(P 6 7 ¢s enuntiato in Meditationes algebricae de W ARING
(a. 1770) sed demostratione pertine ad LAGRANGE (a, 1771, Ocuvres,
t. 3, p. 431) Vide et LEGENDRE, Essai, 2 éd, n. 131.:
P 7 pote es enuntiato )

pe 4N, —1 .. [(p+1)2]! & 14N XpPW—14+NXD)
Quaestione de investiga in quali casu residuo de [(p+1)-2]!,
scquente modulo p, es congruo 1 aut —I1, posito a LEJECNE
DiricuLET (J. f. Math., t. 3, a 1828, p. 401 = Werke t. 1, p. 109)
es resoluto a Jacoml (ibidem, t. 9, 1832, p. 189 = Werke t. 6,
p. 240), que trade ce propositione
pg AN, —1 D). [(p+1) 2]t e (—DPNNum{(p41) 2"p A n’+-np]
KRONECKER et LIOUVILLE da alio regulas minus simplice |J. de
Math (2), t. 5, 18060, p. 127, 267]
'8 me (Np=2)PN, v 2{(Np=e2\N,] v ¢4 D).
11 » 23 Dl in)=11]{ & —14N,
9 me N, mtd =(Np=i2)PN, =2|(Np=2)PN,] ..
N1 neroeDorypn)=11{ € 14Nin
P -8 -9 constituc «theorema de WILSON ampllhuato », GAUSS
(D. A. art, 70) enuntia illo et da aliquo notione circa demonstra-
tiene, pro que vide BRENNECKE, CRELLE et ARNDT, J. f. Math.,
t. 19, a. 1839, p. 319; t. 20, a. 1840, p. 29, et t. 31, a. 1846, p. 329.
P41 F. 1902, p. 143, P2 . <11 F. p. 71, P2, . P42 F. p. 72,121 . 3 F..
P-72,122 .4 F.12:3.5F. 124, 6F. 125 . -TF. 12-6.

‘0 me N1 =8N, D Wi == mlt! Pa|a(NpPN ) A m/\ Df

-01 meg 8N, . ne mp(2,n)._).
Y = mlt}2"7, Dl (\ 1)-12)|\\ ~ I\,\ - Df

02 W1 =1 | D |
1 meX, .. P& N N, o '
2 g N, =t =(Np=t2) =2[(Np=e2)N\N,] .. P < Pine
Ui = mdmatore reducto de m, v. Lucas, Théorie des I\om
bres, 1891, p. 428 _
3 pe Np=2 . a,be n=np . 13eN, . a& b+p (n=np) DA
- a\p* & Yp* + prremenp) :
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- 31 abe 2041 L o se N1 . ae D427 @n41) D).
a* & U'4-24+52n41)°

32 ae2n41.se N 42 D). a2 £ 14-2n
(V. Gauss, Disq. Arith. art. 90.)

‘4 aen. 'm.e-A:I\*1 . i)(a,m):l ). @MV & 14um

‘5 aen . meN, . n= max[mp(x,a)z,Xp} .
: - aNn4-¥ir) &€ apred i
{Lucas, Th. d. N, p. 430)

§4 Congruentias de primo gradu

8% 6. aben.meN, )

1 be n=nD(a,m) .0). =g nas(ur4b & mn)

2 be nD{a,ng) D). nrwa{ax+b & nm) =

: n~rz[(ax4-0)/D(a,m) € nm/D(a,m)}

*3  be nD(a,m) D Num[o(m—1)yx3(am+b & mn)] = D(a,m)

4 _D(a,m)._.l . nf\'rs(aac+b & mn) = —baN¥m—1)4-mn

-4t pSNpI . Dia,p) =1 .0). nn a3(az+b & 1ip) = —bar24-snn

In ce prolp'ositio_nes es methodo ut investiga solutione de

congruentia de primo gradu. Secundum P -4-41 metodo trahe
. origine ex theorema de Fermat (411) et de Eulero (4'1) aut ex
- propositione’ 54. Congruentia de primo gradu pote es resoluto

-+~ «cum methodo ‘ut resolve aequatione indeterminato de primo -
"‘*_‘""grado p. ex. cum auxilio de fractione continuo, ut fac La-

GRANGE (Histoire de VAc. de Berlin, a. 1767, p. 173). Vide et

- Gauss, Disq. ‘Arith.; art. 26-31, LEGENDRE, Essai, 2 éd., § 11.

GAUss (Dlsq Amth art. 31) scribe numeros ‘que sat1sfac

S ad relatlone ax £ b+mn sub for ma% {mod n). Oe expressmno

o ]mbe aut nullo aut.uno aut plure valore incongruo (mod ).

"Hodle mammo parte de’ auctore non ute ce notanone de GaAUsS.

',vA

-8
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% 7. neN,.me NFlwn . ag =~0)F1~n D)
e e, r<s D Dorem =1 1 u== (i |1"n) .
ke nFlwn el n)),.k & nrre(@u a, € 14 n) :):
nAraee 1en ) ace a e ) = S(a ko acm T 1 )4

22 mpuarg(re 1 ). e o Fm n) = rseln D P
a,—a, g nD(m )

3 ags=IMdmpre,m)|x, Npasre 200 ) aaper,m = A
mp(x,a)] . & 2w . n = ILaMnpe,m ), Nprrg(se 17 n =t DN
mp(r,m,) >mpc,,) '_') rse 1 n . r<ls D Dt o )==1 .

IIn |r, 1=n) = mlL(a A L)

4 Hp2:3 D). nug(re 1 D), we d A =

= nasa(reln ), ¢ a,4nn) ‘

Ce propositiones, que constitue regulas de Gauss (Disq.
Arith. art. 82-38), es in antiquo libro de arithmetica de sinense
Sun Tsze; v. K. D. BIERNATZKI, J. f. Math,, t. 52, a. 1856, p. 59;
MATTHIESSEN, ibidem, t. 91, 1881, p. 254. STIELTJIES (Ann. de Tou-
louse, t. 4, 1890) tracta ce quaestione cumn maximo claritate,

o~ §5 Congruentias de secundo gradu

% 8. apbcen. pe Np=2 . Diap)=1 .0

4 nnxg(@r’brdc € np) = n~x3lyg nn 5337 & U—4acdup).
2ar+4D € s4+np)
{Gavuss, Disqu. Arith. art. 152]

2 aN (p—1)/2] &€ —14np D). =g 1~ a3(x* € a+np)

3 aN(p—1)2] € 14np D). @ nnaz(r* & adnp)
§:2:3 EULERO, Opus. anal. t. 1, a. 1773, p. 242, 268=Contin. Arith,
coll. t. 2, p. 1, 13: Gauss, Disqu. Arith. art. 106; LEGENDRE,
Essai, 2* éd. n. 134} -

32 aN(p—1)2]el4np D). Num[1"(p—1) narz(x® £ a+np)}=2

*32 : . ke 1(p—1) na3(x® & atnp) .
Stk ((p—k) =1+ (77-—-1) n x3(r € atnp) :
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% 9. pge \'p-(" aben D

‘0 Ja,p) =1 =. ag (n“+np)-np _ . Dt
01 J(ap)=—1 =. a ~¢ nup ' Df
T2 Jiap) =0 = ae np Df
03 Ji,p) & [tlu(—1)t0] A x2laP(p—1)2] € 1+up, Dfp

§LEGE\DRE (Essai, éd 2¢, n. 155) indica IEbldUO de aM[p—1)2]
(modp) cum svmbolo (p) que hodie es communi ad omni auctore,

-sed apud LLGL:\DRE tali symbolo habe aut valore 1 aut valore
—1, nam definitione 03 es posteriore. Nos ute simbolo J(«w,p),
que es magis consentanco ad notatione de Form.

‘1 J(1,p) =1.

2 J(—=Lp) = (—1Mp—1,2]

21 Ji—1p) =1 = pesNF1 : J=1) =—1 .= pedN;43
{Ce theorema es noto ad FERMAT, sed primo demonstratione

. pertine ad EULERoO (Opurse. Anal. t. 1. p. 64, Comm. Petrop. n. 3,

a. 1759, p. 5, et n. 18, a. 1774, p. 112 = Comm. Ar. coll. 1, p. 210,
<477 Vide et Gauss, Disqu. Arith., art. 108-111,}

3 J(ah,p) = J(a,p_)xJ(b,p)
ch o ag bdnp D). Ja,p) = I(b,p)
5 J2p) = (NP —1)8]

81 J@p) =1 = pe (8N, +)u(BN,+7):
I2p) =—1 =. pe BX,+3(8N,+5)

§*5'51 FERMAT novi ce theorema sed non trade domonbmatxonc :

(Op. math., p. 168). EULERD fac conatu ut demonstra illo sed
frusta. Primo demonstratione rigoroso pertine ad LAGRANGE
- {(Nouw. Me’n_i. de I’Ac. de Berlin, a. 1775. pag. 349, 351 == Ocuvres
-~ t.3, p, 771, Vide et Gauss, Disq. Arith. art. 112, 116, LEGENDRE,
. -Essax 2° éd. n. 148, 386; STIELTJES, Neuw Arch t. 9, a. 1882,

p. 193, Ann. d. Toulouse t. 11 A, a. 1887, p. 5

e @) =1 = pe(12K, 410 12N,411) :

- J(Bp) =—1 = pe (12\*0+5u12\1‘,+¢)

7 J(B,p) =1. =. pe (20N, +1 v 208,49 v 20N,411 v 20N,419):
' J(O,p) =—1.=. pe (20N +su201\o+7u201s',,+13 20N,417)
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8 J(T,p) =1. =. pe 28N+1 v 28N+3 o 23N +9 v 28N +19 »

28N, +20 v 28N +-27):
J(1,p) =—1. =. (28N,4-D v 28N 411 o 28N, +13 v 28N 415

o 28N, 417 © B8N+23)

{6'7'8 Ce propositiones que es casu particuiari de «lege de
reciprocitate de residuos quadratico » (10°4) es noto multo ante
que demonstratione de ce them ema. P6 circa residuo 3 es noto
ad FervAT (Opera wmalh. t. 2, p. 857) sed ECLERO primo demon-
stra illo et «eo magis es muandum demostrationem proposi-
tionum ad residua +2 et —2 pertinentium, prorsus similibus
artificiis innexas, semper ipsius sagacitatem fugisse » (GAUSS,

" Disqu. Arith. art. 120). LAGRANGE postea demonstra ce P et

P78 circa residuo 5et 7, sed illo nen investiga ultra (Mémoi-

“res de I'Ac. de Berlin 1770, p. 352);. Vide et Bricarp, Sur le

caractere -quadratique du nowdbre 3 etc., Nouv. Ann. s. 3, t. 16,
a. 1887, p. H46;.

& 10. p,ge Np=2 . a,ben .2):
4 ae bdnp D). Jap) = (—l)[\\_‘[E(Z,'wp)jr, 1-(p—1)/2]
YLEGENDRE, [osai, 2¢ éd. nn 381, 382 .
2 ag 2N41=-Nxp D). Jp) =
(=N E@ea; p)ir, 1(p—1),2]
{LEGENDRE, Iissal, 2¢ éd. nn. 383, 384,
3 J(g.p) = (—=UNum1(p—1)2 n ralrestirg,p) > p/2l;
«Lemma de Gauss»> (Werke t 2, p, 3)-Ce P es exteuso
a P. Gazzaxica in R, Istituto Veneto s. 6, 4°, 1886, p. 1271.
31 J(g,p) = sgnll }|xyq, p—E(rq p+,2)lir, I(p—1)/2
32 J(q,p) = sgnll}j[sin(rga p)l/sin2ez p)le, 1(p—1)/2]
{EISENSTELY, J, f. Matl, t. 29, a. 1845, p. 1774
33 Jlg,p) =
I p—k ] p+-Rlg—[2)\R, 1=(p—1)/ ’]lk I(g—1)/2{"
34 Jg,p) = O jp—Fk/ @)k, 1= (p—D[2]|k, 1(g—=1)[2{
{KRONECHER, Berlin. Ber. t. 7, a. 1884, p. 519|
4 J(p,g) = (IN(p—1)g—1)'4] X J(g.p) .
{Ce propositione es «lege de reciprocitate de residuos quadra-
tico» ECLERo inveni illo sed non demonstra :
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' «Emsrente s numero quocumque primo, dividantur tantum
quadxata 1mpana
1, 9, 25, 49,.

.. per dlwsmem 4s, notenturque remdua quae oninia erunt for-

mae 4¢41, quorum quodvis littera a indicetur, reliquorum au-
ten numerorum, formae 4941, qui inter residua non occur-
Tunt, thbet littera 4 1nd100tu1 quo facto si fuerit divisor
numerus primus )

formac -7 tum est
dnsta . s residuum et —s residuam

- 4ns—a . ., s residuum et —s non-residuum
4res+A -+s non-residuum et —s non-residuum
dns—dA4 +s non-r051duu1n et —s residuum».

{Opusc. Anal., t. 1 a. 1772).

. 7 Primo demonstratione pertine ad LEGENDRE, sed non es
rigoroso. GAuss trade septem demonstratione de ce «theorema

" fundamentali»:

1%. demonstratione (Disqu. Arith. art. 131-151) es ducto.

cum methodo de inductione ex theorema

pe 8N+1 D). @ Np n I(p—1) » 3 J(px) = —1].

2°. demonstratione (Disqu. Arith. art. 262) es deducto ex
“theoria de forinas quadratico;

4. et 6.° (Werke, t. 2, p, 9 et HD) ex teoria de divisione de

" girculo;

"" (Werke, t.-2, p. 234) ex theoria de congr uentias de
gradu superiore;
. 3% et 52 ex P 103 (lemma de GaUss).
~ EexstEIN (J. f. Math, t. 28, 2. 1844, p. 246) da. dunon—
' . stratione geometrico.

Gexoccrr (Mém. de I'Ac. de Belgique, t. 25, a. 1853 (18%2),

"cap 13; 'vide et Comptes Rendus de V'Ac. de Paris t. 90,
a. 1880, p. 350; et J.f. Math, 1892) funda simplice demonsna-

'f'tmne de lege de reciprocitate supra relatione

-, 2E(hg; p) =. 3\ 1+sgn(hfp—k/Q)l|k, 1+(g—1)/2},
2E(hg/p4-72) = S\[1+-sgn(l/p+k/g—/2))|k, 1(g—1)[2}
ICn ca relationes analogo v. HAcks, Acta Math, t. 12, 1888,

S .p 109 BLscm., Ueber gine Ber, ewmeﬂ:odp in der Zallentheorie,
B _.,:thtnweu, 1888 S, J. f. Math, t. 106 a. 1890, p. 337).

soe
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Circa alio simplice demonstratione v. BUNIAKOWSKY, Bull.
St-Pét., t. 14, a. 1869, p. 432; — ZELLER, Monatsberichte der
Ber. Ak, a. 1872; — ZoLOTAREFF, Nouvelles Annales, s. 2,
t. 11, a. 1872, p. 354; — SCHERING, Gott. Nachr. a. 1879, -

“p. 217,

"KRONECKER publica vario articulo virca lege de reproci-
tate (V. Kronecker’s Werke). Simplicissimo es demonstratione

-de ce auctore, posito supra P. 103334 (Berl. Berichte, t. 7

a. 1884, p. 519).
Ad publicationes citato nos adde

- KRONECKER, Berl. Monatsber, a. 1880, p. 686, p. 8d4; —
SyLVESTER, Comptes Rendus. de I'Ac. de Paris, t. 90, a. 1830,
p. 1053, 1104; t. 91, p. 154; — THOMAE, Zeitsch. f. Math. v. Ph,
t. 26, a. 1881, p. 134} — STIELTJIES, Nicuw Arch. t. 9, a. 1882,
p. 193; — SCHERING, Acta Math, t. 1, a. 1883, p. 153:; — KRo-
NECKER, Berl. Ber., a. 1884, p. 519; J. f. Math,, t.-96. a. 1884,
p- 34%; Berl. Ber., a. 1884, p. 645; J. f. Math., t. 97, a. 1884.
p. 93; Berl. Ber. a. 1835, p. 383; — GEGENBAUER, Wien Ber.
t. 91, a. 1885, p. 11; t. 92, a. 1883, p. 876; — SCHERING, Berl.
Ber., a. 1885, p. 113; — KRoxECKER, DBerl. Ber,, a. 1883, p. 117;
— KUMMER, J. f. Math., t. 100, a. 1886, p. 10; — HERMES,
Hoppe Arch., t. 3, a. 1887, p. 190; — Lkrcn, Teixeira J., t. 8,
a. 1887, p. 137; — GEGENBAUER, Wien Ber. t. 97, a. 1888,
p. 427; — BuscHE, J. f. Math., t. 103, a. 1888, p. 118; —
KROXNECKER, J. f. Math,, t. 104, a. 1889, p. 348: — TAFEL-
MACHER, Diss. Gottingen, a. 1889; — LirscHirz, C. R. de
PAc. de Paris, t. 108, a. 1889, p. 489; — Maxpr, Monat-
sber. f. Math., t. 1, a. 1890, p. 465: — PEpIN, Acc. Pont. dei
N. Lincei, t. 43, a. 1890, ‘. 192; — FRANKLIN, Messenger of.
Math,, t. 19, a. 1890, p. 176; — FiELDs, American J. t. 13,
a. 1890, p. 189; — BuscHE J. f, Math., t. 106, a. 1890, p. 65;
— KRONECKER, J. f. Math., t. 106. a. 1890, p. 346; — MaTROT,
Assoc. Frane., Limoges XIX, a. 1890, p. 79; — Ltcas, Assoc.
Frang., Limoges XIX,, a. 1890, p. 147; Mélanges math. et. astr.,
S. Pétersb. t. T, 1891, p. 65; — GEGENBAUER, Wien Ber, t. 100,

a. 1891, p. 855; D. 1072; — Scwwom, J. £. Math, t. 111, 2. 1893,

p. 107; GEGENBAUER, Wien Ber., t. 103, a. 1894, p. 285; —
Baxe. Nyt Tidss. for Math., t. & B, a. 1894, p. 92; — BCUSCIE,
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Hamb. M:itt.. t. 3, a. 1896, p. 233; — LANGE, Leipz. Ber., t. 48,

a. 1896, p. 629; — LErcH, Bull. Int. Prague, 1896; — LANGE,

- Leipz. Ber., t. 49, a. 1897, p. 607; — STERNEK, Recueil math.
~de Moscou. (in russo), t. 20, a.- 1898, p. 267; — PEpIX, Acc. P.

* d. N. Lincei, t. b1, a. 1898, p. 123; — ALEXEJEVsKY, Charkow

‘Ges. t. 6, 1898, p. 200 {in russo); Périx, Mem. Acc. d. N. Lincei,
- 1. 16, a. 1900, p. 229 ; — FISCHER, Monatsb., f. Math. t. 11, a. 1900,

p. 116; — Gauvss, Sechs Beweise des Fundamentaltheorems -

#ber quadratische resle, hrsg. von NETTO, (Ostwalds k1. N 122),
Leipzig: W. Engelmann, a. 1901.

% 11. aben. mne ON,41 D

0 J(am) = MI(@p)|p, Xp n m/N,] - ' Df
J(a,m) es appellato symbolo de Iacobz
‘01 J(a,—m) = J(a,m) . _ Df
o J(axbm) == Jia,m) X J(bmn) '
2 ae-l)-]—np D). Haym) = J(bu)
3 J(1,m =1 -
Cd J(=1m) = (1N (m—1)/2]
3 J@2m) = (—1)MN(mn’—1)/8] .
“ 6 agN, .D). Jam)= svnII‘[rest(ra m)—in]|r, 1+ (m~—1)/2

we[rest(ma,m)>m /21} Dfp

_{Ita SCHERING et KRONECKER defini 55 mbolo .de Jacomr (Berl..

. Ber. a. 1876, 2 330)
. -men ., Ja,m) = "
o H’[sm(anrz/m)/sm@w:r/m) 1~ (modm—1)[2{ Dfp
: ;'_'8 e 2N +1 D). J(mn) =
- I 4sin(ha/im4-ka/n) X
_ sm(hn/m—kn/?)]hl (m—1)/21|%, 1~ (n—-l)/Z}
9 mune N1 D). Jmn) = (—1)Nm—1)(n—1)/4]X I (n,m).
-{‘.'9. Extensione de (P10°4)-lege de reciprocitate. Ut pote deter-

mina valore de J(m,;n) es regulas posito aut supra .algo-
. rithino de Euclide aut supra algorithmo de fractione continuo,

']-v. Gavss, Werke, t. 2, p. 61 et sequ.; Eisnysteny, J. £, Math,
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t. 27, a. 1844 p. 317; LEBESGUE, J. de Math, t. 12, a. 1847,
p. 49%7; ZELLER, Gott. Nach., a. 1879, p. 197; ScHERING, Gott.
Nach., a. 1879, p. 217; GEGENBAUER, Wien Berich., a. 1880,
p. 931, et a. 1881, p. 1089., KRONECKER, Berl. Ber., a. 1884,
p. 530; Herxrrz, Diss. Gott., a. 18931,

3% 12, peNp=2.rmen. Jop) =1.Jn,p)=—1 .x
Num{1-(p—1) n 23[J(@,p) =1 . J(r+a,p) =1]; = E{(p—2)/4]
Num!1(p—1) n r3{J(@,p) =1 . J('+a,p) =—11} = E[(p+2)/4]
Numi1(p—1) ~ z3|J(z,p) =—1 . J(rd4a.p) =11} = E|(p—1)/4]
Num!l~(p—1) n x3[J(x,p) =1 . Jr+a,p) =—1]; = E[(p—1)/4]
Num}1-+(p—1) n 23[J(2,p) =1 . J(n+4a,p) =11{ = B[(p—1)/4]
Num}1-(p—1) na3[J(x,p).=1 . J(n+urp) =—1]} = E [(p—1)/4]
Num{1(p—1) A 23[J(r,p) =—1. Jnta;p) =11} == El(p+2)/4]
Num} 1 (p—1) n a3{J(rp) =—1 . J(n+ap) =—11{ = E|(p—2)/4]
v. meo scripto Urn metodo per lu risolusione, ete. Napoli R. 1903,
p. 154.
pe Np=2 D). ql(p—1) rx3[J(a,p) =1 . J(r+1,p) =—1
pe Np A XN +3 .. g 1'(p—1) nx3[J@,p) =—1. J(x+1,p) =1]
———— . g 1(p—=1) ~a3lJ(@p) = J@4-1,p) =—1]
pe Xp AN 45 .. @ 1(p—1) n a3 J(w,p) = Jr+1, p) =1]

3% 131 pe Npn8N+3 ..

Num! 1+(p—3)/4 » x3[I(x, p) = 1] (p—3)/8
‘2 pe Np r 8N 47 .. N
Num|(p—3)/4(p—3)/2 ~ x3[J(@,p) =11} = (p+1)/8 *
{*1'2 BRICARD, Tntermédiaire dcs M, t. 3, a. 1896 p. 623 t. 6,
a. 1902, p. 417}

% 141 me 2N 41 = N,xXN?. ae n"+nm - .
ue tlu(—1)FNp D
Num{1-(m—1) A n*—a+nm n ws[ ps‘\'pnm/N . Dp
J(x.p) = v 1| = I{E{(p—uy )/4]| p.Np~ m/N

" {v.meo scripto Applicasione della teoria etc., Napoli R., a. 1904,

p. 135}

- $% 15 pe Np=2.aen. J(a,p) =1 D .

1 pe N3 D). aN(p+11/4] & nr w3(a’e atnp)
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2 e 8N . aM(p—1)/4] £ 14np D,
S aN(p+3)/8] € nnxz(x’s a4np
' — . aM(p—1)/4] € —14np . D).
N (p—1)/4] aM(p+3)/8) € nrrz(x’ea+np)
{*1-2'3 LEGENDRE, Ibsai, 2¢éd., n. 185
4 pe8NA4-d D). aN(p+3)/8]X alN (20—1)/4 +3N(p—1)/41
- & nnez(@teatnp)
;T()\*ELLI meel R., a. 1892, 1* sem., p. 116!

...‘3

Cs% 16, pE Np-LQ a,ben . Ja,p) =1 . J(b,p) =
ms 2N+1 . rseN, . p=2"m+1 D
1 us\ ~ x2(a™0™ & 14np) ).
b a]\ (m+1)/2] € nn x3(x’ca+tnp)
2 ke nr x3[J(x41,p) =1 . J@r—1,p) =—1] . renFX, .
. 0 L4aN2TRn)np .« vg k4aN2T im) X
ey N2yl hy 1+ (r—1)]4np ’
). aM(m+1)/2) (o N2"m) |r,0(s—1)] € nrrz(x’e «4np)
{-1-2 ToxeLLy, Lincei R., a. 1892, 1° sem., p. 116}
3 ,'p;e 4N 41 . & g 0n a3(x’e adnp) D).
" RN2m) & nn ra(x’e —a-np)
{ToxELLL, Lincei R., a. 1892, 1° sem., p. 116!

% 17.‘ P& Np=12 . k,asn . J(a,p) =l. J(k’—a,p.) =—1 D).
1 {EHE—-ON(p+1)/2] + [—JE—a)N(p+1) /2]
R e‘nnva:e(w’s a4np) : : ,
2 aaN(p—1)/2] — (—aN(p—1)/21i/2
.. & nna3(X’e adnp)
412 v, meo scripto’ Un metodo, etc., Napoli R., a. 1903, p. lo4§

‘3 2\3« x1- (p—-l)/2 Pr=r 1 p—1)/2] £ nars@® & a+np)

"-_:3v meo scmpto Formolp etc., Napoh R. a. 1905, p. 13|

Proposxtmnes de nn. 15, 16, 17 enuntla vario methodo ut

_' resolve .congruentia de secundo gradu cum modulo primo.

' _}GAUSS trade .duo methodo ut inveni solutiones, altero . (Disqu.

Arith,, art, 319- 322), dicto methodo de excludente, exige cogni-
“ tione de non residuo .de plure pumero, altero (Disqu. Arith.

. ,.:art 327) mte in theox m de foxmas quadxamco Methodos ut
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inveni numeros positivo, que non supera modulo et satisfac
ad congruentia (radices), exige plure conatu ct methodo de
excludente es in tali casu magis idoneo que omni alio. Ut in-
veni uno quolibet solutione suffice ute formulas de TONELLI
(16'2), aut meo (17'1 vel 17°2), pro que conatus es pauco. Meo
tormula 17'3 monstra postea solutione de congruentia sine ullo
conatu, sed illo es pauco utili in practica.

— % A8 meN,.peNp=2.aen. Jap)=l1. le nm a3(a*e utnp)

1 re ({0 —1—0)"1/(22) + np .
se[(IH4-J0)"+0—=0)"1 /2 4np D).
n~e3(X°e a4np*) = nma3(rre o-}-np Yo ag(iw & —s4np™)] -
{LEGENDRE, FEssai, 2° éd. n. 187
2 (M"Y Pt —2p" T 41)/2] € nrae3rteunp™)
{ToxELLI, Lincei R., a. 1893, 1’ seni., p. 259

3% 19. wneN,.pe Np=2 . aen . Jia,p)y =1 .
1 peANA43 D). aM(pt—p"T42) /4] € nn a3irs adnp”)
2 pe 8NH+H D).
NP —p" T 4)/81LaM( p—1) /413 N(p"—p" ) /4] €
n~ 3 (v’sa-{-np )
{*1-2 ToxeLul, Lincei R., a. 1893, 1° sem., p. 259!

% 20. Hpl9.me 2N41. rseN, . p= 2m+1 D

4 ben. J(b,p)= =1 . ue Np x3{{d (p" i) ON2p™ 'max) €
14np™ . [INp“ ™) a[\[(p““/n-l—l)/?] & n~ a3(x’e a4
np")

{ToxeLLI, Lincei R., a. 1892, 1° sem. p. 116!

‘2 ke n~ x3(J(x41,p)=1 . Jx—1,p=—1] . venFN, .
2,€ ka2 m)+np . v, & ktup4{aN2T-2n)] X
(i N2o-rl) 1 0—1)] D). (a2 m4-1)/21X
v N2p™'m)jr, 0 (s—1)] & 1~ w3(@’e atnp”)

{ToNeLLI, Lincei R., a. 1893, 1° sem. p. 259}

3 ken. J(P—ap) =—1 D). ‘ .
{aN(p"—2p" " +1) 21} [E+{F—a)N " (p+1)/2]+
Ve—lE—a)]N 2" (p+1)/2){ & 0~ x3(2% a+4np™

21905 2 814 - o : RAM. t67
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4 Hp3.D\alE-HaN o™ (p—1)/21—(-—a)p"(p—1)/21{/2

- & nnas(x’ea4-np”)
{34 v. meo scripto Applicazione,etc, Napoli R., a. 1904, p. 135}

% 21. neN+1.pe Np=2. ke o~ x3(x’e a4np™t) .
1 be nn @3(KP—a)/p+2kxenp} D).
a-+bp™t g nn x3(X’e a+np™)
e}é 291 ae 2n+i . nre3(@’e a+2n) = 2n+4-1
2 agdndludn—1 D). nnx3(@’s a+-4n) = 4n+1 o 4n+3
ag 8n+1 .0). n~ez(r’ea+-8n) = 8n+1u8n4-3u8n4-Hu8n4-7
reN, . D): | o~ xe(c’e a+2""n) .= ae 8n41
reN, . ag 8n+1 . ). Num[1@2 P—1)nrz(@’ea+2 n)] =4

Hp'd . ue 0~ 23(2% a+2"+n) D). nrrs(@ea+-2r"n) =

. (1427 + 2nju(—u4-27+2n) i

-6 v. Gauss Disqu. Arith. art. 103; LEGENDRE, Fssai, 2° éd.
n. 189} - ‘

‘7 a&8n4l . meN, . s=mpR,a—1) D).

- 14-(@—1)/2x51CCr ) [(1—a)/4) [(r+1)| 7,0 E[(mn—2) (s—2)—1}
& nnxe3(r® £ a+4-2"n)

S @ o= e

§*7 Ce tormula pertine ad LEGENDRE (Issai, 2° éd. nn. 350-2); circa

demonstratione rigoroso de illo v. meo scripto: Estensione
di un metodo di Legendre, etc., Napoli R., 1905.{

% 23 meX,.aen.Dam)=1.D):

1 me 2N+1 v 22N, +1) D) g nn a3(z’e a4nin) =.
 peNp=2 n m/N, Dy Jap=1"
11 Hpl D). Num[1~(m—1) n 23(a’€ a4nm)] =
 2MWum(Np=2 n m/N) ' '
2 me 42N41) D) gon 23’ a4nm) ==ac2n+1 :
PENp=2rm /N, .y, J(a,py=1
24 Hp2 .0). Num[1(m—1) » wex’e a4nm)] =
2N 1+ Num(Np=c2~m/N,)] '
- =3 me8N, D) gon x3(x’e a4nm) = ag 8n+1:
- peNp=2rm /N, JDp J(a,p)=1
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31 1lp'3 D). Num[1(@n—Lyxs@eatnm)] =
N 24+ Num(Np=c2~in/XN,)]

% 24, meN 41 . ag n’nm=nu . ken . neN, . u,ve nFN,
=] [hJ(B*—a)|"—] =B —a)]"{/ (2{(+*—a)]
¢, =l ke —a) | AR —a)]

44 me=e 3N, . ke nn 23} pe Npvi/N, D, Jr'—a.p)=
(—DN(p+1)/2) i o
= mlt}| pNmax( p,0)—1)]l p——UNp+1)/21| p, Npra/N,|
D). aN(Pine —r41)/217,/2 € nr 23(x%e a4nn)

9 ke nAwa(pe Np A a/N, A 4N+3 .y 2*—a gnp) "
x23(p € Np na/N, n 4N 41 .y J(*—a,p) =—1].
m,==mlt} ph[max(p,a)—L1| p, Npra/N 4N +34 .
my==mlt}(p+4+1)/2 pMmax(p,a)—11i p, Npra/Np4N 414 .
r=mltim,iy) . ). aN(Pin—r+1)/210,/2 € nnx3(a®e a+-nm)

{*1°2 v. meo scripto Applicasione, etc, Napoli R., a. 1904, p. 135}

§6 Congruentias binomio

% 25 amneN, D).
‘1 nAa3E™e 14na . 2" 14na)y =1 a3[«\D(n,n) & 14na]
2 nn 3@’ & 14na) = on x3[afD#n, Pu) € 1+4na]

% 26, neXN,.peXp=2 D)
4 1n 2a@te 14np) = n~w3[aD(n,p—1) & 1+4np]
2 Num{(1*(p—1) " @3(@"e 14np)] = D(n,p—1)
{GraUss, Disqu. Arith. art. 60 et sequentes; LEGENDRE, Essai etc.,
2 é&d., n. 334} A ]
3 ke nenp .. BN(p—1)/Drp—1)] € nrzz(x™ & 14np)
{LEGENDRE, Essai etc., 2* éd. n. 336}
‘4 ne Xn(p—D/N, . uen . n=min[N,~xs(1” € 14+np)] .0
nn 23(2" & 14np) = (W +np)|r, 10
{Gauss, Disqu. Arith., art. 65,1°; LEGENDRE, Fssat etc.,, 2¢ éd,,
n. 336, 3%}
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% 27, mmeN, . pe Np=2 D)
1 nn 23" el4np™) = nn x2ia]\D(n,p" (p—1)] & 14np™
2 ne Np™ Y p—1))N, .. n~az(x”e 14np”) =
3w+ygl‘[m—mp(-p n)] + np“'iwl (p"—1)rz3(x"e 14np™ .
qe3(s"e 14np . we 54np)],y,0 [ pmp(p,n)—1]
3 Num[1(p™—1)r @3(x"¢ 14np™)] = Din,p"*(p—1)] -
" {2'3 Gauss, Disqu. Arith. n. 85!
b ag nn23(x” & 14np™™) L r=mp(p,n) D)
r<n—1 . he nr x3{(a"~1) p"Haa T njp” € np)] D).
a+-hp™™"" g nn az(@™e 140p™) ,
B ag nn x3(x'e 14np™™) . mp(p,n) = n—1 D).
oo x3(x"e 14np™) = nArz@™e 141p)
{*4'5 Gauss, Disqu. Arith., art. 83
6 ag v~ a3(x”e 14np) D). p”Tt & nrarz(xte 14np™)
{AMicl, Sulla risoluzione etc.. Rend. d. Circolo M. di Palermo,
t. 11, a. 1897, p. 44/

Plure propositione de nn. 25, 26, 27 et sequentes pertine
- ad EULERO, v. Comm. Nov. Petlop t. 7, p.*49; t. 18, p. 8b et
-Opusc. Analytica, 1. 1. '
e,( 28. ‘nmeK, D :
1 0 az(@”e 14-2"n) = un 23(PD(n, P27) £ 142"n)
2 meN+2 . ne 1(m—2) D).
Num[1+@"—1)rz3(x\2"e14n2™)} = 2"+
3 Hp2 D). 1@ —1)yw3@2” & 1402") =
142" X (02" —1)] w —142" X (12")
3% 29, pe Np-i2 . neX, . ag nenp D
.1 g nrez(x”s a+np) . aMN(p—1)Dn,p—1)] & 14np
2 Hp1 D). Num[l(p—1) » 23" ga-+np)] = Dn,p—1)

{{GAUSS :Disqu, .Arith., art. 60 et sequ,; LEGENDRE, Fssai etc.,

-2 &, n. 334

- '3 “re Npwa[na/Din,p—1) & 1+n p—1)Dinp—1)] .
nﬂxe(m £ a+np) == nAx3 w[\D(n,p—-l) & a’4np) .
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GAuss indica cum "ye¢ (modp) numeros que satisfac ad’

‘congruentia &™e a4np. Ce espressione habe aut nullo aut uno

aut plure valore incongruo (mod. p). Hodie nullo auctore ute

ce notatione.

-4 wen . min[NpAr3(ic'e 14np)] =n . kenrrz(@"e anp) D).
n~ 23@’e adnp) = (ku"Fnp)lri1-n
{GAUSS, Disqu Arith., art. 65,1%!
5 ne NA(p—U'N, . Dln(p—1)'nj=1. (4\ p—1)'nl € 140p .
»re \ Argipre 1+n(p——l) ] . «w'e nras(x™eatnp)
}GAUss, Disqu. Arith,, art. 67,
Circa conatus ut inveni solutiones de congruentia #® & a4np,
ubi ne Na(p—1)/N,, v. Gavss, D. A, art. 67, 68, LEGENDRE. E.
2¢ 6d. p. 354 (n. 342), p. 35D, (n. 346).
6 nn a1 e np) =. (p—1)/Di,p—1) € 2N,+1
‘7 ‘nn oz 4lenp) = nn 22oMD,p—1)41 € np)

3% 30. pe Np=2 . meN, . agn=np ..
1 o A x3(rte adnp”) =. aNPp"/Din,Pp™) & 14up™
2 e Np x3inax, D, @p™) & 14-$p™ /D, @p™)] D).
n~ 23" eatnp™) = o~ 23[aPD(n, Pp™) € a"4+np”)
'3 ne N (Dp"‘/i\' ) o nna3(xe adnp™) =
aN[(p—)pPmp(p,n)], #{ € 14+npmp(p,n)+-1]
4 ne Na®p™ N, . o nn a3(rie adnp”) -
o~ 23(re a4np™) = jr+ypm—mp(p,n)] +np fja,1(p™—1)
rxg(aeatnp™ . gs3(s eatup . res+np)ly,0 [ phmp(p,r)—1]
5 Hp4 D). Num[l=(p™—1) A z3(r"c.a+np™)] = D, Pp™)
6 IHp4 . ke nr zele"e atnp™™) . r=mp(p,n) D
r<<m—1. he nrr3(( (k*—a)/p" " 4 k™ 'n/p" € np) .
F-hpt & 3 (x sa+np )
7 Hpd . ke 1n a3(x"e a4+np™) . mp(p,n) = m—1 D
n~ x2(x"e adnp™) = nn x3( r ‘e a41p)
-8 ne Na(p—1)/X, . ke n~ w3(xc™e a4np) D).
jaM p™—2p™ ' 4-1)/7] 47.1\;12"“_‘ & nrxz(x™e a+np™)
§v. meo scripto, Applicazione etc., Napoli R., 1904, n. T, nota}
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eﬁ 31, myneXN, , as2n1 D}
S ace(ac € a+n2™) = a{\['l’ 2" /D(n, P2™)] & 142"
2 pg N az[nae Din, ¥2™ 402" .. :
» o~ 23(@"e a4-2"n) = n~ x3[a\D(n, V2™ € «’+2"n]
3 ne2N, 41 . meN+1 . ke Nors(2" e & —14nn) ..
aN@™k+1)/7] & nArs(x”sa4-2"n)
{AMICK, Sulla risoluzione, etc., Rend. d. Circolo M. di Palermo,
t. 11 a. 1897, p. 46!
‘4 neN, . ing Nepnt2 - g nn a3t & a4-2"n) =
’ a81+2"”

{AMiCL, Risoluzione, etc., Rend. d. Circolo M. di Palermo, t. 8,
a. 1894, p. 198

*5 Hp'4.ae 142" . s = mp@,u—1) .
(@4-2m—1)/2" — S} (1—a)y2" " [rI[2 r—1 o, 1 =)}
2 E[(im—2)(s—n—1)}! & nre3@2™ € «42"n)
{Vide meo scripto: Estensione etc., Napoli R., 1905
6 Hp4.ae 142""n D).
Num[1(2™—1) » 2:3(a2" & a42™n)] = 2"

{Ayicl, Risoluzione, etc., Rend. d. Cm,olo- di Palermo, t. 8
a. 1894, p. 198} -

-7 Hp'ﬁ . VE N m(a;l\g” & a+2mn> -D- .
n~ 3(@2” & a42™n) = (v42"""n) v —v+2"""n)

§7. Theoria de gaussiano. Radices primitivo. Indices

ﬁi 32. aen . meN, . D(a,m) =1 .D).

0 gss(m n1 ="min[Nrs@’e 14nm)] . Dfgss
gss () = gaussiano de wv in basi n. Vocabulo « gaus-

. siano» es introducto a Lucas, sed ce auctore appella tali nu-

- mero- « gaussiano de n secundum modulo m » (Théor. d. Nom-

"o . -bres, 1901, p. 439) Gavss appella’ illo « exponente ad que 7 '
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pertine ». Circa omni theoria de gaussiano v. meo articulo,
Sui wwmeri composti, etc., Ann. di Mat. (s.'3%, . 9, a. 1903,
p. 139).

‘4 Npwe(a‘e 14win) = N, Xgss(nme,)
2 rseN, ) a'e a’dni = 1€ snXgss(in,a)

% 33, asgdnt3er(—1). ieN, . a=mp(2,e+1) -
‘1 gss(2,a) =1
2 e 2 (wm1) D). gss2™u) =2
3 >N D gss@2™a) = 2"

% 34, ae4Andlel . meEN, . n=mp2,a—1)
1 mn ). gss™ae) =l
2 mZ=n ). gss(2me) =2m"

% 35. pe Np=2.aben=np
4 gss(pa) € NN p—1)/N,
{FERMAT, a.1640, Ocuvres, t. 2, p. 209
9 Num{l*(p—1yua(a‘s b4+np) = (p—1)/gss( A

3 kleNpaz(a®e b4np) D: ke I4nXgss( ,a)
Ce P os in Form 1902 (§Np-10-1) sub forma pauco diverso.

% 36. peNp=2.aen=np . n=mp[ p, aPgss(p,)}—1] . meN, e
1 m=n D). gss(p™a) = gss(p,a)
2 mSn D). gss(p”a) =>p"‘”"gss(p,a)
3 gss(p,"a) € Ny p" T (p—1)/N,

s% 37 aen . m,neX; . Dima) = Dia.m) = Dia;n) =1 D
1 gss(mn,a) = mlt[gss(i,a) , gss{n,a)]
2 gss(m,u) = mlt[gss(,a)|e,NpN /N, ]
3 gss(m,a) € Np¥m/N, ‘
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3% 38, pe Np=2
‘0 Rprp = nnxafgss( p,x)=p—1] Df Rpr
Rprp = radice primitivo de p, es numero qu@ pertine ad

exponente p—1, secundum modulo p. Ce denominatione es
introducto ab EULERO.

‘1 Num 1'{p—1)"Rprp] = @(p—1)
EULERO primo demonstra existe radice primitivo de p, sed
suo demonstratione habe aliquo mendo (Comm. n. Ac. Petrop.

t. 18, p. 85. Primo demonstratione completo pertine ad GAUSS
. {Disqu. Arith., art. 5d).

2 Rprp = n~w3}u3Np » (p—1)/N, .D),. af(p—1)/ul—1e=np)

8 Rprp = vraz[aeNp A (p—1)/N, D = y3W" € r+np)]

4 agvenp. gss(p,a)<p—1 . ben = up ra3[reN, ..
a’ =g x4np ) e Npgss(p,a)'N, . ne N, ngss(p,h),N, .
D(f/(a,n) =l. nﬂt[gss( 0,0), gss(P,b)] = mn ).
taN gss(p,a)/m]{PNgss(p,b)/n] & nnx3[gss(p,x) > gss(p.al
In generali oporte conatu ut inveni uno radice primitivo
de p, et BULERO puta es difficili inveni tali numero (Opusc.
Analyt,, t. 1, p. 152). In aliquo casu applicatione de P23 es
- utile.

' Ex P-4 Gauss trahe mecthodo ut inveni uno radice primi-
tivo de p (Disqu. Arith., n. 73). Circa alic’ methodo v. OLTRA-
MARE, J. f. Math. t. 49, a.1855, p. 161; FroLov, Bull. Soc. math.

. de France t. 21, a.1893, p. 113; t. 22, a.1894, p. 211.

© 8 pe Np=d D). I{1"(p—1yRprp] € 1+N,p
6 P—1 g N XX, +1)* D. 3(1(p—1)"Bprp] € np
ST il e NXE L D). S[1-(p—1pRprp] &
. (—INNum[Npyp—1)/N,} + np
- §8°67 Gauss, Disqu. Arith, art. 80, 81 v. et ArNDT, J. f. Math.

AP, 31, a.1846, p. 326; HorMaxy, Math. ‘Ann. t, 20, a.1882,
T p. 471 ST

% 390 A'_de n=np Sue Cls’Np .D): ..
agRpru =:xen D), agRpro: .. Df
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4 35,6,10 & RpriNpr2MEIN 4114
2e RpriNp2(Npr4N +1)+1]
3 —2 g Rpr{Npr2(Npr4aN +-3)4-1]
4 2 & Rpr|Np~dNp4-1]
344, v. TCHEBYCHEY, Teoria delle congruenze (trad. MASSARINY
pp- 209-213]
5 neN,+1 .. BeRpr) Npr2™ [ NpAN, (92" —1)2" 414
1Ce P es in theoria de congruentias de TCHEBYCHER {trad. MAs-
SARINI, P. 212) sub forma minus utile. In ce forma es in
« Eléme. de la th. des nombres, par L. CAUEN, p. 3938

Existe tabulas de radice primitivo, v. :

TonEBYCHER, Teoria delle congruenze ((rad. MASSARINI).
Tacola delle radici primilire dei nunieri prind da '3 a 353,
{pp. 248-287).

WERTHEIM, Primilire Wurseln des Primzallen 2°g+1, bel
Welchen q==1, oder gleicle einer angeraden Primszahl ist;
Zeitsch. . Math., t. 25, a.1894, pp. 81-97; — Tubelle der klein-
sten primitiven Wurzelu g aller ungeraden Primzallen p unter
3000, Acta Math., t. 17, a.1893, pp. 315-320: — Prinitivre W=
zeln der Primzablen von der Forim 274t 41 in welcler y=1
oder eine wungerade Primsahl ist. Tabelle der Lleinsten pri-
mitiven Wurzelu g aller Primsahlen p swischen 3000 1xd 10000,
Acta Math., t. 20, a.1896, pp. 143-157; — Berichtigungen zur
Tabelle der kleinsten primitiven Wurzeln unter 10000 (Acta
Math., t. 22, 1898}

$

& 40. pe Np=2.ag Rprp . bre n=np._):
0 “Ind(b,p) = min Npas(a’e b+np)]
*Ind(b,p) = indice de b in basi @, secundum modulo p. Ce

denominatione et symbolo «Ind» es introducto a Gauss (Disqu
Arit. art. 7). Theoria de Indice es analogo ad theoria de

" logarithmo. v

4 “Ind(d,p) € 0 (p—2) )
9 ke nrazia®ebdnp) D). ke “Ind(hp)4nlp—1)
3 “Ind(l,p)=0
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“Ind(«,;p)=1

be c+np D). “’Ind:(b,p) & “Ind(e,p)+n( p—i)
“Ind(be,p) & “Ind®,p)+“Ind(e,p)+n(p—1)

meN, ). “Tnd@™p) e X Ind(b,p)+n(p—1)
ceRprp .. “Ind(®,p)X “Ind(e,p) € “Ind(b,p)4n(p—1)
agRprp ) ceN, . Diep—1)=1 ... a° e Rprp

S o 1 S &’ &

e 41, peNp=2. acBprp . bc en=np .):
1 gss(p,b) = (p—1)D{(p—1),"Ind(b,p)]
) NEN, . kenrozibatectnp ). '
nX"Ind(%,p) € “Ind(c,p)—"Ind(@,p)+n(p—1)

In propositione 2 es uno methodo ut resolve congruentia
binomio ba"ge4np (v. ARXDT, J. f. math., t. 31, a.1846, p. 333).
Ut applica ce methodo oporte tabulas de indice, pro que
.v. Gauss, Disqu. Arith., tabula de indice de numero primo

ex 3 usque ad 97; — TCHEBYCHEYr, Teoria delle congruenze -

“(trad. MASSARINI), v. P 394,

% 42, peNpe2 . meXN; ..
‘0 Rprp™ = nn a3{gss(p™0) = Pp”] Dt
1 meN+1.D). Rprp™ = Rprp* . |
2 Num[l(p™—1)» Rprp™| = PpPpy™

JLEBESGUE, J. de Math., t. 19, a.1854, p. 289, 334/

" 3% 43, meN,.peNp=2 . ag Rprp™ . b,ce n=np .):

0 “Ixx&(b,p) = min[Np @3(a’e b+np™] o Df
T “Indp) & 0(@p—1)
ke nn x3(a” £ b4+np™) D k&' Ind(b,p™)+nX bp™
Ind(1p™) =0 . ' A .
“Ind(a,p”‘):ulﬂ -
be c+np™ D). “Ind(bp™) & “Ind(c,p™)+nx Pp™
“Ind(be,p™ € “Ind(b,p™)+"Ind(e,p™)+nX Ip"

-l"n - - -
S Tk e W
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7 neN, .. "Indl”p™) £ X Indb.p)4nX Pp™ -
8 ceRprp” . Ind(b,p”) X" Ind(c.p™) € “Ind(b,p™)4nX Pp
9 ceN, . Die,@p™) =1 D). « & Rprp”

4. 3 D
4 gss(ptby = Gp™ D{Pp™, Ind(b,p™)] .
o - o]
a=mp| p,MPrgss( p,b)—1} . mSn D). “Ind(b,p™) € NoXp
- cmn ). ———— £ NXp™™

H

b 9

neX, . ke naxa(bae c+np™) )
AxX Ind(F,p™) & “Ind(e,p™—"1nd{d,p" )4+nX PDp™
M 45, wmeX, e
-0 Rpr2™ = nr~ a3[gss(2",%) = 2™ . Df
‘4 Rprl=n
2 Ri)r‘.».‘ = 2n+4-1
‘3 Rprd = 4n—1
4 me N2 . = Rpr2™
3 meN, . be 2n4l ). qf rapalxaye Ny . be (=15 +n2™)
{Gauss, Disqu. Arith., art. 91{

& 46, me dulu . ag Rpr2™ . be 2n4-1 ..
-0 “Ind(b,2™) = min|Nraeg(eeb4n2™)) : Df
1 “Ind(y,1)=0
2 ge2n41 D). “Ind(0,2)=1.
3 ag4n—1 D). “Ind(h,4) € (0wl

3% 470 meN,.be 2041 D). Ind(p,2"™) = - i
2o y)aiece 0wl . y = min Npys{be (=1 4+2"n)} Dt
Ind(b,2™) es appellato systema de indices de b secundum
modulo 2™ Si es m=2, nos pote semper loque de systema de
indices. ' ‘ o .
N. Ayicl in articulo Risoluzione della congruenza 2 =b
(mod. 27),Rend. Circolo Mat. di Palermo, t. 8, a.1894, pp. 187-201,
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appella «radxce quasi primitivo di 2”»> numero que pertine ad
exponente 22 et supra tali numeros pone fundamento de theoria
de indices secundum modulo 2", Ipse ute ce methodo ut resolve
congruentia x™eb4-2"n, et « eb-{— 2" n, sed me inveni formula de
resolutione pro congruentia a"eb42" n, v. P31's,

3% 48. meN, D}
. 0 Rprm = nrz2{gss(ni,r) == P
1 gRprin = meclu2udui(Np=2)NN w2(Np=2)NN,
}Garss, Disqu. Ar;th., art. 92!
. .Si'm non habe radice primitivo, DiriciLET defini systema
de indices de s, Berl. Abh, a.1837, p. 4> = Werke, t. 1, p. 313,

aut Vorlesungen, suppl. 5. — V. et BEXNETT, London Trans.,
1. 184, a.1893, p. 189, ubi es et tabulas.

§8 Applicationes

% 49. aeN, .D:
1 nnax@ e 14na) =
‘3 afmlt Dia,p—1)] _p,l\pﬂa,”\,]—l &na;

‘2 l\um I (a—1) A @3 e 14na)| = IT D(a,p;—l)l p.Npry;N|]
3 Pg€ Np=2 . aen’+ng=ng D). aNpg—1) € 14pgn

31 pe NprdN+3 . 2p—1 eNp D). 3\pRp—1) & 14X, Xp2p—1) -

32 pé Npﬂ-}l\]-{-l . 2p—1 &Np D). 2 p2p—1) £ 14N, Xp2p—1)
38— . D 3p2p—1) & 14N, Xp(2p—1)
34 pe Np"ZO\D-{-l 277-—1 sI\p D) lof\p(2p-—1)el+\ 1$XP(2p—1)

. :"31 *34 v. meo scmpto sui umeri composti ete., Annali di M.,
5. 3., L. 9 2.1903, pp 139-160]°

L ~1'_:7‘{( ' 501' PeN, . ¢ aen . D(a,p J=1 . gss(p,ay=p—1 D). peNp
gLUCAs Sir 1o reclww'he des grand.s nombres premier: >, Congrés
de_ Cle1mont~Ferrand 21876

o ‘2 q.s Np " 4’\ +1 D 2(]-{-1 € N = 21 41 £I\’,X(217+1)

-
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3 geNp A AN A3 D) 2¢+1 & Np =. 27 —1 £ N,X(2¢+1)
{Lucas, Congrés du Havre, 1877
4 qeXNp . 4q+1 e Xp =
2g+2N(g+1)24 12— g+1)/21+1 & N(Hg+1)
5 me 2NN, D) 2"k e Np = N2"—1)+1 & N, X2"41D
SPROTH Corr. N. a. 1878, t. 4, p. 210. Theoremas analogo circa
numeros primo de forma 2™41 trade Pgrix, Compt. R.
de I’A.-de Paris, 1877, 2° sem., p. 329. Lucas tribue ad
se ce P in praefatione de suo Tléorie des Nombres,
sed ibi es errore typographico.
‘6 qe Np A 4N+3 D 6g+1 & Np = 2Mq+1 & N, X(6¢+1)
qe Np AMN,+1 .): 6941 & Np =. 2M3g—1 & N, x(6¢+1)
8 me N,41 . geNpaN, (@2 —1) 2" "
2™g+1 & Np .= 32" "y+1 & N,X2"g+1)
Vide meo scripto Delle congruense binoinie etc., Periodico
di Mat., 1903, p. 330.

P38 es in F1902, §Np7-4, sed non in forma completo.
P5 = F1902, §\p72 :

.
-t

Super formula de Snell.

§1. Nota historico

Fundamento de opus de F. A. Protehe, Manidre de résoudre les tr iangles -
sans le secours des logarithmes, edito in tomo LI de Vémozre.s de la soccété
academique de U'Aube, u.1887, 1.149-162, es formula:

B: 1712 =10: 2a+c¢)
ubi B indica minor angulo acuto de triangulo rectangulo que habe pro
cathetos b,c et pro hypotenusa a, expresso in gradu.
Ce formula, immerite adscripto ad Ozanam (1640-1717) ab Protche et
ab Brocard (vide Mathésis, 8.1889, p.161-164), pertine ad Willebrord
- Snell von Rogen Cyclometrzcws, 2.1621, p90, sicut nota Le Paige
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. (Maihéeu, 2.1890, p.95), et ut pate in Albert Girard, Tables de Sinus,
a. 1626, et in Huvgenb,, De circuli maguitude inventa, a. 1654.
O7anam in Nowwvelle Triginométrie, a.1699, scribe :
«C’est un principe dont je n’ai pas dautre démonstration que I’ expe-
- rience, mais qui donne des résultats tellement approchées, que errcur &
craindre en l'employant est moindre que celles, absolument fatales, qui
ont pour causes multiples les imperfections de I'observation, qu'elles pro-
viennent de la malfacon des instruments ou du fait des observateurss.
Verum formula praecedente es solo approximato; in facto. ratione de
2a--¢ ad bXB non ¢s constante, sed varia inter 171°887 et 172-279.
" Propositio rigoroso es:

D.GED . p==q . rep=recta(p,q) . a==d(q,r) . b=d(@,p) . c=d(p,q) .
‘o'=ang(p—q,p—rj=n'2 . U=ang(q—r,qg—p) . C=ang@—pr—q) .
b=c D b3 >bl2a+c)> 4b’/{7r(2\|‘2+1)]

Me considera triangulo rectarigulo, de latus «,b,¢ et angulo opposito
a',b',e'. Me suppone a'==2 , b'<c’. Tunc ratione de b ad summna de duplo
de a cum ¢ varia in intervallo seripto.

Demonstratione elementare in Mathésis, a.1889, p.267, aut uno plus
completo sed non elementare in id. p.161, non es dato cum rigore debito.

- In ce nota me completa et transfer in symbolo ultimo demonstratio citato,
determina limité supero de errore producto in applicatio de ce formula ad
duo casu plus commodo de resolutione de triangulo rectangulo, et deduce
plure formula analogo pro trigonometria de sphaera.

. §2. Lewmma
a€Q . feq¥Oa . xeOa . Dfe(qFOajeres . f0 =10 .7).

(Forfxc|e,0 —a) € (QFO —a) cres. .
[ Hp .. D{fxfx 2,0 ~a,x) = [«D/f,0 ~a x)—’f,() ~u ac)] 1)
Form. 2.1902 . §D P54 .. (fre—f0)a ¢ Df~em @)
. Hp.@ D. fe<fo+aDfx - . @)
) .(8) .D. Difiekr 2,0 "a,x) & Q 4)

#).§D Po6 .. P]

8i a es guantitate positivo, si /' es functio reale definito in intervallo de
0 ad g, cum derivata crescente in toto intervallo 0™a, et si 0 es nullo,
tune ratio de functio ad variabile es crescente in idem intervallo. (¥)

Av (*) Ecee plure Propoalitio analogo: - - .

- asQ. fe (qFOa) . xeOa D - -
f0e—Q . Dft (qFOa) = deer 7. (f'x x| a2, Oa)e (qI‘@a) eres
-2 Q. .» J o =cres  » E deer
e 0). . const » . » const
Demonstraclo completo analogo. :
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Quod lique geometrice. Ecce demonstratio analytico :
(1) Derivata de ratio de functio ad variabile habe expresxio seriptos
(2) sed pro theorema de valore medjo, ratio de ineremento de functio ad
incremento de variabile inter 0 et x es uno de valores de derivata in
interno de intervallo 6.c
(8) praeterea, sicat, per hypothesi, functio Df es crescente in toto intervallo
0 ~a, seque yeoe ). Dfy < Dfrs tune per propositio praecedente
(fe—10)x < Dfx, que aequivale ad relatione seripto, yaia per hypothesi
xr==0:
(4) unde, post substitutio in (1}, derivata de ratio de functio ad variabile
in intervallo 0 —« es quantitate positive ;
{5) ergo, pro noto theorcma super functio crescente, fa e cresee in toto
intervallo 0 ~«¢. Quod era demonstrando.

83. Varialio de functio siny [r(24-cosx)]|o, 0a/2.
Nos habe hic propositio :

0 aeba,2 ). al3 > singi24-cosr) > ajn

[ f=a8—sinr(@-+cosx)lx, 0/2] .. f0=0 . (e8]
@) .. Dfr = (1—cosx)}|32+ecosx)?] 2
(2) .- DY, 0 72, x) e qFO ™ a/2) cres (3
(). (3). Lemma .. (fr'x]x, 07 a2)e (qF'072'2) eres 4)
Hp (1) . §DP61 .. Iim(fr'fx’jx’, 0) =0 . )
@ . @) D). 0L B—sinx{x2+cosri] < B—/x o ©)

(67 .. Ths |

Si @« es quantitate positivo minore de x'2, functio sinx’(2-cosx) es
semper majore de tertio de 2 el minore de ratio de x ad =.

Ergo me considera functio x/3—sinx/(2+cosx) dato pro valores de varia-
bile pertinente ad intervallo 62'2. Ce functio es nullo pro x =0, et derivata
de illo cresce in toto intervallo 0 z4. Tune, pro lemma praecedente, ratio
de fx ad x cresce in idem intervallo. Sed limite de fxfx, quando x tende
ad 0, es 0 pro theorema de ’Hospital, et f{z'4)/ (z/4) vale [8—/x; unde seque
tlxeorema

Posito I =[x(2+}cosx)sinrx, Ox/4], I varia inter 3 et 3:0069 ...

COROLLARIOS

4 e bx/a D). 2/3 > sinx/(24-cosx) > da/[(224-1)]

2 wew2Tw ). (n—x)/3 > sinx/(2—cosw) > (w—x)/%

3 wea 32 D). (atw)3 > sinxf(cosx—2) > (nt-u)/n

% &322 2n ). Cr—x)/n> singe/(24-cosw) > 2n—a)/3




§—1 Demomtratzo de formola de brzpll el nppllcnlm tngonomeh iCco

‘[ Hp Form Pt 6 - b(’a—{-c) = smb (7—&05?;’ )} (1
S L. bl §3 Pl . Ths ]
Pro theorema de sinus, ab corollax io praecedente emerge formula de Snell.
- Mathematicos considera quatuor casu de resolutione de triangulo plano
reccana'ulo : ) -
10, dato' b et c; 20 dato a et uno de cathetos b, ¢; 3% dato « ¢t uno de
. ‘angulos acuto b, ¢ 40. dato uno de cathetos b, ¢ ¢t uno de angulosacuto b',¢’.

- Pro statue 3° et 4° casu, ope formula de Snell, opus esx statuc . aequatio

quadranco tane in ce casus, formula -dicto es minus comiodo.

. Bed pro statue primo "easu, gune es problema de Snell (Cyclometricus,
appendlw, probleina quintoj: primo, per theorema de Py thagora a=\'b"4-c?),
b’ expresso in gradu secundo formula de Snell: &'=172) (2a--c) et ¢'==900—'.

Supposito a exacto, me quacre maximo errore possibile de &',

T bi(2adc) es functio crescente de ¥’ =tang-1ib¢) quando ¥ varia de 0 ad
N 7:’4 id es bje varia de 0 ad 1, ot b Qa-tc)=(bc) 2y 1+ 41];  ergo
- bRa4-cy es functio c¢rescente de b/c cum b e varia inter 0 et 1, tune maximo
valore de illo responde ad dle=1, et es {22+1). Unde, maximo errore
“de U e prodmto de maximo valore de I per (2241, id es vale gradu
L [(807) XA (@224-1)/4—172] f (224+1) = -279,3-828 = 073, que nou supera 4'23”.

Pro caleula b’ cum errore minore de 1 construe tabula de valores de I
ut in Mathésis, 2.1889, p.18L.

Per theorema de Pythagora, 20 casu es reducto ad praecedente.

De §3 P-0-2'3 et de Form. gvct P55:12 me deduce pluru formula de tugo—
* nometria super sphuem : .

uEV-lO M-:v-qu wsv—(qzz+qv) a ang(v, u)..b:m)o(w ). e=angu, v) .
A = ang(us v, w) L b == ang(v; w, w) . ¢’ = ang(w; u, ) D
a ._ar’Q b’eO“:zfz U3 sind (2$ma-1—cosbsmc)§b’/n .
». cioe af2Pr > (m—b')/3 5 sinb/(2sina—cosb sinc) = (2—b’ )r.3
; 2 zz"".:‘m2 > (a4-b')B = sind(cosd sinc—2sinu) & (x4 Ya
’ et analovo que se deduce dc praccedulteb per substitutione -
L (ababc);(aba,bc)
et que se demonstra in modo analogo .

" ,.;' o if_“.. o FLORE\TIO CrIoNIo
: ) sludente in Unnersdafv de Tormo.

- IX ‘ Tessarx D. La costrumane degh mgmnagm —_ To-A N B

et ST

_,Genocchl A Calcolo dzﬁ"erenxzale e pnnctpu dz -
L Calcolo mteyrale, ‘con aggmnte del D' G Peano. a

mteszmale. - Tormo, 1887, Un’ vol ‘in-8°

; C‘alcolo geometrwo ‘secondo I’Ausdehnungslehre':"
_fdl ‘H. Grassmann, preceduto dalle operazioni della.: S
_ logxca deduttxva. - Tonno, 1888 Un vol m-S :; 3,50 ¢

: VIL -i
ST stzczta. -_—- Torino, 1894 ‘Un “vol.* m—S w2 6
N .VIII D’vadlo B. Geometna amzlmca. oo 3‘al edlzlone.
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DE INFINITO IN MATHEMATICA

pER Puinir E. B. JOURDAIN

Es noto que Georg Cantor habe definito numeros transfinito
et que ce numeros es aut cardinale aut ordinale (generaliza-
tione de ultimo conceptu es fypos ordinale) (§1). Cantor ctiam
habe statuto (1), et Russell habe probato (2), que omni bene
definito aggregato (aut classe de terminos) habe numero car-
dinale; etsi Cantor habe postea (3) modificatoisto judicio. Tamen,
investigationes in theoria dénumeros transfinito (4) duce me ad
proba non solo que existe classes sine numeros cardinale, sed
et ad criterio, simile, in plure respectu, ad criterio distinguente
finito ab infinito, que determina omni ce classes (§3).

Meo resultatus proba plure importante mathematicotheorema:
et me puta resultatu de philosophico interesse es quod seque:

Dum mathematico conceptiones et operationes es applicabile
ad omni finito classe, et ad aliquo infinito classes, que potc es
vocato «transfinito », tamen existe innumero classes, ad que ce

_ conceptus non es applicétbile. Primo exemplo que occurre es mi-

nimo classe tale que omni finito aut transfinito classe pote es
ordinato in simile modo ut segmento de illo. _ '

Mathematico tractamento de classes habe, tum, bene-definito
limite, quem nos tange prius quam nos perveni ad quod pote
es vocato «infinito absoluto» (§9). : .

- @) In ‘«Grupdlagen» (pleno titulo. seque) p. 2, Cantor dice <«Jeder

" wohldefinirten Menge kommt eine bestimmte Michtigkeit zu », et in modo

. gimile in Math. Ann., Bd. XLVI. (1895), p. 481. S -

+ 4w = (2) «The Principles of Mathematics», _vol. i. (Cambridge, 1903), p.305. -
7 ¥Wide §2 infra. - cL T e R e

(8) Vide infra, §4. In facto ille defini « Menge » ut ciassé _(Viel_lneit)‘talé

_que 8UO nUMEro cardinale.vel potestate non es contradix_:torio.: Hoe es in -

modo exacto eodem ratione ut meo. Me tenta solutione de contradictione
. inter proba de Russell et meo in §4. .= "~ T o
.~ {4) «On the transfinjte cardinal numbers of well-ordered aggregates »,
* Phil. Mag. Jan. 1904, pp. 61-75;. « On the. transfinite cardinal numbers of =

number-classes ingeneral », thid., March, 1904; pp. 294-303; « On transfinite

. cardinal numbers of the exponential ‘form »;, .gbid., Jan., 1905, pp. 42-56. .

Camssais .ol CRaLes 8
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©  introduce swo transfinite numeros (1). Isto methodo habe valido

-.analogia cum meo 1ntroduct10ne (§3) de infinito absoluto, etsi

es naturale que via de Russell pro considera fundamentos de
mathematica (§2) debe modifica suo finale expositione,

Cantm es ducto ad necessitate de introduce aliquo definite

- _mﬁmto numeros per studio de aggregatos infinito de punctos

sito super linea finito (si nos ute terminologia de Geometria

- logico, theoria es mdependente de isto origine, et hic me vol
~ da fundamentos mdependegte super que Cantor, in «Grund-
- lagen » -introduce isto numeros (2). o

Inter -integros finito 1, 2,.. #,.. non existe maximo, vel
«max N,» es symbolo sine valore. Ergo es contradictorio de
. Toque de maximo integro 7' (nam n'+41 es semper majore). Sed
~ nullo (,ontradlcthne es in introductione de novo, non finito, nu-
. mero w, que es definito ut primo numero que seque gmni
-'; numero de N, (in ordine de magnitudo).
- Cantor denota numeros transfinito per

w, w+1 o42,... o4n,.. X2, wx2+1,. ‘

o OXAgere @y 0" 0@ PP : I
S -::Allbl 7 es N,. Interesse de illos pate ab historia de quaestlones
-+ in mathematlca que necessita mtroductlone de istonumeros (3).
~..-Sed nos concerne solo illos cum quaestione, si conceptione de

‘ : contradlctlone (4

. (1) Dato in Maﬂz Amz 5 Bd. XXI (1883), pp. 54’)—591 [Deu, 1882], et re-
" dmpresso sub_titulo: «Grundlagen’ einer allgemeinen Mannichfaltighkeits-

) Jichen » Leipzig, 1883).
;'<Arch1v der Math. und Phys.». -

o . -:es etiam monstrato pro  exemplo, per Ha.rdy (Proc. Lond. Math. Soc. (2), vol. I,
.7, 1904, pp. 285-290)-et per.me (Mess. of Math., April, 1904, pp. 1-6, et C'relle
- Journ. fiir Math., Bd. CXXVIIL. (1905), pp- 169-210). -

) .«'-.‘"ceptus in mathematica es_complete libero, et debe solo satisfac conditione
"~ de logico consistentia de isto. conceptus ¢um ceteros Ergo t.ale concepms
--habe « emstentla» (in ma,thematxca) Cf §§ 2—4

Me incipe cum breve .expositione quemadmodum ‘Cantor .

pro conceptus que es, in realitate, puro analytico), sed, in sensu -

-tale numeros es pOSblblle in logica, id es;si 1110 non duce ad.'

" Jehre. Ein mathemansch-plnlosophlscher Versuch in der Lehre des Unend- -
- (2) Me es scribente completo exposmo Iustouco, quem me vol publu,a in -

(8) Usu de transﬁmto numeros in importante quaesnoneb de mathema.txca' o

s ) Cantor (« Grundlagen », pp. 18-20) tene thesi, quod formatlone de con-~

Y
V-
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_Cantor, pro omni intentu et proposito, monstra hocin suo prae-
cedente definitione de w, et cum successu pleno, ille classifica
et responde ad objectiones facto per philosophos et mathema~
ticos ab tempore de Aristotele contra infinito -actuale (vel
completo, ut distincto ab « potentiale ») (1). -

Characteristico et luminoso exemplo de ce criticismo es dato
4 propos ‘de argumentos de Dihring contra infinito actuale -
{Eigentlich - Unendlich) (2).

Ce argumentos pote, dice Cantor, es reducto aut ad JlldlCLO
que definito finito numero, ut’ magno, non pote es infinito (ju-
dicio identico), aut que numero variabile sine limite de magni-
‘tudine non pote es rato ut definito, et non es Ente (quo resulta
immediato ab variabilitate). Conclude, ut Dihring fac, ad non

- ratione de definito infinito numero, es simile ad argumento

at, quod existe innumero 1nten31tdte de viride, nos non pote

" loque de rubente (3).

Logice exacto 1nvost1gat10ne de existéntia de numeros
-definito per infinito processus (ut o per numeros finito, aut
numero irrationale per rationales) fue incepto per Russell et
me reveni ad ce -quaestione in proximo sectione.

Cantor monstra que serie de numeros transfinito habe d1~‘
visiones, que voca «classes de numeros », characterizato per
proprietate quod, si a et § es duo numeroc de idem classe, classe

_-de omni numeros (ab 1) praecedente a pote es posito (in ordine
" differente) in correspondentia uno-uno, vel univoco et reciproco

{rcp de Formulario), cum classe de numeros praecedente f.
‘Cantor exprime hoc, dum dice qué primo classe de numeros
habe idem «potestate » ut secundo, aut que uno solo potestate
‘pertine ad -singulo «classe de numero». :
Ita, praeter serie de finito et transfinito numeros ordmale .
-existe serie de finito et transfinito potestates. Pro finito aggre-

~ gatos 1dea de potestate et de ordinale numero coincide, et ]

(1) «Grundlagen », pp. 9-18, 43-46; «Zur Lehre vom Transfiniten », Hallb
a. 8., 1890 (Zeitschr. f. Ph11 u. phllOS Ixnt;lk ‘Bd. LXXXVIII XCI

- et XCIL, 1865-1887).

(2) Vide «Gmndlageh», pD. 4440 o :
(3) Aro‘umentos contra infinito in mathematica fue et dlscusso in' modo

- xhauriente per Couturat («De Iinfini mathématiques, Paris, 1896 ’
p. 441-503) et per Russell (op cit., pp 365- 362) ' : :




..__1.)4__

tale agg,regato habe 5emper idem numero, 111dependente de suo
“.ordine. Sed infintito aggregato etsi nullo permutatione altera
; -suo potestate, quum isto attributo es, per definitione, indepen-
B ‘dente: de ordine, pote habe vario numeros ordinale.
. Aggregato es dicto « simplo-ordinata », quando uno «ordine »
- es dato ad terminos. de aggregato, ita ut, si a et b es duo
' termino, a aut praecede aut seque b, in virtute de aliquo rela-
B tlone que pote differ de ordine in spatio aut in tempore. ;
.- Aggregato simplo-ordinato non semper habe numero. In facto,
" numeros ordinale 'de Cantor se applica solo ad certo genere
de -ordinato aggregatos, quos ille voca «bene-ordinato», et que
_ es characterizato ab proprietate quod omni subclasse habe, in
oi-'dilie _.deA_ serie originale, primo elemento. Tunc serie
: s PR AR AR /N /X
Aes bene-ordmato et non es serie
R by ) by 5 n’"asrau '
: -ubl n es ahquo numero finito. Ergo, Cantor genemhza et
* ~re-nomina’suo fundamentale conceptos in theoria de transfinito
2 -numeros. Vide MA. (= Math. Ann.) t. 46, 2.1893, p. 481-512, RdM.
L t 5, 4.1895, p. 129- 162 MA. t. 49, a.1897, p. 207-246,
_ -, Cantor proba que, ut duo aggregato m et n habe idem
S numero cardinale (Num 7 = Num 7, secundo Formul. t. 5 p.133),
- . es pecessario et sufficiente que illos es «acquivalente », id es,
.".que existe correspondentia uno-uno inter elementos m et ele-
 ‘mentos 7 (Formul. ib, P1- 0). Operationes de additione, multj-
s phcatxone et exponentiatione pro cardinale .numeros es defi-
mto (1), et aliquo quaestiones de’ mathematico importantia es
o mveshvato includente conciso tractamento de numeros cardinale-
- ﬁmto (2), et mmlmo numero cardmale transfinito (N, (3). Et,
‘- quo nos concerne nunc intime, ‘Cantor mentiona uno non

“(A) N, 8 goros z\,‘ = .\m, N1, o Ny
: ut ob,)ecto pro faturo 1nvest1gatxone 4), et conclude que omm
, ransﬁmto card.ma,le numero occurre in isto sene. : SR

.12) MA. p.489-492, RdM. p. 137-141. -
'(3) Ib. p. 492495, RAM. p. 141,

: ‘-;"(4) Iv. p 490, 484, RAM. 145.

' :mterrupto serie_de. numeros cardinale - . ..o oo e e s

”{(1) MA.t. 46, p.485-488. RAM. 1.5, b 183-136. deeForm 1. P:)O 60, 70. -
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Conceptione de ordinato aggregato es introducto ibi MA.
p. 496-498, RAM. p. 145-147. '

Importante casu de simplo-ordinato aggregato es «bene-
ordinato » aggregato (1), characterizato ante. Typos de bene-
ordinato aggregatos vocare nunc «ordinale numeros», et ita
nos perveni ad serie (N). Nune, cardinale numeros de _Vario
«segmentos » (2) de isto serie (N) forma serie {(A), que est tale
quod non existe cardinale numero inter duo consccutivo Aleph;
et nullo minore que aliquo dato (per exemplo, considera Nw),
que non es uno Aleph praecedente dato in (A). Praeterea (A)
posside notabile proprietate de es ordinate simile ad (N). Cetero
investigationes ‘de Cantor super ordinale numeros es de magls
exclusivo mathematico interessc.

2.

In quaestione de « existentia » de vario cardinale numeros et
ordinale typos definito per Cantor, mane aliquo opportunitate
pro sceptico, et uno ex capitale objectos de opera de Russell (3)
es de defini isto numeros, sine dubio circa existentia de illos.

Termino «existentia » non habe idem valore que in philo-
sophia. Nos dice ut classe (vel aggregato) «existe», si habe
uno aut plure termino. Et uno formale definitione es: ¢ es
existente classe, quando et solo quando propositione «z es a»
{xga) es vero pro- aliquo x (4). Theoremas de existentia in
mathematlca es proba quod vario classes definito (numeros

(1) Vlde z;rhculo in MA. t. 49

) «Serrmento» definito per termino a de uno bene-ordinato serie es
serie’de omni termino praecedente a. Cantor ute verbo « Abschnitt» (MA.
t. 49, p. 210). -

(3) Cf.” « The Principles of Mathemancs », vol. I Cambndg'e, 1903, pp I}\

< 111-116, 277-281, 813, 821-422, 497-498. - .. .

Ratione que duee Russell ad suo definitione de numeros ut classes es
claro ab suo tractamento de reale numeros (ef. pp.270, 274-275-280-286).
Peano («Sui Numeri Irrazionali», RdM., t. VI, pp. 126-140) observa que
«segmentos » que illo defini, habe proprietates xdentmo in theoria cum reale
numeros, sed non in praxi. .
- Russell observa que, -8i reale numeros es deﬁmfo ut segmentos, exi-.
stentia de illos, in sensu in quo ille et Frege ute ce verbo, pote es probato,

et hoe non pote es facto in alio modo.

- (4) Russell, op. “eit. p. 214 ¢f. p. 32.
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typos, etc., vide infra) es existente classe, et hoc es facto, et
es facto semper in mathematica quando proba de existentia
- 'de aliquo entitate es necesse, per actuale constructione vel
. indicatione de uno membro de classe (vel de entitate, ut pote
‘es casu) (1). :
-Russell {2), nunc defini cardmale numero de classe u ut
classe de omni classe aequivalente ad , et omni classe « habe
" cardinale numero, quuin ultimo classe, habente semper uno
membro, ¢ ipso, existe. In modo simile, ordinale typo es classe
de relationes generante serie. Catena de existentjale theoremas
pro cardinale et ordinale arithmetica es nunc ut seque (3).
Nos pote incipe cum demonstra, que nullo finite classe con-
tine omni termino. Hoc resulta ab factu que, quum O es nu-
- mero cardinale, numero de numeros usque ad finito numero n
incluso, es nt-1: . )
B neX, ). Num0@n =nd1
‘Nune, si # es finito numero, n-1 es novo finito numero
’dlfferente de omni praecedente. Ergo finito cardinales forma

Tk progressione » (4), unde ordinale numero o et cardinale nu-
- mero N, existe (in sensu mathematico).

~ Tung, - per solo permutatione de serie ‘de finito cardinale
numeros, nos obtine omni ordinale numero in secundo classe de

- Cantor. Nos pote -nunc defini w,, ut classe de seriale relationes
‘tale-que, si u es ‘classe contento in campo de uno de illes,
7 dice que u babe successores implica 2t implicarc que u

_ habe terminos in finito numero aut ¥,; et es facile -ad vide.

'que serie de ordinale numeros de primo et secundo classe
'_-m ordine de magmtudo es de isto typo. Ergo existentia de w,

. es probato; et N, es definito ut cardinale numero de terminos.
. in- serie generato per. relatione de typo w,. Tunc nos procede'
- ad w, et N, ad we ‘et No; et ita porro. Isto processu da uno-uno
. ¢correlatione de. ordmales cum’ aliquo cardmales, es evidente’

" ‘que, 8i mos extende processu, nos pote crea cardmale numero,
correspondente ad omni ordinale. a

) Fre ge, £ Dxe Grundlagen der Authmetlk » Bleulau, 1884, pp 105-108.
" {2) Op. cit., pp.  111-116, 304-807. -
-1 {8) Op. ecit., pp.322-323; cf Hlbbert Joumal Julv, 1904, . 810 811

- -(4) Op clt i p'239 . .
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Cantor assutie que omni classe es campo de aliquo bene-
ordinato serie, et deduce que omni cardinale es Aleph _(1).

‘Russeil puta isto assumptio non tuto.

Russell tunc nota difficultate (primo publicato per Burall-

_Forti) relato ad typo de folo serie de ordinale numeros.

Id es facile ad monstra que omni segmento de isto seric
es bene-ordinato, et es naturale suppone que toto serie es

- etiam bene-ordinato. Si ita, suo typo debe es uno ordinale

numero. Sed non eXiste maximo ordinale numero; quum omni or-
dinale cresce per additione de 1. Ab isto contradictione, Burali-
Forti, quando inveni eo (2), infer que de duo differente ordi-
nale, et de duo differente cardinale, non es necesse que uno
es majore et alteroe minore. In hoc tamen, illo conscio contradice

‘uno theorema de Cantor (3), que affirma opposito. Russell (4)

examina isto theorema cum omni pessibile cura, et-non inveni
deféctu in proba; et praefer nega praemissa in argumento de
Burali-Forti, que scrie de omni ordinale numero es bene-
ordinato. Tunc, typo de isto serie non es ordinale numero, et
contradictione de Burali-Forti es explicato, quod, in generale,
typo non cresce per additione de 1, et hoc semper es per

" ordinale numero.

Conveni da hic, in symbolos logico de Peano et Russell( ) -
pmpomnones preecedente :

%1 N=asxe—2x - Dfp
Cf. Formulario t. 5, 2.1903, p.12 P1-0. -
2 geCls D) gy = w==f\ ' ‘ -Df

I%to Df es 1dent1c0 cum P20 de Formul t. 5, p.12.

% 2. weCls D).

.1 Nc'u = Clsnve(v sim ) - o - Df
= o« cardxnale numero de U,

) (1) Vide infra §3

(2) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, vol. XI, 1894

(3) Math. Ann., Bd.: LLI}x §13, Lchrsatz N.
- (4) Op. cit., p. 323

(5) Whitehead Amer. JM. Vol. 24,a.1902, p. 67-394. Pro sxmphcwate, me
hic solo conmdera «cardinale » numeros. Russell defini typos et ordinale
numeros ut classes de iSbI’lalb relationes ».
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) ’ Jsto Df es de Russell ‘Vi'de Whitehead, AmerJM.,
~v01 24, a.1902, p.371, P1.. :
Relatlone «sim» de Russell (aut « aequlvale ») pote es definito :

a,beCls :) asimb =, (g{(afb)rcp Df

Ct. Formul 1. 5 P.75, 135. Symbolo «Num» de Peano es

~ definito « per abstractxone ». Df de «Nc=», per contra, es
«nominale ». : . .

. Cf. Russell, «The Principleé of Mathematicss Vol. 1,
'&.1903 2 112 S '

2 NC =23y Clsn va(z—Nc @)] 5 Df
-NC es classe de omni numero cardinale,
21 g Ne'w B
{ wsimu .D. weNe'u . D. Prop] .
B 0= - ’ S Df
M 0gXNC o [ P2:21 .. Prop |
32 g0
B Lk 1= Clsro3(gr : xev ._),. v-mcs()) ' Df

“Cf. Form. t. 5 p.135, P4-0, p.46 §8 PL.
| j'5 n & Ne D 741 = Cls n v3(qv : x€v D vetx e m) Df

"6 ‘NCFin'=NC nng - - o
(seCls.0es:meNChs '_') m4les: D), nes) Df

8 ne NCFin D). @41 & NCFin -~

Cf Form 1.5, p.82, §2

'.-74 ve ClsFm . o=t
' Of Russell ibi p.322.

  -'12 ne NCFm D E{(n+1) Coee o
s Ny=Ne’ (NCFi) R

7 ‘C1sFin = | J NCFin - o Df

O )
o o

e
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3. . o .
In consequentia de uno observatione de Hardy (1), que

* omni transfinito cardinale numero cs aut.Aleph aut es majore

quam omni -Aleph, -me es ducto . ad da proba quod ce
alternativa involve contradictione. Pro isto proposito, es ne-
cesse de monstra que seric de omni cardinale numero es,
contra judicio de Russell, ‘bene-ordinflto et proba es simplo (2).

. Ergo pro fuge contradxcmome de Burall Forti, nos debe

nega que serie W de ordiniles numeros habe typo, vel cardi-
nale numero.

Nos elimina usu (3) de observatlone de’ Hardy, si nos
imagina (4) elementos sumpto semper, in aliquo ordine, ex dato
aggregato M, et posito in serie simile ad W. 8i ce processu
fini, cardinale numero de M es uno Aleph; si non, M contine
parte que es aequivalente ad W, et isto M non pote habe
cardinale numero.

Nune, mane ad monstra que argumento de Burali-Forti
non assume incorrecto hypothesi, quum illo statue quod typo
de W es maximo ordinale.

(1) < A theorem coneerniug the infinite cardinal numbers » Quart. Journ.
of. Math. a.1903, p.87-94.

Me disce ab Russell quod argummento de Hardy, si seripto in forma,
involve assumptione quod, dato classe de classes, non nullo, es possibile
de inveni classe composito de uno termine ex omni classe in classe de
classe : :
a & Cls'(Cls~tA) .. o Cls nbs{aza D . Ne'(brax) £1]

Simile assumptione es in proba de Zermelo quod omni aggregato pote

es benc-ordinato («Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet sein Lann»'
MA. t. 59, 2.1904, p.514-516). Russell stude asqumptlones de isto genere,
sine vide ahquo proba.
. Meo argumento pote sume forma (v:de Phil. Mag. Jan a.1904, p. 70) que -
redde illo independente de thenrema de Hald\ (que m\'olve thoorema
‘Schrider-Bernstein).

In alio ‘communicatione, me propone de considera, ut argumentos

"de me et de Hardy depende de existentia de multiplicativo classe; quod

s connexo cum certo objectiones facto per Borel (MA. t. 60, 2.1905,
p.194-195) et Hobson (Proc. London M. 8. serie 2, vol 3, a. 190’) p. 170-188)
(2) Phil. Mag. Jan. a.1904, p.65-66.
(3) Ibid. p:70. : )
(4) Hocnon implica quod nos pote ex usu fac hoc nostro potestate es hmh .
mto ad finite numero de operationes, aut ad lege expresso m modo finito.
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Nam, in’ primo loco, aﬁpare que typo de W, si existe, non
satisfac terio principio- de <Cantor, ut omni membro de W
fac. Tunc, typode W non es se contradicente conceptione, quod
illo non es maximo -ordinale numero, sed primo ordinale
numero inter illos que veni post omni ordinale subjecto ad
tertio principio (seme W), et debe existe per ratione simile ad

‘ratione de -existentia de w. Tamen, si typo de W existe,’ illo
satisfac tertio principio, ut me monstra in Phil. Mag. (a.1905, .

" pH2-53), et ita contradictione de Burali-Forti mane.
. Tta nos perveni ad perfecte bene-definito serie (W), sine typo
et sine numero cardinale. Si opinione de” Frege, que absentia

de contradictione non sujffice -pro existentia (in mathematico .

sensu), es correcto, absentia in quaestione es certe necessario.
. Nunc Schonflies statue quod serie W es ordinate simile ad
-_aliguo (1) (bene-definito et bene-ordinato) serie ita ut omni alio

- -bene-ordinato serie.es simile aut ad illo aut ad segmento de

-illo. £t me in origine accepta isto judicio {2).
Sed me inveni (Phil. Mag. 2.1905, p.83) que, etsi W non

* habe typo, definitione de serie simile ad W, secuto per (ex.

gratia) uno elemento,. non es contradictorio, et existe contra-

_ dictione in defini elemento sequente cetero serie. Erdo W es

simile solo ad uno segmento dc isto alio serie.

‘Meo resultate es 'tunc, que, dum mathematico conceptiones

de ‘numero et typo es applicabile, non solo ad finito aggregatos,

" sed et ad lato classes de infinito aggregatos, tamen existe

'g gregatos, ad.que isto conceptiones non es applicabile.
Etiam, mter isto nunc mentionato aggregatos, illos simile ad

"W es d1<"no de speciale consideratione, ut indicante fine inter

" aggregatos que-pote es tractato per mathematica, et illos alio.
" Omni serie simile ad segmento de W habe uno typo et car-
-'dinale, dum.omni -gerie simile ad W, vel ad segmento simile-
~ad W, non habe typo aut cardinale.

Demque serie tale que omni Aho beﬁe»ordmato serie es smnle_- :

(1) Rumell nota’ que 1me debe !oque de «ahquo» serie in loco de «to»

(to, the, die, la) serie (ut me fac, secundo Schonflies, in Phil:Mag. Jan.1904,

: .64 et Jan. 1905, .p.81), ita ut omni bene-ordinato serie es simile ad illo,
- aut ad uno segmento de illo, nan_es “obvio quod t.ale seme non ey umm.

(2) Plnl Mag. e. 190.'), p 53
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aut ad illo, aut ad segmento de illo, transcende W (W es
simile ad segmento de illo). Me pone particulare pondere ad
isto ultimo puncto, quum Zermelo (MA. t. 59, a.1904, p.514-516),
in proba quod omni dato aggregato pote es bene-ordinato, non
monstra quod omni aggregato, cum cardinale numero, pote
solo es bene ordinato super (abgebildet auf) aliquo segmento
de W (1).

Nos pote statue meo resultatu in symbolos ut seque.

Si nos denota .per No classe de omni ordinale numeros
(que pote es ordinato in serie W) et si nos defini, pro amore
de brevitate : :

‘s 34 abeCls D..a Dpropb =. a )b . a~=b Df

Df de «a es proprio parte de b».

2 ¢gNo .0). minore’c = 23(z < ¢) Df

8i ¢ es numero ordinale, tunc «minore’c » es classe de ordinale
numero minore quam ¢, Classe No, de numeros ordinale, -es
definito per- Russell RAM. t. 7 et 8.

% 41 weCls ) _ : __
w1 No n ¢3(x sim minore’c) w. i Cls'u » x3(@ sim No)’
Vide Phil. Mag. a.1904, p.70. '

2 =Ep =. ve/ ‘Df
Importantia de isto notione de «mnon existe »»>- (distincto
ab =g non existe aliquo ) pate ex p10X1mo propos1t10ne

3 '=E Nc¢'No , ) .
| w="NoncszeNo D= . >z) D). w=A e

Ne'No s w (Burali-Forti et Jourdain loe. cit.) @
(2).(1). P41 2D, Prop ] . )

.4 wueCls . 5 Cls'u n 23(2 sim No) .D. =E Nc’u

] ‘ueCls . ENc'u D). @ Nonca@e'u = Ne mmore '¢) -
‘«Ompi cardinale numero es Aleph ».
ERS Y SwE Pmp ] - 4

(1) Majore amplitudo de meo proba es exposxto in, «detaxl» in uno arti~
culo apparituro in Math.  Ann., x,60 2.1905. .
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e Me spera dwcurre de’ isto et ahquo alio propositiones, in
: modo magis amplo, in aho scmpto Quo pertine differentia inter
irlet E nos. habe :

3 B4 usCls :) u=g \ D Eu
e EAL-A
[ P5:1.112 .. Prop ]
De altero latere quia No sim No, nos es ducto ed afﬁrmc

No £ N¢'No, unde’ @ N¢'No (etsi in realitate nos pote evita hoc,
,.31 nos dice quod Nc¢'No =£Cls), dum =E N¢'No. (Vide et §4).

. : 4. o

Ita appare necesse que judicio de Cantor et Russell, que
omnj ‘bene definito aggregato habe cardinale numero, debe es
restricto. Cantor, in vero, veni ad contradictione resultante
ab dando typo aut cardinale numero ad W, et in consequentia
- limita suo’ judicio in 1895, sed quia post illo publica nihil
super subjecto, me solo audi de suo requisitiones post comniu-

. micationé de meo resultatus identico (paene) ad illo in 1903.
Nune, et contradictione, que Russell ‘inveni (1), et que duce

_-illo ad dic, post definitione de «classe» ut omni valore de 2
_<tale que » aliquo’ propositionale functione g es vero, (2) que
<aliquo limitatione es necessario in isto judicio, etsi me ne

“pote detege in modo praeciso ut ce limitatione es. Hoc resulta
ab contmdlctlone, de que me vol discurre in longo in posteriore

xloco ». Nune isto contladlctlone non occurre pro avgrevatos

- que pote es repraesentato per segmento de W.

" 'Non es necesse que uno classe, ut definito per Russe]l
debe -es «existente ». Pro exemplo classe nullo ( A\, classe de

i _._nullo termine) pote es definito ut classe .dc entitates &« tale . .. ..
"-. “que 2 non es 1dent1co ad «, et classe” nullo. non existe. Sed

tiam, si nos’ assume, ut Russell fac, quod omni propositionale

' "-_.functlone defini uno classe, seque quod ordmale numero rela-
~tivo ad W existe (m sensu de Russell), dum, ut nos supra

v1de, 1sto classe es se-contradleente Drgo, criterio de Russell

(1) Op ell: p366-368 101-107 _ s
': (2) Op clt p 20 Vide ﬁne de e sectxono
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de « existentia » né suffice pro exclude contradictione, et, in
consequentia, non suffice pro mathematico usu.

« Existentia », secundo Russell, de uno classe, me opina,
non responde omnino ad conditiones, necessario pro suo usu
in mathematica.

" Russell considera classe de terminos # aequivalente ad dato

- classe »; tunc proba quod isto classe existe, causa illo habe

ad minimo uno membro, ¢ ipso, nam ¢ aequivale ¢. Sed me
puta quod nos pote solo conclude quod uno (vel plure) classe de
classes aequivalente ad v existe (id es, classe consistente de
¢, ad minimo), et non quod fo (r¢, the) classe de ce classes.
Si me intellige illo bene, Russell nunc¢ admitte quod pote
existe propositionale functiones, que non defini classe; quod
es parte de meo contentione, '
Aliquo de sequente judicios es extracto ab longo correspon-
dentia cum Russell, datante, in parte principale, ab publi--
catione de vol. 1. de suo «Principles». '
Russell assume antea quod omni propositionale functione

(pa) defini classe. Id es, symbolo x3(px) es semper significante.

Sed ce assumptione es postea modificato.

Difficultate cum argumento de Burali-Forti, me solve
(2.1903) ut seque. Illo duce ad contradictione:

Nc¢'No € NC : we NC D). Ne¢'No >
unde Nc’No > Nc¢'’No. Ergo me conclude que w0 non habe car-
dinale numero; id es, non existe classe 22 (v sim No). Vide
supra §3. De alio latere, Russell proba, si o3 (v sim No)
es classe, propositione:. : .
: ‘No sim No .7). g »3(v sim No)

id es, v sim No es vero pro v == No.

Proba de existentia, secundo Russell, non proba quod Jobjectos

" considerato es classe. Illo assume hoc, et tunc proba que classes -
considerato non es nullo. Ita me es ducto ad nega -quod cri- -~

terio de «existentia> secundo Russell es insufficiente pro
mathematico scopo. Me denota per E movo conceptione de

vexistentia Russell postea inveni (1) contradictione in notione

(1) Vide 85 infra. Russell es ducto ad isto contradictione per observa-
tione que proba de Cantor quod 2m >m falle si m es cardinale numero
de omni termine. o e e S .
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‘dé classe de omni ente que non es praedicabile de se ipso, S
que pote es exposito ut seque.

% 61 w=x3 =€ x) . Df

«w es classe de omni ente (ut x) que non es membro de se
ipso». ) '

2 P11 D) xew = x=ex

&£

3 P2 D) wew = wegw

Hoc, nunc, duce Russell ad opinione que functione x =¢
et si vero pro aliquo x, non defini classe .

Ergo nos es ducto ad conclusione que, efsi aliquo propo-
sitionale functiones (px) defini classe repracsentato per symbolo

x3(¢x),
tamen aliquo formas de @, ut
X =-e X , asim No s a sim NC

non fac hoc. Ergo existe classe de elementos &, ut per exemplo
x =g x; sed non existe classe de omni tale elemento .
~ Nos pote habe

ue Cls taxgu ). x =g
sed nos non pote infer
- x e x ) xeu . ug Ols,

v

Me non vide ratione pro discredita notione de «classe de
-omni classes », que es denotato per Cls, et es essentiale ad omni
- formale ratiocinio (1). Nam ilio és necesse pro enuntia hypothesi
de forma wu g Cls.
«.Omni Aleph » es classe (NC), et « omni ordinale numeros »
- es classe {No), sed

_ _wa(x sim Cls) , @3 sim NC) -, a3 sim No),
‘vel, ut nos pote scribe : o .
© . NeCls |, XeNC- , Ne'No
_-eé_ hon classes, et es nullo-entitate -(non nullo-classe).

p

. _ (i) Cfr. Russell,‘ op. cit. p.101. -
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Infine pate quod, quum
. Cls e Cls Cls = Cls,

coexistentia de € et = non es sufticiente evidentia, que con-
ceptione, quem nos tracta, es se-contradicente.

.

Lxiste aliquo classe, de que es facile proba contradictione,
Ita Russell stude aliquo extremo casas de uno apparente valido
argumento de Cantor, ad proba que omni classe habe magis
subclasses que terminos:

ue Cls .. NJ(Clg’w) > N¢'nr,

Et es ducto ad consideratione de clusse v (§4), se-contradi-
cente.

ita etiam, argumento de Burali-Forti deduce contradictione
ab classes noto ut « typo de generante relatione W » et «cardinale
numero de campo de W»

Solutione de contradictione exposito per Russell tange fun-
dationes de logica, et es priore ad toto mathematica. Mathe-
matica considera solo aliquo contradictorio classe, ut typos de
aliquo series, et ca~dinale numeros de aliquo classes; et isto
mathematico contradictione consiste de contradictione exposito
per Burali-Forti, et de aliquo casu de contradictione enun-
tiato per Russell. ’

Praecedente discussione, nunc, apta nos ad determina exacte _
quando classes es sine contradictione. Nullo classe noto ut typo

"aut cardinale numero de classe repraesentato per aliquo segmento

de W, da origine ad contradictione de Burali-Forti, aut ad
difficultate in applicatione de supra-mentionato argumento de
Cantor (uno forma de contradictione de Russell). Contra, typo
et cardinale numero de W, aut de serie transcendente W es

_contradictorio classe. Nunc, nos debe cxclude uno se-contradi-

cente classe ab mathematica. Mathematico non opera cum tale
conceptiones, et «explanatione » de illos es materia de logica
et philosophia. Tune ce classes es mathematice non-exisiente;
ergo criterio de Russell de «existentia» appare insufficiente
pro mathematico necessitates (Cfr. §4).
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Nos repete cum emphasi, quod W es simile ad segmento
solo de omni serie tale quale omni bene-ordinato serie es simile
aut ad illo aut ad segmento de illo; ita W (aut potius, série
simile ad W, definito sine ope de numeros) attine grande im-

bene-ordinato aggregatos, que non habe numero et que non es
« absolute » infinito, in sensu quod illos pote semper es rato
ut segmentos. '
PHILIP E. B. JOURDAIN
THE MANOR HOUSE '
* BROADWINDSOR, DORSET - No#. Der. 1905

i SUPER THEOREMA DE CANTOR- BERNSTEIN
per G. Peano.

G. CANTOR, in « Mathematische Annalen » anno 1895, tomo 46,
pagina 484, et in « Rivista di Matematica » anno 1895, tomo 5,
‘pagina 1385, publica theorema sequente :
S - «8i & et y es numero cardinale, de *x =y et x <y, seque
r=1y»>». .
" Relationes = et == inter numeros cardmale es definito per
definitiones nominale : N

a,be Cls .2): Nama == Numb .=. g (bFajrcp Df
«Si a et b es classe, nos dice que numero cardinale de a

aequa numero cardinale de b, si eXiste functione reciproco,
-vel correspondentia uno-uno, inter @ et b ».

abe Cls D) - ‘
Nume < Numb .=. g Cls’b na3(Numa == Numaf') Df

. «Et que numero cardmale de a es minore aut aequale ad
numero cardinale de b, si existe aliquo classe & de b tale que
Numa = Numx ». S
: Tunc nos pote ehmma 1dea de numero cardmale, cum sub-

: -stltutmne de valore definiente ad omni symbolo deﬁmto the-

“orema de CANTOR sume -forma noto :

portantia ut criterio pro existentia de numeros. Existe, in facto,
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1. abeeCls. cOb a . ge (cFapep D). q (WFayrep

«Si a,b,c es tres classe, et classe « contine classe b, que.
contine classe ¢, et si-g es functione, vel correspondentia,
reciproco inter @ et ¢, tunc existe correspondentia reciproco
inter a et b».

In scriptura de theorema praecedente occurre signos ¢, Cls,
O, F, rep, q; ergo theorema pertine ad Logica-Mathematica,’
si ita nos voca scientia que stude proprietates de signos scripto.

CANTOR non demonstra suo theorema. BERSTEIN publica de-
monstratione in BOREL, Théorie des fonclions, anno 1898,
pagina 104. Post introductione partiale de symbolos, et aliquo
modificatione, demonstratione sume forma sequente.

Si u es classe in a, me scribe ‘g in loce-de g« de For-
mulario. g« indica figura respondeute in relatione g, cum
figura «. Tunc nes pote considera serie de classes:

i, gu, g, Py gru...,

Me voca Zw summa. in senso logico, de illos:

2. we Cis'a ). Zu =\ Jlg™n [a*N,] ' Df
Tunc campo @ es diviso in tres parte:

o« = Z{a=b)

a" = Z{b=r)

" = ﬂlg"aIn‘N ], producto logico, vel parte commune ad

(,Iasses de forma g”a, ubi n# es numero integro positivo aut nullo.
‘Campo b es diviso in tres parte :

b; — gZ(a-b), bn — an’ bl" —_ {Lm'

g es correspondentia uno-uno inter « et ! ; identitate trans-

" forma " in ¥ et ¢ in U".

Ergo, demonstratione de BERNSTEIN sume forma :
3. Hp P1.Df2 .. [g, Z(a=b)] v [idem, a=Z(a=b)] & ((Fa)rcp

« In hypothesi de Propositione 1, -et introducto symbolo Z
per definitione 2, correspondentia que coincide cum g in'campo
Z(a=b), et cum identitate in campo residuo de a, es correspon-

- dentia reciproco inter a et b ».

Demonstratione identico ad praecedente occurre et in ERNsT

SCHRODER « Ueber zwei Definitionen der Endlichkeit und

.RdM. t.8, a.1906 d.236 . . 9.
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TG ‘Cantor’ sche Sitze ». Nova Acta, Abh. der Kaiserl. Leop.-

" Carol. Deutschen Akadcmle der Naturforscher, tomo 1 on. b,
" pag. 336-340, publicato in idem anno 1898, praesentato ad Aca-

demia in data 21. V. 1896, et scripto in Januario 1896. SCHRODER

“in definitione de Z, introduce serie de numeros Ny, et « limite ».

Nunc, meo seniore POINCARE, in interessante articulo <« Les

" Mathématiques et la Logique » publicato in « Revue de Méta-

physique et de Morale », Janvier anno 1906, pag. 27-29, post
reproductione de demonstratlone praecedente, nota que de-
‘monstratione contine idea de numero, et symbolo N, objecto

_de Arithmetica, dum theorema 1 pertine ad Logica ; et propone

problema, si nos pote elimina signo N,.
Es noto qué’ omni symbolo 2, que habe definitione nominale,

rvel definitione de forma

a-== «eXpressione composito per signos praecedente »
pote es eliminato in omnui propositione ; suffice de scribe, in
loco .de a, secundo membro de definitione (vide Formul., t.5,

pagina 14).

Sed, si signo es introducto per postulatos, vel es « definito
per postulatos » tunc suo eliminatione es dubio, ‘et non semper

_es possibile.

_In vero, omni symbolo de Formulario -es definito per defini-
,tlone nominale, aut per postulatos' et si’ nos suppone licito

* eliminatione de illos, nos perveni ad absurdo, que es possibile

de expmme toto scientia ‘\Iathematlca sine vocabulos et sine

PR _--symbolos

. Symbolo N, es mtroducto in Formulario, per 5 postulatos;

. uno de illos es regula de <« mductmne ». Ergo, .a priori, elimi-

natione de symbolo N, es dubio. Sed, in casu paltlculme pro—

' © posito per POINCARE, eliminatione es possibile.

‘Nam, nos pote defini Zu, ut seque:.
4. ueClsa 3 Zu—ﬂClsﬂm(g@D@ ujv Df

e 81 u es classe de a, Zi mdlca parte commune ad claases ©
' tale que functione g transforma v in parte de », et que contme us.

Demonstratlone de Prop. 1 fi: , _ .
Hp P1. Df 4 D 19, Z a;-b) [idem, a=Z(a=b)]-& (bFa)rgp.
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Symbolo N, non figura in praesentc demonstramone regula
de «inductione » non es postulato, sed es scripto in deﬁmmone
4 de Zu.

Demonstratione 5 es ideritico ad demonstratlone 3. Veritate
de thesi es intuitivo.

Sed nos pote decompone affir matione de thesi in-affirmationes
elementare, et nos determina omni regula de Logica, applicato
in modo implicito in demonstratione praecedente.

ngn.o (), de producto logico, es definito, in Formulario, per
definitione nominale; ergo pote es eliminato. Prop. 4, vel de-
finitione de Z, fi:

6. Zu=a3lreCls.gr Jv.u .0, . wéz;f

r, LT ) . ) ‘
« Zit es systema de omni elemento x, tale que si » es classe,
transformato per operatione g in parte de se ipso, et continente u,

semper x es elemento de o ».

Regula de simplificatione et syllogismo da propositione se-

\quente :

ooweCls o gr D v ou ) xen D). wer.
Nos exporta xeu: | ' - '
8. wenw ) ceCls.go D’ w ) v )y, xEr
Et per Prop. 6 :
9. weu D). x£ Zu-
~Nos opera per x3:
10. w ) Zu |
.« Omni « pertine ad classe Zu », -
" De Prop. 6 seque, post transformatione de a=b in (l:)b bja ,

1. weZu.veCls.go Do, wj . xen
Existe rewula de logica :

12, 2,weCls . grjw XEY D gx €w

De Prop. 11 et 12 seque: .

.13 xsZu._vaCls.g'z;D_v.u_Db . gwsv
Nos exporta xa?iu; de definitione 6 de Zu seque:
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; 11 @& Zu D g%x:‘,s Zw
Nos elimina iinef& apparente x:
JZu D Zu .
« Classe Zu es transfor: mato in parte de se, per operatione r} >
De Prop 10 et 15 seque:

" 16. uug7uDZu
“De Pr op- 6 cum transformatione analogo ad illo de Prop. 11,

- seque :

17. t‘sCls.gva.uDv.:),,.ZuDv. . 1
In loco de » me pone uwvgZu; et nota que, per Prop. 16,
g(uugZu ) D 9Zu D uwgZu, et que u DuvgZu.
| Er'ro hypothesi es satisfacto, et nos aﬂh ma theax

18. Zu D ungu.

.De Plop 16 et 18 resulta’:

19 Zu = uvglu.

‘8i in Prop. 17, in _1o'co de v me scribe @, me deduce:

- 20, .ZuDa .

. ~."_De PLOp 20 et'de noto identitate de logica, me conclude._

91, o= Zia-b) v a-Zia=b) .' -
De Prop 19, seque’. '
2, e = a-bugZiamb)v b-gZ(aﬂb)

" Si nos multlplxca per b, id es, nos opera per- A D, nos habe

93, b= gZ(a-b) b-gZ (a=b)."

B \'ﬁnc existe plln01P1° de Logica :
, - Js(cFa rcp us. Clsa D (g, w s(gu F u)rcp

« 8i g es correspondentla rec1proco ‘inter @ et ¢, illo es :tm;x;
(‘OI‘I espondentla recxproco mter classe u, parte de a, et s

1magme g ».

-De Prop 24 seque :
20 [g Z(a-b) s{gZ(a-b)F Z(a-b)]rcp
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« Fanctio g, in campo Z(a=b), es correspondentia reciproco
inter ce campo, et suo imagine gZia=b) ».
Existe alio principio de Logica :

26. «&Cls .. (idem, u) & (uFuyrep

« 81 « es classe, tunc correspondentia idem, que ad omni
objecto fac corresponde se ipso, es reciproco ».
Ergo, in nostro casu:

27, [idem, u=Z(a=b)} &}[a= Z{a=b)] F |a= Zia=b)]irep.

Nos applica novo principio de Logica :
28« e, d eCls . g &(cFajrep . Izs((?Fb)l cp . anh = =A\.
: mrl_/\ - g, @) (h,b) & {(ewd) F (o) ]rep
« 81 a,b,c,d es CldbS(,, ¢ es correspondentia reciproco inter
a et ¢, It es correspondentia reciproco inter b et d, classes
@ et b habe nnllo elemento commune, et idem es pro classes

¢ et d, tunc correspondentia que coincide cum ¢ in campo «a

et cum & in campo ), es correspondentia inter classes alb et oud
reciproco.

De Prop. 20, 27, 28, et de 21, 23, seque :
29. (g, Z(a=b)] v [idem, a=Ziu=D)] € GFa)rep,
que es thesi de theorema 5.

Ita demonstratione de BERNSTELN, facto per intuitione, es
-reducto ad operationes elementare de Logica, in numero finito.
%

& 2k
- De formulas ser ipto, me deduce novo consequentia, que habe
ahquo interesse.

Me adde hypothesi
.30 o a=h

non necessario pro veru:ate de theoxema sed pro suo impor- -

tantia. Me suppone noto Logica, et non Arithmetica. Tunc signos
9, No» 4+ non habe scnsu.

Ergo, me voca 0 ahquo elemento in classe a-b
3L 0¢a-h.
_ UMe pone
32, N,=Z(0) .
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| .id es;‘l\'o‘:eé.c.las'se» Z respondente ad’ classe.composito per solo
“elemento 0. Kt me pone
233, o+ = ga,
et me lege 0, N, +-ut in Arithmetica.
. Tune, de. Prop 10 seque 10 DX, vel

.

I OeN . « Zero €s numero ».

De Prop 10 seque :
1L weN, D). + &N,
N : «'Si x es namero, et suo su_ccessivo a4 es numero ».
.+ 'De Prop. 17:
- ML . s &Cls . Ogs : a&s . aﬂ+es DNy Ds
«Si's es classe, que contine numero 0, et si omni successivo
va:—l— de aliquo individuo & in classe s es s, tunc omni numero

es s ». Es « principio de inductione ».
De deﬁmtmne de functio reciproco seque:

IV. oc,yeN o4 =y+ D =y

« Duo numero, que habe successivos aequale es aequale >,
Et de Prop. 31: '
V. weN, D ar+-_.,0
" 40 seque nullo’ numero »: g . ‘
: ‘Id esql nos deduce theoremas, identico ad postulatos de
N 3 -
. Anthmetlca. Ergo, pro symbolos de Arxthmetxca ON, +, sx;b
siste mterpretatmne que satisfac ad systema de postulatos; ta
es probato (si proba es. necessario), que postulatos de Arithme 1(;;

: que collaboratores de Formulario demonstra necessamo et su

" "Alio exemplo de entes, que satisfac systema de po:lt)ulatos
es’ ‘dato per BURALI-FORTI et per Russeri. Sed proba que
_systema de postulatos de Arithmetica, aut de Geometria, non

: \mvolve contradictione, non es, me puta, necessario. Nam nos
" pon crea postulatos ad arbitrio, sed nos sume ut postltuatoi
proposmones s1mphc1ss1mo, scripto in modo explicito au tnn

. plicito,” in omni tractatu -de Arithmetica, aut de Geometria.
Nostro analvs1 de prmcxplos de ce sc1ent1as es reductione de

" CLente non involve in se contradictione. © o
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affirmatioves commune ad numero minimo, necessario et sutfi-
ciente. Systema de postulatos de Arithmetica et de Geometria
es satistacto per ideas que de numero et de puncto habe omni
scriptore de Arithmetica et de Geometria. Nos cogita numero,
ergo numero es,

Proba de coexistentia de systema de postulatos pote es utile,
si postulatos es hypothetico, et non respondentes ad factu reale.

Articulo de POINCARE responde ad serie de _scriptos, in idem
Revue, collecto nunc in volumen : .

L. COUTURAT, Les principes des Mathémaliques, l’ruls Alcan .
a.1909, payg. VIII 4 311,

ubi relationes inter Logica et llathematica es tractato in modo
difluso et profundo. .

Torino, 31 martio 1906,

Ex « Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo, tomo 31, pag. 360-866 ».

ADDITIOXN L.

« Revue de '\Ictaph\'SIque et de \Iomle » publica duo novo
seripto: -

L. CouTuRrAT, Po:w i logistiqie, pag. 208-250,

H. PoiNcARrg, Les um//ze/rlr(tzqum et lu logique, pag. 294- %1(

Plure alio seriptore, que me- cita -infra, interveni, et disc us-
sione fi semper plus vasto et interessante.

Objecto principale de discussione es aliquo contmdutmne
vel antinomia, nunc detecto in quiestiones de Mathematica.

In omni tempore, aliquo antinomia occurre in Mathematica,
que, post aliquo discussione, accipe solutione. Solutione de an-
tinomia es indicatione de puncto ubi es err ore in ratiocinio.

Es celebre,. apud philosophos de Gxaeua, contradictione,
vocato ab « Achille et testudine » (¥); depende de sequalitate :

1 == 1/24-1/44+1/84..... : S

ubi 1 sequa quantitate, que, dum varia, es semper minore de 1.

{*) B. Russell, The prineiplés of Mathematics, Cambridge 1903, p. 358,




In seculo XVII es objecto de dlacusswne serie

1_—1+1 A )
que “vale 1 0 1/'2, etc., secundo lege que nos adopta in COIlSl-
- deratione de limite.
" Definitione -exacto de «limite » ehmma antinomias CltdtO.
Prlmo antinomia, hodie in discussione, es invento in theond
de numeros transfinito, per:
..C. Burarnt-Forrt {Palermo R., 2.1897).
_B. RussEeLL (The principles of mathemut:c.s Cambridge a. 1903
pag. 323) stude demonstratione de Burali, et construe novo

- antmomlas simile ad preecedente, sed plus simplice. .

. -JOURDAIN, in preesente -fasciculo (RAM., t.8 p.121-136)

- expone et discute in modo amplo isto queestione, et me habe

“nihil ad adde. ‘ -

Tew ZER\IELO (MA. t.59 pol4-016) pone novo prm( ipio, admisso

- per aliquo scriptore, negato per ceteros, et discusso, snnul cum

. antinomia de BURALL, per:
Kovig, MA. t.60 p177.
.ScuoxrrLies, MA. t.60 p.181,
" . ‘BERNSTEIN, MA. t.60 p.187,
BoreL, MA. t.60 p.194,

. BERNSTEDY, MA. .60 p.463,

", JoURDAIN, MA. t.60 p.465, .
h(mG MA. 1.61 p.156. '

.. HapAMARD, BOREL, BAIRE, LEBESGUE inf < Cing lettres sur la
et :':.- théorle des ensembles »,
A '.'. 74.33 pag. 261.

' Etc., ete.

:e\pone et explica novo antinomia.
L Inter publicationes nov1s31mo me cita :
B ‘RusseLL, The theom/ of Implwatzon
p 1159202, a.1906, :
KoN1G, bur la tlwome des en.smwblps
—VII—1906

Parxs CR.. t143

de & mﬁmto r. ,_'-'-:

Bulletin de la Soc1été math, de Frauce

Am erican J. _t.28,'

J. RICHARD in } Revue générale des scxen('es, O—VH-1900» 1’-54—’: Ve

S _;. ', - Omni, antmonua anthuo et recente, depende dc conmderatmne_ e
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Consilio, que da ahquo Auetm e, de non considera « infinito »,
es pr udente sed non resolve problema, nam infinito es in natura

de plure queestione, et « naturam expellas fur ca, tamon usque
recurret ». :

$1. PRINCIPIO DE ZERMELO.

Zermelo, in demonstratione de propositione super classes
bene-ordinato, adopta et enuntia ;

« Principio, quod et pro infinito systema de clabses semper
correspondentia existe, que ad omni classe fac corresponde uno
suo elemento. ... Isto logico 1)rmc1p10 non pote es reducto ad
alio plus simplice, sed es in’ mathematico doauctlone sempex )
sine hewesitatione applicato » (*).

Principio swmﬁ(n
arbitrario.

Isto assumptione, que oceurre in plure libr o, jam es consi-
derato in anno 1890, in Math. Anmn. t.37 pag. 210 « on ne peut
pas appliquer une infinité de¢ fois une Ini arbitraire, avec

laquelle &4 une classe « on fait correspondre un individu de
cette classe..... »,

In vero, forma de ratiocinio': .
« Me sume ad arbitrio elemento a in classe «; tunc seque
propositione p, (que non contine a7 » es reductibile ad forma:

que nos pote sume infinito elemento

qde (1) )
xea ). p (2)
M- @D p

« Si existe aliquo «, et si de xsa seque propomtlone p tunc
lice affirma propositione 2 », e

Ts forma de ratiocinio vocato « ehmnmmone de » > in F01~

-mulario t. V p. 12 Prop. 3:1. Es reducto ad regula de « 1mpox- »
tdth]lG » in Formul. t. 2 Prop. 74, 310, 331, 405.

{*) Prm/xp d&sa es anch fiir eine unendliche Gmamthut von’ Mengen
~ dmmer Zumdnung‘on gibt, bei denen jeder Menge eines ibrer Flementv
“entspricht. ;.. Dieses logische Prinzip lisst sieh .zwar nicht auf ein noch
ﬂemm(heles vunicl\fuhrul, wird aber in dor math(‘nmmwh(- Deduktion -
iibomll uubedenl\hch mwowendot.
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de duo elemento successivo arbitrario habe

Aa:s'ullll)gioné'
forma . o g
ga_ . o
e ) b - (- b es classe que pote contine &,

L aea. &b 3 _
h v - p es pr oposmone 1ndepend_ente de x et y.
1.@.6) D v '

' Pu' e\emplo, pro demonstra theorema:

e Cls'q 3 Hu ) ke
« S$i-u es elasse de quantitates, tunc classe limite de limite

‘de 1 continere in classe limite de wu» (Formul. V, pag. 139
' Prop 1"’), me afﬁrma in primo loco : ‘
sehu.he QD). qAun oz|modim—z) << 1;2] (1)

" «Sj z es elemento de AMu, et I es quantitate positivo, tunc
.existe aliquo individuo in classe A, et o tale que suo distantia
de 5 es minore de hi2 >,

- Suo ve 1‘1tate pertine ad Mathematica, et non ad Logica.
Hp(1) . 2 & Luw'. mod(@—3) < 1[2 D} .
T un yz[mod(y—ax) << /2] (2.)
«S$i z et h conserva seusu, ut in hypothesi dc (1), et si >
 es lu, distante de 5 minus’ que h/2, tunc existe elemento in
'classe u ety talc que suo distantia de x es minore de It 2 > >.
‘ Hp(Q yeu . mod(y—a) < /2 D). mod(y— <l (2

D «Sis, h 2-habe valore ut supra, et si y es w, distante de

o minus que /2, tunc distantia de y ad 3 es minore que .
e elimina ¥ in thesi, per regula Formul. V pag. 12 Prop. 1 1
Hp(z') :) ﬂuﬂys[mod( J—z)<h - S 6))

. Nota que litera.y in thesi es apparente, et pote es substituto
'por ‘alio litera. a...; illo non es litera.y in hypothesi. .
vaothesx de (3) contine literas a ot y. De (1) 2 B) a(‘qm‘

per eliminatione de « et ¥: -

seu.heQ D ﬂuﬂl/3n1odg—r)<lz B 4)
..Unde, per regula de Mathenmtlca : :
z gk ). §EM,

ety post operanone per 33,

e B
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Assumptione de duo elemento arbitrario r et y conduce ad
ratiocinio cum 3 hypothesi (1) (2) (3), et thesi (4)..

In generale, assumptione de » elemento arbitrario successive
duce ad ratiocinio que consta de w42 propositiones.

Ergo nos non pote suppone a2 = oo, id es nos non pote con-
strue ratiocinio cum propositiones in numero infinito.

In Formulario, vocabulo « Syllogismo » indica uno forma de
ratiocinio bene definito: '

aJb.bD)e.D.ade

«Si de a seque U, et de b seque ¢, tunc de « seque ¢ v,
vel «si omni ¢ es b, et omni & es o, -tunc omni « s ¢ ».

Responde ad e syllogismo in Barbara » de scholasticos.

In tractatos de Logica commuune, vocabile « syvllogismo »
habe valore plus amplo, et non semper determinato.

Forma de ratiocinio, dicto «eliminatione » in Formulario,
consta de tres propositione, et termino es triplice : major «,

‘medio o, minor p. Ergo pote es vocato syllogismo, in sensu
lato. Tunc omni forma de ratiocinio in Formul. parte I es

syllogismo, aut sorite (catena de syllogismo). Ita habe sensu
propositione de scholasticos, que omni forma de ratiocinio es
reductibile ad syllogismos., Assumptione de uno elemento arbi-
trario, vel de plure, in numero hmto es svlloomno vel sorite
cum numero finito de preeimissa. :
M. PoINCARE responde ad queestione de Zermelo (pag. 313):
« Les aXiomes en question ne seront jamais que des propositions
que les uns admettront... et dont les autres douteront.. Il y ‘a

toutefois un point sur lequel tout le monde sera dabcord :

L’axiome est évident pour les classes finies ».

Queestione de evidentia es subjectivo, et non objecto de
Mathematica, : S . :

Nos pote affirma:

« Assumptionc de elementos arbitrario in numero finito es
forma de ratiocinio reductibile ad systema de sy llowxsmos (in
sensu lato). ) :
~ Si aliquo Auctore da demonstratlone non reducfo ad s3 llo-
gismos, et si ille affirma ‘que habe reducto demonatmtxone ad
syllogismos, “affirma falso ». -

O P
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In plure casu, 1‘m<,1p10 de Zvrmelo es reductibile ad syllo-
*gismos. Vide p. ex. demonstratione in seripto citato in Mathe-
o Amamsche Annalen, t. 37, ubi es constructo functio 7 tale que
‘ -":,- fu g, sines classe non nullo de numeros complexo de or-
- dine n, et es clauso. Aliquo propositione, que plure Auctore
demonstra cum applicatione (implicito) de principio de ZERMELO,
- es demonstrato in Formulario sine illo. :
~Id es, de plure propositione aliquo Auctore dd demonstratione
: mwmpleto que pote es completato.
“In aliquo casu, nos non sci elimina postulato de Zermelo;
-~ tunc demonstratmne non es reducto ad formas commune de
Tatiocinio ; demonstramone non es valido, sccundo valore com-
~-mune de vocabulo « demonstratione ».
Per ex. in BOREL, leeome des fonctions, a. 1898 pag. 13,
propositione:
a & Cls . Numa ginfn D). g Cl¥'a » ba(Numb = N,)
«8i a es classc de objectos in numero infinito, tunc existe
in @ classe numerabile, id es que habe pro numero aleph zero

© .7 == Num N;», es demonstrato per postulato de ZERMELO, et
' ' elnmnatlone de .illo non es facile. Ergo propositione non es
demonstrato.

- Nunc nos debe opina que pl'opmxtlone es vero, aut cs falso ?
Opmlone nostro es indifferentc. Theorema precedente es simile
ad theorema de Gommcu :

2(N,+1) D Np+Xp

-

. '_'pruno » que non habe demonstratione satisfaciente,

“ § THFm XEEMA DE CA\TOR._ L

eyt e

Iamo t. V pag. ] 1"38 Prop 11 1

fe @N, ,j T 6K,
< Si f es successione de quanntatu; in mtervallo d(- 0 ad 1,

« Omni numero pari 4, 6, 8,.. es summa de duo numero -

Pro mtellxve « dntinomia » considerato per RICHARD, nos
expone theorema de CANTOR, expresso in svmbolos m Formu—

tunc exxste numero 111 1sto mter\'allo que non pertme ad suc- o
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cessione f», id es «classe numerabile in intervallo non pote

constitue toto intervallo ».
Demonstratione reportato in Formulario es:

S[107"rest(Cfr_ fn4-5, 10)|n, N,] £ O=f"N,

« Nos considera numero integro =»; tunc fr es elemento de

ordine n in successione ; suo cifra decimale de ordine = es
“indicato in Formul. paO. 102 per Cfr_, fu.

Nos muta ce citra. Per exemplo, no> adde 5, et subtrahe 10

si summa == 10, et habe :
rest (Cfr_, fn45, 10).

Tunc nos forma numero que habe ce cifra ut cifra decimale
de ordine 7. Illo non pertine ad successione. In vero, pro omni
valore de #, illo es differente de fx, nam suo cifra de ordine »
es differente de correspondenté cifra de fn, et nos non es in
casu de forma: 0:999... = 1'000..., ubi duo fractione decimale
de forma differente habe idem valore,

Pro brevitate, me pone:

ag 09 ). antix = rest(x+H, 10) L Det.
1(1(35,513"-01234 678
, 1,8,901, 2, 3
Numero considel'ato sume forma :
>[10™"anti Cﬁ"_”fn |n, N

anti a0 — O

In loco de anticifras de cifras de numeros dato, nos pote

sume alio lege. Sed non lice sume, pro omni valore de #, uno
. cifra arbitrario ex cifras differente de Cfr__ f», sine introductione
de postulato de ZERMELO. ' :

~83. ANTINOMIA RICHARD.

Prof. RICHARD in scripto citato, dice :

* « Ecrivons tous les arrangements 2 a4 2 des 26 lettres de
~Palphabet francais, en rangeant ces arrangements par ordre
: alphabéthue, puis & la suite tous les arrangements 3 & 3,...».

« Tout ce qui peut s’écrire se trouvera dans le tableau dont
" nous venons d’indiquer le mode de formation ».

Fore iy e oed o ¢
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_ Ergo c,lasw de phrasi que pote es scripto in aliquo lingua,
- {per numero finito. de yocabulos) es numerabile, vel habe po-
" testate dé N,. Tunc es numerabile classe de ideas que pote ¢s
expresso per lingua commune. Et es numerabile classe de
numeros decimale (fractione proprio) que pote es definito in
; lmgua commune (et per signos de arithmetica et de algebra,
“.°7 .. que nos pote enuntia in lingua commune).
R Auctore pone:
AU * . - - I = «numeros declmale que pote es doﬁmto in hnwuq
" considerato »,
et construe super classe numerabile J numero que occurre in
theorema de CANTOR in § preecedente. Id cs, si fir es numero
~de classe K, dc loco 7, Auctore considera numero:

N = (10~ anti Ofr_fn |n, N,] _ (1)

et voca G phrasi que traduce secundo membro in vocabulos
de lingua commune. Tuné: ‘

. Numero N non pertine ad classe E, per ratione explicato
o .in § praecedente.

s Et pertine ad classe I, nam es definito per vombulos de
lingua considerato, in numero finito. - -

'Quod es contradictorio.

. Auctore solve contradictione ut seque:

« Le groupe. de lettres G est un de ces arrangements ; il
ex1stem dans mon tableau. Mais & la place quil-oceupe il n'a
_pas de.sens. Il y est qucstlon de Vensemble F, et celui ¢i n’est
pas encore défini ». :

-Quod pote es traducto ut seque: .

« Errore in contradictione preecedente es in %ecundo a{’hr
S _matione. Nam E es classe de numeros definito per vocabulos

.. . de .lingua commune;.N es numero dcﬁmto per vocabulos de

" lingua commune et per litera E, que non ‘habe sensu in lingua

commune. Ergo non lice conclude que N pertine ad classe J.».

. Sed classe E es definito per “vocabulos de lingua. commune.

per solo vocabulos de lmfrua commune, et. antinomia mane.
Numero N es definito in symbolos per propositione (1),
Membro deﬁmente contine sxgnos constante Cfr, anti, ¥,... et

. 'Erg 20, si nos substitue ad E suo deﬁmtmne, N resulta expresso
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signo Vauabll(, 7 thera 7 es apparente. Ergo N es dohmro

per /n, «elemento de loco n in classe I »

Me continua transformatione de deﬁmtxone in symboles.

Me consideras literas a, b, ... ut cifra in conveniente systema
dg* numeratione. Basi B de systema es numero de illos ; circa 25.
Si nos adde alios signo typographico, puncto, spatio..., numero B
es semper finito. Me voca systema alphabetico sistema de 'nu-
meratione in basi B, ubi cifras habe forma «, b, ¢,.. 3, O.
Ultimo es signo que non pote es initiale (p. ex. puncto typo-
grafico).

Tunc numeros N, es expresso per:

t, . 35, a0, aa, ab,.. 53, 00, «O«,... duy,,.. sex,.. uio,..
uno diriso lres,... a

. Omni successione de literas es numero naturale N, scripto
in systema alphabetico.

Si # es namero naturale (N), et si illo, scripto in systema
alphahetico, determina successione de literas, que habe sensu
in lingua considerato, et defini numere decimale (@), me pone:

Valore 7 == numero decimale, quem numero », scripto in
systema  alphabetico, defini, sccundo regulas de lingua
commune. o (2)

Non per omni valore de », « Valore # » es definito.
Numeros naturale, que expresso in. svstema alphabetico, de-
termina phrasi que reprasenta decimale, constitue classe :

N, ra3 (Valore x g @)

Numero de loco 7 in isto classe es reprwsentato, juxta con-
ventiones de Formulario (t. V, p. 120) per :

min[N, n 22 (Valore x & @)),

et « elemento de loco # in E» es expfesso per:

frn. == Valore min (N, A x3(Valorex £ )] 3) -

.
Nota que fu es-valore de phrasi de ordine n que expnme‘

decimale. Plure phrasi pote exprime idem numero. Queestione
non varia 'si nos considera solo decnna.les dxﬁ'erente de pree-
cedentes,

Formulas (1) (2) (5) expmme deflmtlone de N

e g e s e s e a?




%wno L, non es necessario.’ Toto definitione de N consta

- de pr opoutxone (1) que defini N per f, de (3) que defini f per

'« Valore >, et de ) que defini « Valore ». Propositiones (1)

et (3) es in symbolo. Definitione de « Valore » es expresso per
L lingua commune, et aliquo obscuritate pote existe in illo.

§4. « LA VRAIE SOLUTION » DE M. POINCARE.

" Poincaré da_ de antinomia RicuarDp, et de alios, solutione

qequente (pag. 304)
. « I est Uensemble de Zous les nombres que Lon peut définir

l par un nombre fini de mots, sans introduire la notion de Uen-

“semble’ E lui-méme. Sans quoi la deﬁmtlon de K contiendrait
an cercle vicieux ».
Ni pro «notione I» nos intellige- signo F, tunc affirmatione

" de Auctore concorda cum usu commune, et es parte de regula

scripto in Formul. V, pag. 14; nam deﬁmtlone de aliquo signo .x
- es aequahtate de forma: _
= (expressione composito per signos prwccedente ).
chula przecedente elimina, in modo mechamco et hu,lle
omm posslblhtate de circulo vitioso.

-Regula de Poincaré non elimina possibilitate de circulo vi-

noso nam exclude in secundo membro x, sed tace exclusxone
de . 51gnos sequente x.

"Tunc definitiones de RICHARD (,ontme nullo urculo vitioso.
Resulta ex deﬁnmones (1) (3) de 83, expresso in symbolos, et

(2) expresso in hngua commune, ubi es puncto debxle in ar- "

gumento,

"Et solutione de 'antinomia dato ab Pomcaré que accusa

deﬁnmones de circulo’ vitioso, non es exacto.

Si pro « notione £» nos mtelhge expressione aequlvalente‘

“ad In, tunc in’ omni dehmtxone, secundo membro, vel membro
deﬁnlente zequivalente ad primo, vel membro definito, contine

‘. _semper notioné de primo ; et M. Poincaré contradice reggla de

Y

'Z‘(Founul., V, pag. 44) es:

©usu commune, ‘et redde impossibile omni definitione.

‘Per exemplo, ‘definitione. de differentia dato in omm hbro

asN .bsa-{—N ._'_) b-—a__vN nws(a-[—ac._b)  Def.

]
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« 81 ¢ es numero, et b es numero = ¢, tunc b—q indica illo
numero . que satisfac conditione a4+x=b ».

M. Poincaré, pag. 315, dice (quod es in Frawcoe es vocabulo
~de Auctore, quod es in Latino es relativo ad mco exemplo):

« Le défaul est encore le méme ; b—a est inter Tous les nu-
mcros illo que satistac conditione ; sous peine de cercle vicieur,
cela doit rouloir dire inter fous les numeros dans la définition
desquels n’entre pus la nolion de minus. Cela eoclul numero
b—a, qui depend de minus. La définition de b—a west done
pus prédicalive. .

Definitione de radice non pote es dato que sub forma :

aeQ D Yyt=1Qruaza*=u) _ : Det.
«Si ¢ es quantitatc positivo, tunc Je indica illo numero po-
sitivo, que habe pro quadrato a ».

Dice. Poincaré : « Defectu es semper idem; o es inter totos
numeros illo que habe pro quadrato «; sub peena de circulo
vitioso, hoc significa inter totos nnmeros, in definitione de que
non es notione de Ja. Hoc exclude i ».

Et in pag. 316, Poincaré dice :

« Le mot fous a un sens bien net quand il s’agit d’un nombre
fini d’obJets ; pour qu’il en eat encore un, quand les objets sont
en nombre infini, il faudrait qu'il y et un infini actuel. Autre-
ment fous ces Ob_]btb ne pourront pas étre congus comme posés

.antérieurement & leur définition et alors si la définition d’une -

notion N dépend de flous les objets A, elle peut étre entachée
de cercle vicieux, si parmi les objets A il y en a qu’on ne peut
dpﬁmr sans faire intervenir la notion N elle-méme ».

" Per exemplo me considera definitione de minimo multiplo
commune, ut es dato ab Euclide usque ad hodie per toto Auctores
(Formul., V pag. 5%)

a, b & N‘ 3 m(a b) = mm[(aXNJ n (be }] . _ Def.. _
« 8i (l et b-es numero naturale, tunc mia,b), lege (becundo

‘.Lebcsg,ue Lucas...) minimo multiplo commune ad a et b, indica.
-minimo ex multiplos de « et de b ».

Dice. Poincaré : - «-Vocabulo multiplos’ ‘de a et.de b non habe
sensu, nam  constitue mhmto actuale, Sl definitione de m(a,b)

RAM, t.S, meoedzsa EE T
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depende de totos objectos XN, ~bXN;, ille ‘es “eirculo vitieso,
si infer istos objectos existe uno, 'm(e,b), que non pote s do-
_finito sine m(a,b) aut phrasi -sequivalente ». -

Me supra refer totos tres passu de Poincaré ubi -exprime
suo idea super definitiones. Sed objectione ad solutione de
Poincaré cs ita obvio, que me dubita :de bene intellige Auctore,
et me adde novo exemplo. -

In Analisi ¢s noto que:

axeq D). e =cosx +isinr : 1
e == gerie noto : E : {2)
cosz, sinx = seric moto© " (3)

Formula (1) de EULERO_exprime e\ponontmle per tfunctiones
trigonometrico, et exprime ambo functione cos, sin per exp.
Ergo exp. contme notionés sin, cos; et sin, cos (,ommo no-
* tione exp. :

Regula de Lo«ﬂm-’\lathematma dice: os mbltmno ordine de
tunctlone% exponentiale et tr <.:01101net1 ico, ‘Si nos prasuppone
definito exp. per (2), tunc (1) defini in modo rigoroso sin et cos.

Et si nos preesuppone definito sin, cos per (3, -tunc (1) es-

definitione legitimo de exponentiale. Hoc es omnino conforme

ad opinione universale. Regula de Poincaré redde 1lleg1tnno
omni definitipne ex formula (1).

©In conclusioue, Formulario, in parte Lo«rwa-\[athomatlca
contine in modo explicito aut per citationes, regulas super de-
finitiones et demonstrationes in Mathematica, dotocto ab Ari-

“stotele et Leibniz usque ad hodic.

Regulas pro definitiones.” et denionstrationes, collecto in

. ~_Formu1ar10 per opera dec collaboratores, es confrontato cum
- theorias de vario Auctores, et es apphcato ad numero enorme
"de definitipnes et demonstrationes dc mathematica. Isto regulas
-8 4n generale satisfacto per -Auctores de Mathomamua 81 re-

gula npon es satlsfacto indica defectu {n definitionc et in de-

‘ momtranone, ut in principio di Zermelo, jam notate, ab 15-anno.
. ‘Poincaré reconstrue, per proprio compto, Lovlca-Y\Iathcmatwa,
mdependente ‘de ‘omni studio precedente. Suo regula per. defi-

m’nones, aut es nxmls lato, et non 1mped1 Vlth aut destrue .

. . . .. 4 . - R
R R
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toto Mathematica. Ingenio vasto de Poincaré non perveni ad
regula simplice '
2 == expressione. composito per signos praccedente,

regula necessario et sufficiente pro eliminatione de circulo
vitioso.

§$9. 1\'«)\'0 SOLUTIONE,

Me procedc ad--caleulo de: .

N = illo numero decimale, que habe pro cifra decimale de
ordine generico n anticifrg de citra de ordine » de nunero
decimale expresso per phrom quz habe ordine n inter phrasi,
e\pnmcmo mimeros in lingua commune, ordinato secundo
“valore alphabetico,

ut es definito per RicHARD, post substi tutione de J7 per suo

definiente.

Me scque, in orthographia, Latino.:

Nos imagina successione de phrasi, vel de numuos naturale
seripto in systema  alphabetico. Primos phrasi, que exprime
decimales, s (ine suppone) :

duo diriso sexr = 0-333...
wno. diviso doo == 0D

©wno diviso sea == 0°1666...

: tun(, N = 0-851...

Serie de phrasi ¢um 12 litera, ut preecedentes, in charactere
‘minuto, forma linca multo plus longo que distantia de Terra
~ad Sole.

Nos procede 4d phrasi plus longo, ad dohmnouoq de s, dec, etL.
Quando nos tracta phrasi de 100 literas, linea de cifras caleulato
per N supera omni mensura de mundo physico.

Nostro mente (,ontmua calculo, perveni ad phrasi de 200 literas,
ubi infine se 1)1'09\(,111:«\ phrasi definiente AL

Me voca mi~—1 numero de cifras jam Lal( ulato de N, quando
coccurre phrasi definiente N,

: Tunc nos dcbe Lalculd cifra de ordmo i de N phrasi de
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ordine m mrer phrasi exprxmenro nUmMeros es plmm definiente V. .

" Tunc regula dice: . . :
-« Cifra de ordme i de N. valv dllTlleIa de se 1p~0 »,

vel ' Ctr. 7\’ = anti Cfr_ N,

cvel. a‘-:I.),

que ‘exprime assurdo.
Ergo uno de condmone que detel mina serie de citras de NV

‘es contradictorio. :
Phrasi definicnte N hdbe apparentia de defini numero.
Secundo lingua commune, « numero N .non existe » ; in sym-

bolo% nos non pote scribe

Neg6
Deﬁnmone priecedente es simile ad definitionos :
N = (maximo numero primo) (EUGCLIDE)
» == (illo numero que satisfac conditione & non — &
' - (RICHARD)
T (illo numero recale que satisfac conditione o'41=0)
> [(illo numero reale que satisfac conditione #*—1 = 0)

» (im sinz, pro @ = o)’

(derivata de modux, pro a =0)

‘que habe apparentia de numero, sed non indica numero.
Ratione es obvio, et es scripto in Formulario. . -
“In exemplos praecedente oceurre vocabulo «illo », que re-

sponde¢ ad signo 7 de Formulario. In votabulos « maximo »

«limite » «derivata » signo 7 es in definitione.

. Vide in Formulario definitiones de « maximo » (tomo V p.46),
de <« limite » :(pag. 214). « « Derivata » es definito per « limite ».
* In omni casu, ut nos pote deduce de doﬁnmone ahquo pro-

’_pOsltlone de forma - .

o 9aeu % 1110 aes u» « Ja emtc in classe u »,

lI I

’

. es. necesse ot suffice que es satisfacto ‘conditiones scnpto in

.:_Forlnuldx'lo in definitione-de 7 (pag. 13) Co :
i ... . 6eCls.qatayca ._'_'),,,,. a .__J R
T es classe ex1stente vel non nullo et si nos ‘sume duo in-
.d1v1duo a,y in (,lasso a, semper es w ==y »;-

_:Vel caes condltwne que determxna une ei uno solo mdwxduo >,

——

-

P e
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In exemplos citato, classe que seque «illo » aut es nullo (ut
in casu de RicHaRD), aut contine plare individuo. .

- Priesente solutione fore ultimo ? Mane in definitione de N
puncto debile, suo expressione per lingua commune,

Si phrasi que defini N non exprime numero, ut me supra
demonstra, tunc in calculo de N me i preoter ce phrasi, que
nont defini numero, ¢t definitione de J\' habe sensu ; id es, si NV
non existe, tunc existe. . :

Isto novo antinomia es simile ad aftir matlones

Quod me dice es falso,
Quod me dice es sine seusu,
quc, si es vero, es falso, et si c¢s falso es vero *).

Contradictione es in ambiguitate de phrasi N; es necesse de
adde in modo explicito « isto ])h['abl incluso » aut « isto phrasi
excluso ».

Tunc nos non considera phrasi ambiguo N, et nos prov ede
ultra. Pauco plus longe nos -inveni phrasi:

N' = (phrasi N, isto phrasi excluso:
N" == (phrasi ), isto phrasi incluso.

e . .
N won habe valore, per ratione dicto. N’ repraosenta nuinero
determinato, pertinente ad classe £, et differente de omm aliv

numero [, quod pate.

Sed puncto debile principale in mirabile e\{emplo de RICHARD
es: definitione de N es dato parte in symbolos (Prop. 1, 3, pa-
gine 150, 151), et parte non in symbolos {Prop. 2), Parte non

- symbolico contine idea ‘de¢  « lingua commune ». idea multo

familiare ad nos, sed non determinato, et causa de omni am-
biguitate, Exemplo de Richard non pertine ad Mathematica,
sed ad Linguistica ; uno elemento, fundamentale in definitione
de XN, non pote es deﬁmto in modo exacto (sccundo regulas de .
Mathemanca} Ex elemento non bene definito nos. pote duce -

- plure conclusione contradictorio inter se.

* Russel, The principles of }'lluf/lemaﬁcs', passin.,

93 at_xg’uéfo 1906. L
' G. PEANO.
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Exemplo notabile de functio discontinuo.

Functio

G C gy = lim [Hm | senfmlme)

c . h * [f:: 0 :s‘cAl‘)g(n{,;r—:/)‘:}:F

ubi » denota numero integro, assunie, ut es noto, valore O si
es rationale et valore 1 si « es irrationale. '
~ Cum auxilio de isto functio, me construe functio = de duo

variabile ", ¥, que in singulo puncto. {ry, %) de conveniente

regione ¢ es contingo solo secundo curva de dato familia

@ L plwy) =k ’

. {ubi 2 es parametro variabile) que decurre per puneto (Lo, AN
CoNis=TF, o,y s =T, (r,0) e duo functio-continuo in re-
gione €, que contine regione €, intra que sta curva (2) quum
I varia iqtér Jimite definito, nos considera, intra regione C,
functio ' C '

(B

n =

s = gyl F, (rg) 4 =g lylrahis ¥y ().
Si (1 9, es aliquo puncto de regione C, et sies yp(ry, Y =k,
~curva L de aequatione : '
. o . ’/'('7'73/) = /"o .
. decurye-per puncto {2, 1ok Secundo iste linea L, tunctio (3)

-~ assune idem valore quam functio F, si I, es irrationale aut

. idem yalorc quam F, si & es rationale: ergo per continuitate
. de F, et ¥, functio (3) es in (.9 eontinuo secundo. L.
CL8iLes alio linea que transi per puncto (7, o) quoniam me
" pote semper pone due functio ¥, et I, non habente in regione
_.C valore commune, functio (3) es in {(r, ¥, discontinuo secundo
isto linea quia in omni arcu de 1/.parvoe ad arbitrio, classe de
- puncto iy ‘que -functio (3) ‘assume valore de F, es denso et
“etiam denso classe de puncto in que assume valore de F.
- Per. exemplo, functio S LT
e = A =g 07 B :
. ubi es A =§=B, .cs continuo secundo omni circulo cum centro
n.in (0,0) ‘quia_assume ibi aut valore A aat valore B, atque es
. discontinuo secundo’ alio linea.”" o -

F1LIirro SUBIRANI
" in Bologna.

fé‘._
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NOTITIAS SUPER LINGUA INTERNATIONALL.

Quiestione o= de interesse generale, ¢t me da aliguo exemplo de nevo
projectos de lingua internationale, primos H tracto ex «La Revue de’
PEsperanto » per A Michaux. Hlos habe nomen differente, =ed convergentia
ad solutione es evidente. ’ )

Panroman per Dr. Molenaar
Honoret Senior Seuiorinas !

Exist plus ke 100 {zent: diferent soluzioni de problem de kreer un liui_"
internazional o wniversal : ma io kred, ke nul de ist soluzioni es si simpl
ke Panroman. Volapik es mort, perke eseva trop artifizial ; Esperanto
non prosperero, perke nen es homogen e prend son vokabli de lingi totale
diferent (rus, german, angles, franzes, lagin, grek, ete). Un text esperantist
non ex kowprensibl, si on hab nou studet ist ling 1 ma Panroman es com-
prendet a prim vist pertat howni, ki sap un ling roman. Son grand utilitat '
es dunk evident.

Esperanto sen lerno ‘Spuecie de Esperanto sine flexione:
Honorat Sinjor (Sinjorin®

Ekzist pli o cent diferent solv de problem krei lingv internaci aw’ uni-
versal ; sed mi kred, ke neni soly est se simpl ke Panroman. Volapuk est
mort ¢’ar est tro artifik. Esperanto ne prosperos, ¢'ar ne est homogen kai
pren sia diksionar de lingv tute diferent (rux, german, angl, frane, latin,
grek, k.t.p.) Tekst esperantist ne es komprenebl se.oni ne xtudi ti lingvs
sed Panroman est komprenit subit per tut hom ki sci lingy roman. Sia
grand util ex do cvident. :

Idiom neutral .

Oumi Qu lingui, Esperanto ¢ Id. N. es verase linguij ili av no sole
gramatik, kuale proyekti de lingui, ma ili av diksionari sufise komplet
koutenant plu ka 10000 paroli, durante ke leplu mult otr lingui de grup
ters es sole proyekti de lingu. Radiki de ist du lingui esav prended prin-

“gipale telj, keli eksist in omni lingui europan. p. e. palm, person, planed,

In gramatiki on truv serii de prefiksi e sufiksi ko signikasioni firm; ili
potes esar adyunkeed a radiki pro formasion de paroli nov. '
Esperanto sen lerno

La du lingv experanto kai Idiom Neutral est vere lingv.

Ili hav ne sole gramatik kiel projekt de lingv sed ili hav vortar sufic'e
komplet kun pli ol 10000 vort dun la pli mult de ali lingv de divers grup
est sole projekt de lingv. ST

La radik de la du lingv est preuit precipe tiel kiel ekzist in ali lingv

~curopan. En gramatik oni trov seri de prefiks au’ sufiks kun signif firm.
1li pov est supermetit al radik por form de vort nov.
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" Esperanto vero cs minus intelligibile : - »

~Kvankam ne konverteblaj pri alia - vojo, ni devas gratuli, la verajn '

-scienculojn l\lel ,Sroi Rosemberger kaj Molenaar kiuj serc’as la neatingeblan
_perfektecon Lar, kiel ni, ili celas la tutinondan interkomprenigon.

" Versione « Quanquam ne conv ertibiles pro alio via, nos debe gratula eum

' .Avem: scientiato, ut dom. Rosemberger et Molenaar, que quere ne attingibile

perfeutxone nam, ut nos, scopo de illos es que toto mundo intellige inter se.

Latino commerciale, per 1)1 ‘Colombo, Paris, Lethielleux.
Honorem ‘habeo offerendi Vobis, Domine, - aliquos excellentes artmulot
‘modico pretio, sicut in catalogo Videbitis.
“Spero, mercis valoxe ‘et pretii modicitate agnotis, me jusso honorandum.
. In hac spe, urbane plaebeo Vobis, Dommo, omnes meas verecundas sa-
lut.).tlones . o _ :

A " FINE DE TOMO VLI
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