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SPECIMEN
DE

CALCULO ARITHMETICO-INTEGRALE

Parte 1. Operationes fundamentale

PRAEFATIO
Prendo un sasso, tra mille, a quando a quando:
lo netto, arroto, taglio, lustro, affino:
chi mi sia, non importa: ecco un rubine;
vedi un topazio, prendi un ametista.
G. PASCOLL.

Studio de functiones numerico es iam disciplina de magno
momento in Analysi mathematico moderno,

Theoria de valore medio et de expressione asymptotico,
creato a mente geniali de LEJEUNE-DIRICHLET, es materia de
pulchro et profundo investigationes per TCHEBYCHEF, RIEMANN,
LIOUVILLE, MERTENS, (FEGENBAUER, von MANGOLDT, DE LA VAL-
LEE-PoussiN, LANDAU, CESARO, TORELLL et alios, et hodie plure

juvenili ingenio et forte et vegeto versa in tali studio cum

ardore et animo.

Omni investigatione super functiones numerico et in parti-
culare modo super lege de suo variatione, trahe origine ex
identitate que subsiste inter functiones numerico. Nemo in vero
dubita que studio de proprietates ad finifo, ut nos ita dic,
debe praecede studio de proprietates ad infinito, et de hoc
studio es vero et securo fundamento.

Sane eveni ut, per ignorantia de relationes inter functiones
numerico, plure proprietate de que ommnes preesentiba veritate
remane-vi per longo tempore sine ullo demonstratione, contra
postea inventio de illo relationes duce-vi sspe non solo ad de-
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monstratione desiderato sed et ad veritate inexspectato. Itaque:
cum optimo jure CESARO in uno de suo primo scripto arithme-
tico dic: pour nous Vavenir de UArilhmélique est une habile
combinaison de fonctions habilement choisies.

Ergo oporte antea ut combina functiones numerico in modo
opportuno, stude relationes que resulta ex tali combinatione
et postea relinque ad Analysi infinitesimale to oppugna et
supera omni difficultate circa lege de variatione et inveni pro-
prietate magis recondito: tali es incepto de plure insigni Ma-
" thematico et in particulare modo de BOUGAJEFF et CESARO.

Sed investigatione super identitates arithmetico es disperso
in plure diurnale sine ullo systema; demonstrationes et es
ducto cum vario methodo sepe contorto et difficili. De hoc

bene senti CESARO, ad que pertine primo conatu ut introduc -

opportuno symbolo de operatione. )
Nune nos funda theoria de identitates inter functiones nu-

merico super solo notione de producto integrale. Analogia de
ipso cum producto arithmetico et introductione de opportuno
symbolo conduce ad calculo operativo multo simplice ex que
plure theorema novo et proprietates noto inveni demonstra-
tione multo elegante, antea insperato.

Tali es nostro calculo arithmetico integrale de que nos pu-
blica nunc hoc parvo specimen que tracta solo de operationes
fundamentale. ‘

Si favore et benevolentia de illos que dilige et excole theoria
de numeros adde animo ad nos in conficiendo opere, nos spera
ede postea parte que tracta de Applicationes, que es multo
et interessante.

Hic nos, per opportuno extensione de notione de producto
integrale, solo monstra parte que habe nostro novo functiones
numerico in evolutione de functione in serie de DIRICHLET.

Hoc parvo scripto es dedicato ad memoria de E. CESARO,
que pro Theoria de numeros impende-vi cum magno efficaci-
tate tanto parte de suo opera geniali et fecundo et que szpe

accende-vi animo nostro cum verbo et exemplo.
In Panormo, die 31 julio 1907.

MricHAELE CIPOLLA.

o
§ 1. Producto integrale

% 1. fighe BN, . xeN, D).

0 (X = E[ﬁ?cixgmngi,oc,), (20,,200)3(20,,20,6N, . 28,00, = )]
Slfaxg(x/a)la, Npox/N,] Df x

01 fxg = 2% [ 2, N,

!

FMqWB;g :) ne)s appellato « functione numerico » (Zahlentheoretische

Lege (fxg)x «producto integrale de [ per g, relativo ad
w». lllo es summa de omni producto fo, X [y, extenso ad omni
solutione integro et positivo de &quatione xx, = 2.

Particulare producto integrale es considera;o 2iam a DEDEKIND
(J. f. Math., t.54, a.1857), a LiouviLLE (J. de Math., 8.2 a.1857)
et ab a,.lios. Postea BOUGAJEFF publica plure scripto su’per pro-
'ductos integrale (J. phil., t.5, a.1871; Collect. math. de Mosca
in russo, £.14, a.1888, p.1-45; .14, a.1889, p.169;197' £.18 a.1895’
p-120-758 ; t.18, a.1896, pl-b4; £.20, a.1898-99, ]).5219-59’4;' t21’
a. 1900, p.335-350; .21, a. 1900, p.499-536). CESARO iam7in.itia:
stu?ho accurato de producto integrale et adopta siwnol % sed
scribe in modo minus simplice [fr « gx, et a,ppellabillo «,inte—
gmlg composito » (v. Bruxelles, a.1883, p.352 = Mém. de la
Soc. Roy. de Liége, s.2, t.11; Giorn. di Battaglini, t.23, a.1885
p.%‘68—1.74, p.175-181, et alio scriptos. Signo = es i’n Nu;wc; con—’
tméuzwne at principi fondamentali dell’ Aritmetica assintotica
Atti della R. Ace, d. s. f. e mat. di Napoli, 8.2, t.6, a.1894 p 23),

Nos .adopta denominatione de producto integraie et é,wp.e]la'
operatione « multiplicatione integrale », quare signo x habe

proprietates analogo de signo X de multiplicatione arithmetico.
In vero ex Dfx seque

1 fxg € FN,
1Xlg+h) = fxg + fxh Distrib(x, +)
(f+9)xh = fxh+gxh , Distrib(+4, x)

o Ixg =gxf Comm ¥

@ b
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3 {fxg)xh = [x(gxh) Assoc X
81 fxgxh = ({xg)xh Df

P15 resulta et ex P sequente
“6  (fxgxhjw ==

Z[fmix-g‘f’vﬂxhm&l(wi7'q;2’m3)) (NifNifNif)ﬁ(wi’{’{f27m3>3(m1w¥%3 == m)] Dfp
que nos pote sume ut Df de producto integrale de tres et, in
modo analogo, de plure functiones numerico.

7 fl-=0 . fxg = fsh D). g=h
Ce P seque in modo facile per lege de inductione.

g 2. Functiones numerico
imprimitivo, composito, logarithmico

% 20 (qFN)impr =

(@FN 2l peN, . Do) =1 Dy floxy) =X fy) Dt
‘01 (q'FN)comp == ,

(@FN nf3{2,yeN, Doy AoXy) = fx X [y : Df
Lege (q/FN)impr « functione numerico imprimivo » et

(@FN )comp « functione numerico composito ».

Seque ex Df:

4 (QFN)comp ) (q'FN)impr

2 fe (q'FN)impr .. /1 € 0wl

P2 in phrasi: omni functione imprimitivo pro valore 1 de
variabile sume aut valore 0 aut valore 1.

Dem. Hp . f1=f1x1) . Def-0 .. 1= (12 .. P.

Propositiones sequente completa P-2.

91 Hpe.fl=0 .D: weN, D), foe=0

92 Hpe.g N rxe(fr=-=0) .. /1=1

P-21. Dm. Hp-2L. weN, D . fr = fl1Xx) = fiXfe = 0.
P22, Dm. Hp22. 2eN,. fe==0 0. fexXfl= fr-=0.2. f1-=0.

Valores de functione numerico composito es noto si es noto
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valores de ipso pro valore 1 et pro omni numero primo; et
valore que sume functione numerico imprimitivo es noto si es
noto valores de ipso pro valore 1 et pro omni potestate de
numero primo. ‘

In casu particulare subsiste Distrib(X,x), ut monstra P se-
quente

3 fe (BN comp . g,ke ¢FN, D. [X(gxh) = ({XgIx(fXP)

Dm. de ce P seque subito ex Df x et P-01.
Exemplo de functiones composito :

4 meq ). (o e, Ny € (QFNjcomp
5 [sin(aow/2)|e, N, & (FN jcomp

Nos inveni mox plure functione imprimitivo non composito.

% 30 (qFN)log =

(@ FN ) alayeN, . D=1 ay [eXy)=70+1Y] Df
Lege (qFNplog « functione numerico logarithmico » ; deno-

minatione adoptato a BougaJEFr (Collect. ‘Math. ‘{E‘;‘le Mosca, in

russo, .13, a.1887, p.767-117). Iix ce Df. seque ‘subito

4 fe (@FN)log .D). f1 =0

2 fe (o= 0)FN Jimpr D). logf & (q'FN)log

3 meN, .7). wm = num(Np nm/N) . DI x
i —— ). m = 3[mp(w,m)}x, Np] Df ©

wom = numero de divisore primo de m, rm = summa de ma-
ximo exponente de potestate de numero primo que divide m.
Es duo functione numerico frequente in nostro studio.

‘8 x, 7 & (qFN)log
g 3. Functione « vel unitate integrale.

Notabile es functione numerico o definito in modo sequente

% 40 xeN4L Doal=1.ax=0 Df a
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Seque subito

“1  a g (q'FN)comp
2 feqFN, D fxa=71

Ergo functione « habe in multiplicatione integrale idem
parte que numero 1 in multiplicatione arithmetico; per tali
proprietate nos appella a « unitate integrale ». CESARO voca.
illo « functione fundamentale » et indica illo per symbolo &,

Si nunc nos pone Df sequente

3 a,b e Cls(@FN) ..

axb == f3[n(hk)zlhea . keb . f= hxk)] Df
tunc nos deduce theorema notabile

4 (QFN)impr x (¢'FN)impr = (¢'FN,)impr
in phrasi: producto integrale de functione numerico imprimi-
tivo es funclione numerico mprimitivo,

' Dem.
m,neNy . Dimm)=1. flg ¢ (q'FNjimpr D).
(Frgym X (fxgm = 2[fr <Xgmiri|r, Nyom|N] X Z[fs Xg(n/s)is, Ny /N,
= 3[Z fr X f5 X g(mfr) X g(n]s)lr, Nyvm [Nyils, Ny N, ] 1)

m,neN; . D(m,n) =1 . re Nyrm/N, . se Nyem /Ny D). Dizs) =1 @)
M. 2y D (fFxgym X (fxg)n = [} Ars) Xg(mm|(rs))|r, Nynm/N, is, Ny~ /N, ]

3
m,neN, . Dim,n)=1 .. Nynmn/N, = (Nyawm[N,) X (N,~n/N,) 4)
B) . &) D (fxgym X (fxgm = 2 feXglmnfr)e, Nyrmn/N,) ()
®.r2.2. P

§ 4 Functione .. Integrale numerico.
Functione » et o

Alio functione notabile es illo que habe semper valore 1 et
que nos denota cum symbolo »:

% D0 weN, D vw=1 Df v
‘1 wve ('FN)comp

2 fe BN, D. fxv=/f
Producto integrale de functione numerico f per functione v
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es appellato a BoucaJserry et CESARO «integrale numerico de
[ »,et CESARO, que extende notatione de KULERO (in casu par-
ticulare [x= 3(N,x/N)., EULERO, Opusc. v. arg. 2, a.1760, pa-

gina 23 = Comm. Art.l1 p.102), denota illo cum symbolo [/. Nos -

adopta tali denominatione et notatione.

3 fedFN, D). [f=/rx» Df
B4 —e—— . weN, . [fe=([f)x Df
4 e — . [fo = 3(f, Now/N)

Ex P44 seque subito
3 fe ('FN)impr ). [f € (¢ FN)impr
‘31 —————— e N, .D).

Jfoe = L[ [ftr Poap(r,z))

Si nunc nos pone

7, Nprao/N{]

% 60 yv=/v ’ Df
‘01 meq . xeN, . o, = [(x™|) Df
02 o=g, Df

et nos observa que per P H1, 24, 54
‘4 w0, & (q'FN)impr
nos subito deduce ex P+41 propositiones noto sequente
2 weN, ). v =num(Nz/N)) = I{{mp(rx)+41]|»,Npre/N ¢
3 —— ). ox=3(Npx/N) v
= [I}3[a"|r, Omp(ax)]|a, Npraw/N |
= II{{(aMNmp(a.)+1]—1)/(@—1){|a, Npra/N |
[V. ¥1905, 111, §16, P52, 53]
4o aweN, ). flapex|x)oe == v(x")
3 weN, ). fra =X 3[/(mp{ra)+1)
Pro calculo de producto integrale de uno functione impri
mitivo per functione logarithmico es utile P sequente
6 fe ('FN)imp . le ((FN)og . we N,4+1 ..
(sl = SIT(AxDMmp(a,a)] X [flac/ladmpi,a))]a, Nproo/N,|

7, Npn/N, ]

{



X que nos deduce

7 le (FN)og . xeN+1 ..
Jloe = v X 34[ [lrhmp(r,20)]/(mp(r,2)-+1)| 7, Npra/N,|
[ w|/HPE.D P ]

% 1. fe qFN,.meN, .
0 == Df
Lege ["f «integrale numerico de / de ordine m ».

Pro calculo de valore de integrale multiplo, in particulare
de functione imprimitivo, es utile P sequente, que pote de-
monstrare per lege de inductione:

‘1 neN, . aé\TP D
["fa") = s[Clmpr—1, r) X fla™)|r, 0-n]

s 5. Potestate integrale vel cointegrale

% 8. »rseN,. fyge ¢FN, ..
0 X=a . XM= ({X)xf Df

Lege fx" «potestate integrale » vel « cointegrale de [ de
gradu » ».
In facili modo pote demonstrare P’ sequentes
1 (frg)x = (X )x(gx)
() = f5"
3 (X = fx”
4 (fg)xT = 200X )x(gxM)| 7Ny

Ergo potestate integrale habe proprietates analogo de pote-
state de numero.

5 fe(q’FN)impr . ). fx" ¢ (¢'FNimpr

o)

Per ce P calculo de cointegrale de functione imprimitivo es
reducto ad caleulo de valore de cointegrale de variabile re-
lativo ad potestate de numero primo. '

In tali casu calculo pote fi per algorithmo isobaryco (v. CE-
8ARO, Analisi Algebrica, p.361), ut in P sequente
‘6 peNp . » nsN D}
X" (p") = ;fl) TSI (p™)|s 1 m) |, (N F1m)rag
(32 = n)}{|m, 1-7]

ubi si / es functione imprimitivo et non habe semper valore
nullo, es fl =1 (P2:22). In particulare
7 Hp'6 .. vx'(p"™) = num [(NF1rrez(Sx = n)] =
= Cr+n—1,n)
[v. Form. 1905, III, §15, P17, pag. 127T]
Si f es functione numerico composito, P'6 fi

(™) = F(p™)Xvx (") = fp") X Clr+n—1,n),

ergo in generali
‘8 fe ('FNjcomp .. /X == [fXvx"
‘81 Hp's . ). fx*=/fX»
Nos nunc demonstra P sequente, que exprime notabile rela-
tione intra cointegrales de uno functione numerico:
% 9. mneN,.n>wm . feFN, .
0 SH=7r1)rrXCnr) X fxm|r Nyl =0

Dem.

Hp . P84.0) .(f—{f1) Xa)xr m = 2[(f Ly Cln, r) X fxr mir, Ny 1)
e Nkl D, (F—(F)Xal =0 . (F~(fL)Xaym=fm - @
Hp . (2) .. (f—(f1)x)axn m=

B (frey 7,10, (N 1)FL - n) ~xe( e = m)] (3)
Hp . n>wm .7 =qg[(N,--DFLn] nacs(MTx == m) 4)
3). @ D F~fHXaxrm=0 (5)
®.3).D. P

Si nos effice producto integrale de functione g per duo
membro de mqualitate '0, nos obtine P sequente

‘1 geq'FN, ..
(—r1)*xgm = —3{(—/f1)"" X Clur) X [(fx" )(xgym] |r, N

Si in P praecedente nos muta f in v, seque
2 Hp1 D). gm = S[(—1y T XCn,r)X[" gm|r\N,]
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Calculo de valores de cointegrale de gradu » de functione
numerico / pote es deducto ex valores de cointegrale de func-
tione f—{(/1)Xa. In vero si nos sume cointegrale de gradu #

de duo membro de identitate f={(f—(f1)Xa)- (f1)Xa, nos
obtine P sequente .

3 reN, D). [x7 = S0 X X (=) Xa)x® |5, N,]

P. praccedente es utile, quare calculo de cointegrale de fune-
tione f—(f1)Xa es magis simplice que calculo de cointegrales
de f.

In vero, si nos observa que functione f—{(f1) X« es nullo pro
valore 1 de variabile, seque ex Df de cointegrale que
(f—(f1) X o)x" m es sequale ad summa de omni producto de forma
- (fa )X (fe) X u(fe,), correspondente ad omni solutione in numero
integro et positivo et majore de unitale de sequatione
X%y, =m. In particulare, si es f==wv, cointegrale de gradu
r de (v—aym da numero de solutione in numero integro et
majore de unitate de squatione xx,...c, =, et per evolutione
de (v—a)x” et per P87, nos obtine :

% rymeN,  num[(N 41) F 1rnpe(lle =m)] =
SH—1)" X Cr,5) X H[O7-s+mp(%m r—s)|oc, Nprm/N,] |s, Ny

§ 6. Functiones coniugato.
Potestate integrale de gradu negativo.

Si functione numerico f non sume valore nullo pro valore
1 de variabile, tunc existe uno et solo functione numerico, que
nos indica cum symbolo fx—' et appella « functione coniugato
de f», tali que producto integrale de ipso per f es unitate in-
tegrale, id es: /x(fx % =a.

In vero ex ce Df seque fx—'1 ==/f1 et si aeN,, noto valore
de /x™ pro omni numero de classe 1w, valore de fx '(x-1)
resulta ex valores de f correspondente ad numeros de classe
1+ per resolutione de sequatione de gradu 1, ubi (oefﬁclente
de incognita es f1.- Erge nos pone
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% 100 e gFN, . fl==0 ..
0 /X =1[q'FN, n h3(fxh = a)] Df
4 AT e dEN, L R =
Denominatione de functione coniugato es adoptato a CESARO.
Calculo de valore de functione coniugato de f pote fi aut

per valore de cointegrale.de f, per, P sequente, que nos obtine
ex (fx' | gP91:

2 nmeN, . n>mm ). -
<7t = 3[(—1)" X ClnryXfx"m [(f1) Y, N

aut per valore de cointegrales de [—{f1)Xa, per P sequente
3 Hpe D). [x'm = 3[(=1)" X (f—(f1)Xa)x"m S N

ubi omni termine de membro 2 fi nullo quando 7 supera zm.
Ut demonstra ce P nos pone
he qFN, . hm = 3[(—1)" X (f—({1) X a)x"m S e, N
et nos fac producto integrale de duo membro de sequahtate
preccedente per fim, “posito sub forma (f1) X am-(f—(f1) X aym
Nos obtine ex Distrib(x,+) : N I
<hxfm-(lMi>><a>m+»[<-4> ><<f——<f4>><oc)3;+ m (1) 7N
— (hm) X(f1) — (1) X 3= M X)X ax (1) [, N
= (hm)X(f1) — (1 )(hmw(am)/(fd)) == am

J— —1
Ergo es m == fx~'m.

Multo utile pro calculo de valore de functione coniugato de -
functione imprimitivo es P sequente

4 fe (FNpimpr .. /X" & (q'FN,)impr

Nos demonstra illo in modo indiI‘QCtO et multo simplice.

In vero si nos pone ’ »

== (¢'FN impr~ kefmeN, . peNp Dm,n kp )—- fX ™) (1)
nos subito- trahe, si weN,, TR

(Fxhye = H[(fxh)(pdmp(p,2) |p, Npras/N,| Lo (2)
). Hp(1) .- <th)oc—~ﬂ L(FxrT) pl‘mp p,2)) |, Nprao/N,]

[a(pNmp(p,2))|p; Npw/N,) = 00




Ergo Ji==fx

Sed, ex Hp(l), 2 es functione imprimitivo, ergo et fx™ es
functione imprimitivo.

In basi ad ce P calculo de valore de functione coniugato de
functione imprimitivo es reducto ad calculo de valores que
functione sume pro potestate de numero primo.

Nos nunc defini cointegrale de gradu integro et negativo :

5 seN, ) 7 = (fx ' Df

Es facile extende ad coinfegrale de gradu integro et nega-
tivo proprietate de cointegrale de gradu integro et positivo,
id es P81-2:3. Nos da postea et algorithmo pro calculo directo
de cointegrale da gradu integro et negativo,

6 ge gFN, . D). gxfx" = 1(q'FN,) » k3(g=[xk)

Dem.

Hp . Assoe x .. fx(gxfx-1)= (fxfxHxg = axg=g n

Hp.(1).P17 D P.

Nos appella gx/x™" « quoto integrale de g per f».

§ 7. Functione , de M&bius

% 110 p=ox Df
Ex P10-4 seque
4w & (q'FN)impr

Ergo nos pote deduce valore de u

‘2 pl=1 : Dfp
21 peNp . meN4-1 .. up =—1 . p(p™) =0 Dip
22 g N=(N, XN/ .. un = (—1)Nxn) Difp
23 ng (N, XNH=t1 .. un =0 | " Dfp

~ Functione u es appellato « functione de M@®BIUS » vel « de
MERTENS » (v. M@srus, J. f. Math, t.9, a.1832 p.105 = Werke, t.4,
p.b89; MERTENS, J.f Math. t.77, a.1874, p.289).

3 fu=—a
Dm. P11'0 D). fp=pxo=(vx-1)xv=—ua
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31 p== 3[(—1)" X (r—a)x"
Dm. PO . P108 O. P

»,N,J

Propositione notabile pro calculo de coniugato de functione
composito es sequente :

4 fe(@FN)comp .. fx = uX/f
Dm. Hp. P23 .0 fx(uX) = Xwxp)=fXa=eae.D. P
Propositione preecedente es casu particulare de hoc theo-
rema, que habe analogo demonstratione:

5 fe (q'FN)comp . ge ¢'FN, .. (fXg)x™ = [Xgx™
6 aeN,:xeN, . ), . fe=a ... X '=uja

Dm. Hyp . PH2. 0. f=axv )]
(1) .. fruja=(axXvx{pia)=vxu=a .. P

§ 8 Derivata numerico

Nunc nos considera producto integrale de functione nume-
rico [ per functione u, que nos, simul cum BOUGAIEFF et CE-
$ARO, appella « derivata numerico de f» et indica cum sym-
bolo df.

¥ 12, fe dFN,.D.

0 Of=[Xu Df

1 fof=off=f

Ce P es appellato «lege de inversione de integrale nume-
rico ». Si functione / es integrale numerico de fanctione nu-
merico incognito g, ¢ es derivata numerico de f; ergo valore
de g es deducto per calculo de producto integrale fxu, et nos
habe P sequente (P'2:22'23)

‘2 weN, D). Ofx =

for 4 SH=DN=a) X floo/a) | @, (Npoo/N =N, XN
Ce P es dato quasi in idem tempus a DEDEKIND (J. fir Math.,

t.54, a.18567, p.1) et a LiouviLLE (J, de Math.,, s.2, t.2, a.1807,
pag.110).
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3 fe(q'FN )impr .D). 9f & ('FN,)impr

In phrasi: derivata numerico de functione imprimitivo es
et functione numerico imprimitivo. Ce P seque ex P44, 111,

Ergo calculo de derivata numerico de functione imprimitivo
pote i per P sequente

4 Hp3.xeN+1 ..
ofx = IiflaPdmp(a.w) — flaNmp(a,e)—11)w, Nprw/N

In partigulare

41 Hp'4 . fe (q'FN)comp ..
oo = IT| flaN mp(et,p)—1 1) X (fa—4)|a, Nproo/N,§

Exemplo: si @eN,, tunc xlx & (QFNjcomp et per P3
" d(w|w) & ('FN)impr, et ex P41 seque

42 xeN, D). dwjw) = ja X IT[(1—/a), Nprw/N,{|x
d(xjx) es indicato a GaUss cum symbolo @.

Pro historia de @ vide Form. 1905, 111, §18. P42 == Form.
1905, 110, §16, P-6.
43 D= o{w|x)
% 13, fe FN,.reN,.D).
0 Of=[.9""=0("f) Df
Lege 0'f « derivata numerico de [ de ordine 7 »,
1= ()

Pro calculo de derivata numerico de ordine f de functione
imprimitivo es utile P sequente:

9 geNp . neN, D). 0"f(a"™) = 3[(—1)"XClr,s) X fla™ )]s, 00

Deductione de ce P ex P12:4 per lege de inductione es facile.

In casu particulare:

3 weN, A1 D). "o = [(—1)New) IXIT[O(r-1, map(s,20)}s, Np]

Pro caleculo de derivata numerico de functione logarithmico
es utile P sequente :

— 19 —

"4 le (QFN)log . weN,4+1 ..
i Zgﬂx’“ﬂ(m/[al\mp(a w)]xarl adop(amia. N
Dm. Hp . (uxr I/)P66 ). P ’ ( {\ p( y ))ia, A png@/Nié

‘5 Hp'4 . 2e(N,4-1)=NpMN )} .. olx =0
Dm. Hp. (1IMP4 .. px®=q 5. P

6 fr==0.D). (0"f)x"! =[x
Dm. Hp .. /7 (Fx-Yxor ) = (fx-Dx)vxr ) x (Fx)(vxr ) =
= (x-D(x/)x(vxpw)xr = ox{oxr ) =a .. P

In modo analogo:
T OHpe D (X =)

8 Hpe D). fx™ = [1([7)x7
Dm.  (f FIfP6.0). P

81 X =007 )%

Dm. (o f|f)P6 .. P

P8-81 es utile pro calculo de functione coniugato de f quando
es noto functione coniugato aut de [/ aut de 97,

In particulare seque:
82 [ e (qFNJeomp D). 7x7 = [(uX/["f)
83 0'f & (qFNJoomp . D). /X = 3(ux")

Pro calcalo de membro 2 in wqualitate ‘82 83 es utile to
observa que functione in tali membro es imprimitivo. T

Ut applicatione de P praecedente nos inveni P sequente:
84 we N1 . ). Ox7p = [(—1)Near) | X L [(1—0) |, Nproo/N,]

‘83 » e oX 7 == [(—1)Nw) X LT[ C(1,mp(a, ) —
axXC(1,mp(a,2)—1) |a, Nprw/N,]

‘9 weN, . me N+t D).
for = S[(—1)"'X C(m,s) X 3°fr]s, N ]
Dm. wif, floP91 .. P

RdAM. t. 9 a. 1908 2
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s 9. Factoriale integrale

% 14 fe(q=O0FN, . ge qFN, . xeN, ..
0 P(f,g.x) = O{flec/rNgr)lr, Ny /Ny Df
‘01 P(fg) = P(f,g.x)|x Df
Lege P(f,gx) «factoriale integrale de [ ad g secundo & ».
02 P(fa=f
1 logP(fig) =logf x g

Ce P seque ex Df -0, quando nos sume logarithmo de duo
membro. Ergo nos pote deduce proprietate de factoriale inte-
grale ex proprietate de producto integrale.

2 fig & (FNjimpr . . Pf,g.2) =
[ Plf, g, apmplax)] M [ gl / 1o mp@x)f la, Npre/N,]
Dm.  Hp.D.logf=(q'FN))log £ 1)

(). P1. (g|f, logf | D P66 D logP(fg,m) =

3 [(logF x g)aNmp(a,)] X [g(x | [a N mp(a.w)]) ¢, Np! @
Hp . asNp . (@dmp(a,x) | ©)P1.D. logP(f,g, aNmp(a,x)) =

(logf x g)(aNmp(a,x)) @)

(@) . (8) .. logP(f,g,x) = 3{logP(f,g,aMmp(a,x)) X
‘ [ gl | [aNmp(a,x)]) |a, Np n@/Ny] =
log H|{P(f, g, admp(ax)i N g(@ | [aPdmp(a,x)}) @, Npre/N,] €

@) .D.P.

3 Plfwgw) = H(fNw/N,)

Ge P seque subito ex Df+0. Nos lege P(fw) « factoriale inte-
grale de [». ‘

Ex P2 seque:

4 P, va) = I Npo/N,) = oy /2)
‘5 Plow,) = I[}(mapla,m)+10)Y N (w/ldPmpa,)) |a, Np]
6 P(Dw,x) = [ara/2)] X H{(1—/aNmp(a,x) X

v(eo/almp(a.x)))|a, Np}

7 fe (FN)impr . we NANpNY) . D). P(fynx) =1

— 9] —

% 15, fe (=0)FN,.ge q'FN, . xeN, .):
‘0 he (q=t0)EN, . h=P(, g x kx) ..
P(f9) == Plk,}) |
Ce P es notabile, quare per ipso nos pote exprime factoriale
integrale de f ad ¢ cum alio factoriale integrale in que se-
cundo functione numerico es arbitrario.

Dm. Hp.P1.D. logPkh) =logkxh (1
Hp .. logk = logf'x (g x hx-1) (2)
(2) . Assoe x .7, logh = logf x g x hx-1 ! (8)

(1. (8). Assoc x 7). log P,y = logf x g x h x hx-t = logf x g ’ (4)
4. P10 log PEY = log P(fgy (DD P
Ex ce P. nos deduce duo consequentia notabile:
1 k=P(f,09) .. P(f,g) = Plkw)
In phrasi: omni factoriale integrale de uno functione nume-
rico ad alio functione numerico pote es reducto ad simplice

factoriale integrale.
Dm. (xl2)P0.D. P

2 g=P(n).D). [=Plgw

In phrasi: si g es factoriale integrale de /, tunc f es facto-
riale integrale de f ad u.
Dm. (alg,g|//YP0.P02.0. P

§ 10. Functione analytico numerico-integrale

¥ 16. ae 'FN, .D).

. . e V7 ! N\ A~ ~ ! 3

0 radio @ = 1'mod {¢ nz3[3(as" |5, N} € g'l} Df

Lege radio o « radio de convergentia de serie X(az’|s, Ny,
pro z ».

‘1 fe (FN,.r=radioa . neN, : de Nrn/N,.7),. mod(fd)<r

). slmod(a, X fx'n) |s, Nyl ed’

In phrasi: Si » es radio de convergentia de serie . .. ...
S(a2'is, Ny et si modulo de valore que functione numerico f
sume pro omni divisore de numero integro et positivo 7 es
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‘3 fe(q'FN)impr .D). 0f & (¢'FN,)impr

In phrasi: derivata numerico de functione imprimitivo es
et functione numerico imprimitivo. Ce P seque ex P44, 111,

Ergo calculo de derivata numerico de functione imprimitivo
pote fi per P sequente

4 Hps.xeN+41 ..

ofw = I f(aPmp(a,x) — faMmp{a,x)—11)|x, Npre/N,|

In particulare
44 Hp4 . fe('FN)comp ..

ofe == ILflaMmpla,x)—11) X (fa—1)a, Npre/N,|
Exemplo: si weN,, tunc x|z & (¢FN jcomp et per P'3
8w & ('FN)impr, et ex P41 seque

42 weN, .. 0w|w) = joo X IT[(1—/a), Nproee/N, 1}
dw\x) es indicato a Gauss cum symbolo @.

X

Pro historia de @ vide Form. 1905, 111, §18. P42 == Form.
1905, III, §16, P-6.

43 D= 0w
% 15, feg'FN,.»eN,.D).
0 Of={. 0" =007) DI

)

Lege 0'f « derivata numerico de f de ordine » »,
10 = ()

Pro calculo de derivata numerico de ordine f de functione
imprimitivo es utile P sequente:

2 qeNp . neN, D). 9'fla") = 3[(—1)XClr,s)xfla™s, 0]

Deductione de ce P ex P12:4 per lege de inductione es facile.
In casu particulare: “

'3 weN A1 . 0" pas = [(—1)Net) IXIL[Clr+-1, mp(s,@)ls, Np]

Pro calculo de derivata numerico de functione logarithmico
es utile P sequente

S —
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4 le ('FN)log . weN,+1 ..
0"l = 3}/ abmp(aw)| X ladmp(a, 1), NprooyN,|
Dm. Hp . (uxr |HPB6 .. P

5 Hp'4 . we(N,4-1)=(NpIN,) D). 0l == 0
Dm. Hp. (1}r)P4 .. px’ =0 .D. P

6 =0 D, (0= [

Dm. Hp . D /r (Fx-1yxdr ) = (fx-Dx)(vxr ) x (F)(vxr ) =
= (Fx-I(x/Nx(vxp)xr = ax{ox” ) =ma .. P

In modo analogo:

TOHpe D (fHxT = o7(fxTY

8 Hp'o D /x7 = U 7)xY
Dm. (r FIf)P6 O. P

81 KT == 0B )x Y
Dm. (2 fIf\P-6.D. P

P8'81 es utile pro calculo de functione coniugato de [ quando
es noto functione coniugato aut de [f aut de 377,

In particulare “seque:

82 ['f e (q'FN)comp D). /X = ["(uX/"f)

‘83 01 & ('FN)comp . 7). /x ™ == 8" (ux3"f)

Pro calculo de membro 2 in squalitate 82 *83 es utile to
observa que functione in tali membro es imprimitivo.

Ut applicatione de P presecedente nos inveni P sequente:

84 we Ni+1 . &X' = [(—1)Noew) | X T [ (1—0) Npre/N,]

‘85 » D 0X ' = [(—1)Nea) )X IT[C (1, mp(a,0))—

ax C(1,mp(a,x)—1) |a, Nproe/N,]
‘9 weN, . me N+ . D).
e = 3[(—1)""" X C(m,s)x°fir|s, N ]
Dm.  (ulf, FigiP91 ). P

RAM. t. 9 a. 1908 ’ 2
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§ 9. Factoriale integrale

% 14, [fe (q=0)FN, . ge 'FN, . xeN, ..
0 P(fg) = {flec/rNgrlr, New/N)) Df
‘01 P(fg) = P(f,g.x)|x Df
Lege P(f,g,x) « factoriale integrale de [ ad g secundo x ».
02 P(fa)=f
‘1 logP(fiy)=1logf x g

Ce P seque ex Df ‘0, quando nos sume logarithmo de duo
membro. Brgo nos pote deduce proprietate de factoriale inte-
grale ex proprietate de producto integrale.

2 fg e (FN)impr 0. P(fig.0) =
H[ Plf, g, dpmap(a,x)] N [ gix / [a D mpla,x)l| |a, Npra/N, |

Dm. Hp .. logf ={(q'FNylog 1
(1). P1. (g7, logf | §) P66 .. logP(fg@) = |

2i[(logf x g)a N mp(a,x))] X fg(x [[amplax)])|a, Np! @
Hp . aeNp . (admp(a,x) | €)P1 .. logP(f,g, apmpla,x)) =

(logf x g)(a N mp(a,z) ®

(2) . (8) .D. logP(f,g,x) = HlogP(f,g,aPmp(a,x)) X
f(/(ﬂc {laMmp(a,x)]) |a, Np na/N,j =
log IT[{P(f, g, apmpla,c)t N [ (e | {ahmp(a,z)]) |a, Npre/N,] €]
@ DO P,

3 P(fww) = I{,Npx/N,)
Ge P seque subito ex Df+0. Nos lege P(f,v) « factoriale inte-

grale de [».
Ex P2 seque:

4 P(xle, vo) = II(Nrao/N,) = oM /2)
5 Plvw,) == I[{(mp(a,x)+1)!| N o(w/[ddmpla,0)) |a, Np]

6 P(Pu,m) = [N /2)] X (11— /aNmp(a,x) X
vie/al mp\a,w)})[a, Npj

7 fe (FNimpr . we N(NpMN,) . D). P(fjua) =

—_— 91 —

% 156, fe (=0)FN, . ge g'FN, . xeN, .
‘0 he (g=0)FN, . k=P(f, g x hx™") D).
P(f,9) == P(&,h)
Ce P es notabile, quare per ipso nos pote exprime factoriale
integrale de 7 ad g cum alio factoriale integrale in que se-
cundo functione numerico es arbitrario.

Dm. Hp.P1.D. logPk,h) = logk x (13
Hp .0 logk = logf x (g x hx-1) (2)
(2) . Assoc x .. logh == log/ x g x hx-1 (8

1y . (8) . Assoe x .. log Pk, ) == logf x g x o x hx-t = logf'x q 4)

4. P1 .. log Plh k) = log P{fygy . DO. P

Ix ce P. nos deduce duo consequentia notabile:

M k= P(fog9).D. Plfg) = Plko)

In phrasi: omni factoriale integrale de uno functione nume-
rico ad alio functione numerico pote es reducto ad simplice

factoriale integrale.
Dm. (vja)P-0.0D. P

2 g =P(fw).D. f="Plg.n)

In phrasi: si ¢ es factoriale integrale de f, tunc [ es facto-
riale integrale de [ ad u.
Dw. (alg,glF)P0. P02.0. P

§ 10. Functione analytico numerico-integrale

M 16, ae dFN, ..

‘0 radio @ = 1'mod {q’ ~z3[3(a2" |3,

v oy g
\,) € q'll Df
Lege radio ¢ «radio de convergentia de serie (a2’ |s, N,
pro .z ».

‘4 fe q'FN, . »=radio a . neN, : de Non/N, .7, mod(fd)<r
). Slmod(a, X fx'n) |s, Ny| eq’

In phrasi: Si » es radio de convergentia de serie . . . ...

Sa,2'|s,N,) et si modulo de valore que functione numerico !

sume pro omni divisore de numero integro et positivo n es
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minore de », tunc serie X(a Xfx'n|s, NJ es convergente in

modo absoluto.
In vero si m es maximo ex valores que modf sume pro
omni divisore de 7, ex Df de cointegrale seque

mod(fx*n) == m'Xvx'n (1)

et si o es maximo inter exponente de potestates de numeros

primo que divide 7, nos habe pro s>0 (P87):
vx’ == I[C(mplx,n)+s—1, mpe.n) |z, Np]
=< (Clots—1, ¢)) Meen) (2)
et si nos pone
w & NN, . w4, =1 . u, = [Clo+s5—1, 0)] M)
tunc modulo de omni termine de serie

staxfxn |s, N (3)
es minore de correspondente termine de serie
>(uw, X moda Xm'[s, Ny); (4)

et si nos demonstra gue serie (4) es convergente, seque, per

P noto, convergentia absoluto de serie (3).
Ex Hp seque m<Z» et nos pote sume numero ¢ comprehenso
inter m et »; tunc serie
S(moda X" |s, Ny) ()
es convergente et serie
S(ua' /¢ s, Ny (6)

es et convergente, quare, si nos applica regula de Cauchy,

nos inveni
Hm((w,, g /™) [/ (upd'/)]|s = m/c <A
Tunc serie (4), ubi termine generale es producto de termine
generale de duo serie convergente (5) et (6), es convergente,
ut nos debe-ba demonstra.

1 Hpo.zeq . modz<lr . v = 3(az'|s,N) [z ..
pifxn) = 3a,Xfxn|s ) DF
41 X == plfxn)n Df

Si-y es functione repraesentato per serie ¥(as'[s,Nj) in suo
circulo de convergentia, nos indica cum w(fxn) summa de
serie S(a,X[x'n|s, Ny et dic que ce serie repreesenta « functione
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w numerico integrale de f» pro omni numero 7, que satisfac
ad conditione: '
de Npn/N, g - mod(fd) <.

2 Hp . fe(@FEN)comp ). yfx = X yux
Dm. Hp.meNy. P88 .. fxm = fXvgn ). P.

Cum opportuno transformatione nos pote semper inveni
summa de serie X(a,X/x'n |s, N,). Sed nos obtine id ut conse-
quentia de P sequente, magis generale, que exprime, ut nos
ita dic, theorema de Tayrnor de Calculo numerico-integrale:

'3 Hpt . ge qFN, : de Nm/N, D, . mod(fd-+gd)<lr .

w(f4g)xn) = S{{gx'/s! x Diyfx)n s, Nyl

In vero, ex Hp. et P1 seque

w((f+g)xn) = 3[a, X(f+g)x"njm, Nj] =

== 3[a, X 31Cm,s)X (Fx""xgx")n|s, Ny+m/

Per proprietate noto, nos pote inverte summas in ce serie
duplo et nos obtine

(Fg)xn) = S[(gx’x 3@, XCm,s)X X" "lm, N4shn |s, N| - (1)

Sed in circulo de convergentia de radio -, pro omni numero
integro et positivo s, existe D'y et es reprmsentato per serie

Sla, XCm,s)xstxX 2™ ", Nts]

P

m, N,]

ergo ex Pt seque
Diy(fxn) = 3la,, X Clm,s)XstXE™ 1 |1m, Nts)
et sequalitate (1) fi
P({Hg1xn) = S[(gx"/s! x Dyfxjn |s, Nyl
ut nos debeba demonstra.
Si nos in P preecedente muta / in (F1)Xa et g in [—~(1)Xq,
omni conditione es satisfacto et nos obtine

4 Hpt .D).owplfxn) = SID W)X (1) Xa)x*n/s! |5, Ny

Membro 2 de ce squalitate habe numero finito de termine, -
quare, quando gradu de cointegrale de [—(f1)Xa supera valore
de i, valore de cointegrale es nullo. Krgo mnos pote sume
sequalitate 4 ut Df de w(fxn), si p es functione analytico de
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variabile complexo z, holomorpho in regione que confine
puncto /1. '

Nos obtine ex P4 plure P notabile:
5 seQ . fe qFN, . :
75" = S[(f—(f1) X a)x™ X {s—w|, 0 (m—14)) /X (1) [, Ny
6 se=—Q.fe ¢FN,. [t ==0.0. Th'5
Si in ce P nos muta s in —4, nos inveni expressione de
functione coniugato de f, dato iam per P103.
7 fe ¢FN,.D.
of == S(fx /8Ny = o' X SI(f—(Xa)x'/sl]s, Ny
'8 fe BN, . [1==0.D).
logfx = axlog(f1) + S[(—1) (= 1) X)X /(sX([71))ls, N
Es utile demonstra que si [ es functione numerico composito,
log(fxn) habe valore nullo pro omni numero 7, (ue non es
potestate de numero primo, et, si n es potestate de numero
primo, valore de log(fxn) es fn diviso per exponente de ce po-
testate. Nos pote exprime id per P sequente
‘9 fe (FNycomp . f1 ===0 . ne N=(NpPN,) . peNp . meN, .
log(fxn) =0 . log(fx(p™) = fp™)/m

Dem.
Hp . P'2.70). log fxn=/n X log vxn )
Hp . P80 log(fx1) =0 (2)

Hp.. eeN,-H1 . (0HP8.D. log(vxa) == B[(—Ds—1X (v—a)xs afsls, 1'za]
= B[(— 1yt X1 X Cls,roxs—ralr, Nt fs, 1+7a]
= Z[(—1)p~YsxClra,8) X vxs als, 1-7a] (3)
Hp . pe Npra/N; . m = mp(p,a) . P9-0.7. ofafp) =
B[(—1)s1 X C(za,8) X vxs (afp) s, 1rra] 4)
4) .. alalp) = alafpr) X a(pm—1) =
= (1)1 X Clza,s) X vxs {afpm) X vxs (pr—iy |8, 1 va) )
Hp . P87 .. fallm—iy= w(pm—1) | foxs (g1} = px s a1y =
Cls-fm—1,8) = (mfsyvxs (pm) (6
Hp . (4). ). 6.2 aalpm)= B[(—1p—1X C(za,8) Xvx$ afsjs, 1ezal (T)
(8). (0.0 log(vxa) = alafpm)m (8)
Hp.(1).(2).® . Dfe. D P
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g 11 Interpretatione de functiones analytico nu-
merico-integrale in theoria de serie de Di-
richlet.

Nos nunc demonstra relatione que functione analytico nu-
merico-integrale de functione /" habe cum serie de DIRICHLET
s(fn/n"In, N), ubi @ es variabile imaginario. Sed antea nos
puta utile, et pro futuro applicatione, refer propositiones fun-
damentale de theoria de ce serie.

" N (Y ay 4 .
% 11, feFN, . xeq D
1 geq . s(fn/n‘nN)eq . reala>>reala D). s(fn/n" Ny eq'
(JenseN, Tidsskrift for Math. s.3, t.2, a.1884, p.70). BEx ce P
deducere que regione de convergentia de serie de DIRICHLET
es semiplano limitato per recta parallelo ad axi de ig. Ab-
scissa de ce recta, nos appella « abscissa de convergentia de
serie ». Abscissa de convergentia pote habe valore -co (serie
semper divergente) et —~o (serie semper convergente).

4

‘2 abscf =1 reallq’ naa[2(fn/n" |n, N)) &q i Df

Lege abscf « abscissa de convergentia de serie
(fn/n*|n, N,), pro & ».

In regione de convergentia serie de DIRICHLET pote non es
convergente in modo absoluto. Regione de convergentia abso-
luto es et semiplano limitato per recta parallelo ad axi de iq.
Abscissa de ce recta es squale ad absc modf.

3 absc [ =< absc modf

4 abscf=0.0).
absc £ = max Lin[log mods(f,1-n)/logn] [n

‘5 absc modf =0 ..
abse modf = max Lm{logx(modf, ) / logn] In

Exemplo:

6 abscwv = 1.




7 abscl[(—1)"

N =0
Propositione fundamentale in theoria de serie de DIRICHLET:
'8 ceq . ¢ > absef )

heQ e i1 Nppsjweq' . realw=c . gep+N, g
mody{fin/n”

) <M

In phrasi: serie ¥(fn/n‘|n,N) in omni regione interiore, cum
suo limite, ad semiplano de convergentia es convergente in
modo uniforme. Ergo ex noto theorema de WEIERSTRASS (Mon-
atsberichte der K. Preuss. Ak. der Wiss., zu Berlin, a.1880,
p.7123, Werke, t.2, a.1895, p.20b) seque:

9 e Cl'q » wa(reale > abscf) . w=ypu . LU .
= (3(fn/n"\n, N) |@, ] D). h, Dh e ((Fujcont

1d es: in omni regione wu, perfecto, interiore ad semiplano
de convergentia, serie X(fn/n" |n, N) defini functione h de
variabile @ holomorpho (= finito, continuo, uniforme vel mono-
dromo) cum suo derivata.

Pro theoria de serie de DIRICHLET vide CAHEN, Ann. de I'E-
cole norm. sup., .3, t.11, a.1894, p.70.

2 18, fgeqFN, . 2eq D
4 x(mod(fn/n")|n,N,], S(gn/n"
S[fxgm/n"|n,N,] = 3(fn/n"

n,N) &g’ .-
nNYX 3(gn/n"|n,N)

In phrasi: si serie s(fn/n*|n,N,) es convergente in modo

absoluto et serie S(gn/n"|n,N), tunc es convergente serie de

DIRICHLET, que habe pro termine generale producto integrale

&

de termine de duo serie dato, et suo summa ¢s producto de
summa de duo serie dato. "

Ce P es casu particulare de theorema de SriELTIES, Nouv.
Ann. de Math., s.3, t.6, a.1887, p.210-215. Vide et LANDAU,

Rend. Circ. Mat. di Palermo, t.24, a.1907.
In particulare: si duo serie dato es convergente in modo

absoluto, tunc serie producto supra definito es et convergente

in modo absoluto:

9 s[mod(fin/n")\n, N, ximod(gn/n)ln, NJeQ D
simodi(Fxgin/n"{|n, Nj €Q . :
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‘3 3[fn/n’|n, N), E(gn/n“"

n, No), s[(fxg)n/n"|n, N,Jeq
7). Ths1

(Vide LANDAUT, op. cit., et pro alio propositiones particulare):

4 L =3(/n"|n, N) |2, (~o3(reale >1) Df

2 pgN, . absc f = ¢ . reale > max(l v )

D). S fr/n") = (L) X 3(fn/n"|n,N))

51 realz >1 .. sux"n/n"n, N) = ()

‘82 realw >1.70). Swn/n"|n,N) = (o)

33 meQ . reale>m-A1 ). X0, n/n"n,N,) = La—mn) X(Lx)

Si nunc vy es functione holomorpho de variabile imaginario-
z in regione u que contine puncto f1, tunc yz pote exprimere,
pro omni puncto de circulo interiore ad regione v cum centro
in f1, per serie B '
‘ pz == 3[(z—F1)" XD p(f1)/rlr, Nyl

Si postea serie (/n/n"|n,N,) habe convergentia absoluto per
omni & interiore ad semiplano », ubi (P17°9) repreesenta func-
tione & holomorpho de variabile @, que sume valore f1, pro
valore +oo de w«, tunc nos pote dic que, quando @ varia in
regione w interiore ad semiplano v et continente punto oo,
tali que valore ha es semper interiore ad circulo cum centro
in 71 et interiore ad regione u, wh es functione holomorpho
de 2, et pro puncto de regione w es

pha) = 3l(ha—f1) XD (1) /7! |, N, 1)

Sed in omni puncto @ de semiplano v, ideo de regione w, es.

ho—f1 = 3[(fn/n"ln, N — S[FX@n)/n"|n, ¥ =
= 3[((fn)—(f1) X (an))" /7" |1, N,],
ergo per omni @ interiore ad semiplano v, ideo ad regione w, es
(ha— {1y = (F—(1)Xa)x"n/n"
et mqualitate (1) fi:
plhar) = STD (1) /P SYF—) X /n” [, N [y N,)

?er convergentia absoluto de serie (1) nos pote commuta or-

7,N,1,
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dine de summa in ce serie duplo et nos obtine:
wlhas) = S[(/n")X D7 w(f )X (F— (1) X a)x"n/rllr N, N
et per P164:
plhay = x[yp(fxn)/n"|n, N (2)

Ergo: si y es functione holomorpho in regione % que contine
puncto /4 et si serie Y(fn/n"|n, N,) per omni x interiore ad
semiplano » reprasesenta functione A holomorpho de variabile
@, tunc existe regione w de semiplano », que contine puncto
-0, ubl wh es functione holomorpho de x et serie
Slw(fxn)/n"|n, N,] es convergente in modo absoluto et uniforme
et suo summa es p(hx).

In symbolo:

6 wueCls'q . u=pu . [1eu.p, Dy e (q'Fu)cont .
ceq : weq . reale >>c¢.D),. 3mod(fn/n")|n, NJeQ .
i Cls'qmoziw=pw : wew D), . p(hx) = 3[yp(fxn)/n" n, NJ|

Sed serie (2) es convergente in particulare semiplano et re
preesenta functione holomorpho, ergo si functione wh es holo-
morpho in omni regione interiore ad ce semiplano, summa de
serie (2), pro omni « interiore ad ce semiplano, es y(hx).

Seque ex P praecedente que si functione yw es regulare in
omni regione de plano et serie Y(fn/n"|n,N,) es convergente
in modo absoluto in semiplano », ubi reprsesenta functione h
holomorpho, tunc wh es functione holomorpho in omni regione
interiore ad semiplano », que non contine puncto pro que h
sume valore que es polo de .

Sed si serie (2) es convergente in omni regione interiore ad
semiplmlo #, tunc pro omni puncto interiore ad semiplano »
es wlha) == 3(fn/n"|n, N)).

Per exemplo, si nos sume y=1logz|z, et si functione [ es
composito et serie 3(fn/n"|n, N,) es convergente in modo ab-
soluto in semiplano #», existe regione w de », tali que pro omni
a interiore ad w es

logy(fn/n"n, N)) = x(log(fxn)/n"|n, N,) (1)

et per P16'9 es

log3(f )= 3I3fpy frp)lr, Nilp, Np] =

llog(i——fp/p |79, Np]==loglI[/(1—fp/P")|p, Np] (2)

— 20 —

Sed ex convergentia absoluto de serie X(fn/n"|n, N) per
omni « interiore ad semiplanc » seque convergentia absoluto
de serie 3(fp/p”|p, Np) per omni « interiore ad semiplano v,
et pro noto theorema de WEERSTRASS (Form. 1905, V,§l,
P60-6) I1—fp/p"|p, Np] es convergente in modo absoluto et
uniforme et non habe valore nullo pro omni « interiore ad
semiplano ».

FErgo mqualitate (1) et (2) subsiste in omni puncto interiore
ad semiplano ».

Ex sequalitate (2) seque P noto:

7 fe (¢FN)comp . ceq . reale >c . 3[mod(fn/n"n, N,] €Q

D 3(fn/n"|n, Ny = H{/(i—(p/p")|p, Np]

In particulare ((v|f)P'7) seque

61 . realwr >1 .. tw=I|/(1—/p")|p, Np]

Ce P, cum Hp: we14Q,, es dato ab EULERO, a.1744, Petr. C.,
t.9, p.122; a.1748, p.225; vide Form. 1905; V. §1, P3T6.

72 reale >1.). 3[(—1) m/n [n, N

/(i +/p" 120, Np] = {(2@)/(()

‘8 reale >1.70). /(tx) = S(un/n"|n, N

‘81 7gN, . absc [ == ¢ . realw > max(t v ()

D. 3@ fn/n N )= 3(fn/n"|nN)/Cx)

9 realx >2 D). 3(Pn/n"|n,N,) = {(a—1)/(x)

Dm. (x|z)|f, 1ir)P-81 . P12:43 .D. P

Nos in ce § tange vix theoria de serie de DIRICHLET, sed nos
reverte ad illo in Applicationes.

Panormo, 19 augusto 1907.

MICHAELE CIPOLLA.




